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1. Wstep

1.1. Gwaltowny rozwoj teoretycznych metod analizy przeptywu plynu przez uklady
topatkowe maszyn wirnikowych jaki mial miejsce w ostatnich 25 latach i jaki dokonuje
sie obecnie spowodowat, ze badania teoretyczne na réwni z badaniami eksperymentalnymi
ksztaltuja postep w dziedzinie analizy zjawisk przeplywu. Istotng przyczyna powodujaca
zasadnicze jakosciowe zmiany w zakresie metod obliczeniowych bylo pojawienie si¢ szybko-
dzialajacych elektronicznych maszyn cyfrowych. Otworzyly si¢ tu zupelnie nowe perspek-
tywy wynikajace bezpodrednio ze wzrostu ilodci i $cistosci informacji jakie mozna uzyskaé
z badan teoretycznych. Stato sie¢ mozliwe uzyskanie rozwigzan numerycznych znacznej
liczby probleméw dla zlozonych geometrii ukfadéw i przy niezbyt wielu zatozeniach
upraszczajacych.

Do niewatpliwie podstawowych probleméw hydro- i aerodynamiki maszyn wirniko-
wych (turbin, sprezarek, pomp i wentylatorow) nalezy zaliczy¢ badania przestrzennego
nieustalonego przeptywu pltynu przez uklady fopatkowe tych maszyn z uwzglednieniem
rzeczywistych wiasnoéci ptyndw. Ztozonosé tego zagadnienia, a przede wszystkim trudnosci
stworzenia modelu matematycznego 1 nastgpnie jego rozwigzania powoduja koniecznodé
czynienia pewnych uproszczen, polegajacych zwykle na wyodrebnieniu i zachowaniu
zasadniczych cech zjawiska a pominieciu mniej istotnych. Powszechnie stosowana kon-
cepcja uproszezenia rownati ruchu ptynu lepkiego, dajaca si¢ ze wzgledu na duze liczby
Reynoldsa, zastosowaé w teoretycznych badaniach przeplywu w maszynach wirniko-
wych, oparta jest na pojeciu warstwy przysciennej i polega na wyréznieniu w przeplywie
dwéch obszaréw, a mianowicie: obszaru strumienia gléwnego gdzie ptyn traktuje si¢ jako
nielepki i obszaru warstw przysciennych, gdzie plyn traktuje sie jako lepki. Dalsze uprosz-
czenia to rozpatrywanie przeplywu jako quasi-tréjwymiarowego, gdzie obraz przeplywu
otrzymuje sie w wyniku iteracyjnego procesu rozwigzywania dwoéch zadan: a) przeptywu
plynu przy zatozeniu jego osiowej symetrii, czyli rozpatruje sie przeptyw na powierzchniach
typu S; (rys. 1), b) optywu palisady profili na obrotowych powierzchniach pradu (powierz-
chnie typu Sj) uzyskanych w rezultacie rozwigzania poprzedniego zadania.

W aerodynamice formuluje si¢ dwa odrgbne zadania:

1) Zadanie podstawowe pierwotne, polegajace na znalezieniu parametrow przeptywu

przy zadanych cechach geometrycznych ukladu przepltywowego. Inaczej jest to zagadnienie
analizy przeptywu.
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2) Zadanie odwrotne, polegajace na wyznaczeniu cech geometrycznych ukiadu prze-
plywowego przy zadanych z gory parametrach przeptywu. Uzywajac innej nazwy jest to
zadanie projektowe lub tez zagadnienie syntezy przeplywu,

Warto podkreslié, ze o ile zagadnienie analizy jest dobrze postawione, tzn., ze dla
danej geometrii uktadu przeptywowego uzyskuje si¢ tylko jedno rozwiazanie, to zagadnie-
nie syntezy nie ma jednoznacznego sformutowania, gdyz Zadane parametry przeplywu
moga byé zrealizowane najczeéciej przez wiele uktadéw o réznych geometriach.

Niniejszy przeglad obejmuje jedynie prace dotyczace zagadnienia analizy osiowo-
symetrycznego przeptywu plynu na powierzchniach typu S;. Rozwazania ograniczone
sq\ tu do obszaru strumienia gtéwnego, przy czym obszar ten rozcigga si¢ na podobszary
zajete wiencami lopatkowymi jak i podobszary migdzywiedcowe (przestrzenie migdzy-
wiencowe). Rozpatruje si¢ tu zaréwno pojedyncze wienice topatkowe, stopnie jak i uktady
topatkowe (wielostopniowe) maszyn wirnikowych o dowolnej ich geometrii.

1.2. Zdecydowana wigkszos¢ prac z dziedziny maszyn wirnikowych wykonywana jest
w . pracowniach i laboratoriach wielkich firm przemystowych wzglednie w instytutach
naukowych na zlecenie tychZe firm. Biorac to pod uwagg, zrozumialym staje si¢ fakt,
7e pewna czg$¢ prac jest nieopublikowana lub tez zastrzezona do uzytku wewnetrznego.,
Stad tez jakkolwiek niniejszy przeglad prac obejmuje praktycznie wszystkie dostepne
pozycje literatury z zakresu analizy przeplywu osiowo-symetrycznego w maszynach
wirnikowych, to jednakZe nie moze on pretendowaé do kompletnosci.

W tym miejscu nalezy wyjasni¢ pewne niescistosci nomenklaturowe, gdyZz bardzo
czgsto pojecia: przeplyw przestrzenny, trojwymiarowy, quasi-trojwymiarowy, quasi-
przestrzenny, osiowosymetryczny bywaja uZywane zamiennie, co nie zawsze jest poprawne
i najezeseiej jest zrédlem nieporozumien. W miarg rozwoju aerodynamiki maszyn przepty-
wowych obserwuje si¢ jednak dazenie do bardziej $cistego i precyzyjnego postugiwania
si¢ okreslonymi pojeciami, zgodnie z ich rzeczywistym znaczeniem. Przykladem moze tu
by¢ pojecie przeptywu przestrzennego, ktdre pojawito sie w momencie przejscia od modelu
jednowymiarowego, gdzie obliczenia prowadzone na $redniej $rednicy kanatu przeptywo-
wego, do modelu dwuwymiarowego, ktéry w gruncie rzeczy jest osiowo-symetryczaym.

O przeplywie przestrzennym tréjwymiarowym mozna mowié wtedy gdy wielkosci
polowe opisujace ten przeplyw sa funkcjami trzech wspo6rzednych

& = O(r, @, z).

Takie ujecie zagadnienia analizy przeplywu stwarza oczywiscie znaczng trudnoéé, tak
przy stawianiu warunkéw brzegowych jak i przede wszystkim przy rozwigzywaniu. Istotne
uproszczenie obliczeft przeptywu uzyskano przez wprowadzenie do rozwazan wzglgdnych
powierzchni przeptywu. GOLLDSTEIN [16] zaproponowal rozpetrzenie przeptywu tylko
na jednej, $redniej powierzchni typu S, (rys. 1), natomiast Wu [65] wprowadzit dwie
rodziny powierzchni przeptywu S; i S,, co pozwolito sprowadzié zagadnienie przeptywu
przestrzennego (tréjwymiarowego) do dwoéch zagadnien dwuwymiarowych, gdzie wielkosci
polowe opisane sa funkcjami:

D, = O, [r(p, 2), p, z]: Dy = Dy[r, p(r, 2), 2]
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W rezultacie operacji usredniania wzglgdem wspdirzednej obwodowej powierzchnie
typu S, otrzymuje si¢ jako osiowo-symetryczna, oznaczang dalej jako S; (rys. 1). W ten
sposob dochodzi si¢ do tzw. zagadnienia quasi-trdjwymiarowego (quasi-przestrzennego)
skiadajacego si¢ z dwoch zagadnien, z ktorych jedno jest zagadnieniem przeptywu osiowo-
symetrycznego.

Dla przestrzeni migdzywieficowych, gdzie przeplyw moze by¢ traktowany jako jedno-
rodny 1 osiowo-symetryczny, zagadnienie quasi-trojwymiarowe sprowadza si¢ do zagad-
nienia wylacznie osiowo-symetrycznego.

W odniesieniu do metod analizy przeplywu na powierzchniach typu S; stosowana jest
przewaznie nazwa: metody analizy przeplywu przez ukfady topatkowe, jako ze powierzchnie
typu S; okre$lone sa w gtdwnej mierze przez geometrie topatek.

Rys. 1

1.3. Kluczowym zagadnieniem przy rozpatrywaniu przeplywu plynu przez wience
fopatkowe maszyn wirnikowych jest jego model matematyczny. Wraz ze wzrostem mo-
zliwoéci obliczeniowych maszyn cyfrowych obserwuje sie tu stala daznoé¢ do coraz
wigkszych uogélnien. Niewielka praktyczna przydatno$§é modelu zaproponowanego przez -
Wu [65] sprawia, ze istota probleméw w zakresie sformutowania modelu matematycznego
skupia si¢ na odpowiednim u$rednieniu réwnaf przestrzennego przeptywu ptynu celem
uzyskania opisu przeptywu na powierzchniach typu Ss.

Pionierska pracg przedstawiajacg model przeptywu ptynu przez wieniec fopatkowy jest
praca LorRENzA [31], gdzie rozpatrzono osiowo-symetryczny przeptyw plynu nielepkiegg
i niedcidliwego. W réwnaniach ruchu w miejsce pochodnych wzgledem kierunku obwodo-
wego wprowadzana zostata sita masowa tzw. oddzialywania topatek, co powoduje przyjgcie
modelu przeplywu przez wirnik o nieskoniczonej liczbie nieskoriczenie cienkich fopatek,
Rozwiniecie tej idei znajduje si¢ w pracy StopoLr [53]. Nalezy podkresli¢, ze w praktycz-
nych obliczeniach model Loreza znajduje jeszcze obecnie swoje zastosowanie.

StieraNOw [93] do modelu osiowo-symetrycznego przeptywu przez wience topatkowe
doszed! przez udrednienie wszystkich parametréw strumienia wzdtuz wspoétrzgdnej obwo-
dowej i wzgledem czasu. W wyniku tego w rownaniach ruchu wystgpuje usredniona masowa
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sifa oddziatywania topatek, prostopadia do pewnej Sredniej powierzchni strumienia. Takie
podejécie wykorzystano miedzy innymi w poézniejszych pracach [37], [40], [75], [84],
[88], [89].

Rozwijajac dalej koncepcje STIEPANOWA, w pracach [90] i [97] wykazano, Ze masowa
sita oddziatywania topatek jak i wspéiczynnik zweZenia przekroju przeptywu wskutek
skoniczonej grubosci lopatek, pojawiaja si¢ w rownaniach w wyniku przeprowadzenia
operacji usredniania wzdtuz wycinka obwodu pomigdzy dwoma $ciankami kanatu migdzy-
lopatkowego. Przedstawiono tu takze sciste matematyczne zwiazki migdzy geometria
lopatek, sitami masowymi i uérednionymi parametrami przeptywu. Obliczenia wykonane
w pracach [90] i [93] wykazaly pelng przydatno§¢ modeli przeptywu uzyskanych po prze-
prowadzeniu operacji usrednienia,

1.4. W literaturze przedmiotu podejmowano juz préby opracowan przegladowych,
najczedciej w kontekécie oceny aktualnego stanu i perspektyw rozwoju metod obliczenio-
wych przeptywu [10], [13], [I5], [19], [24], [29], [30], [40], [57], [64], [94], [95]. Problema-
tyka analizy przeptywu rozpatrywana byla dosyé wycinkowo, przede wszystkim pod katem
umicejscowienia metod analizy w ogdlnej tematyce badawczej maszyn wirnikowych. Ni-
niejsza praca stanowi pewng probg catosciowego przedstawienia zagadniefl analizy prze-
plywu przez uklady lopatkowe maszyn wirnikowych. Znaczna juz iloé¢ prac z tego zakresu
powoduje, ze trudno jest dokonaé jednoznacznego precyzyjnego i jasnego ich podziatu.
Wprawdzie wszystkie prace jako na punkt wyjscia powoluja si¢ na podstawowe rownania
mechaniki plynéw, to jednak trudno$é ich systematyzacji wynika z rozmaitosci zalozen
upraszezajacych czynionych §wiadomie i nieswiadomie, réznorodnosci sposobdw dochodze-
nia do réwnan koncowych jak i mnogosci zastosowanych metod rozwigzywania. Nie-
watpliwie pomocnymi w tym przypadku moga byé miedzy innymi takic kryteria jak:
model przeptywu, usytuowanie obszaru prowadzonej analizy przeptywu w ukiadzie to-
patkowym, typ i forma koicowa réwnan rézniczkowych opisujacych zagadnicnie analizy,
zestaw niewiadomych w rownaniach koficowych, metody rozwigzywania.

W przedstawionym nizej krytycznym przegladzie metod analizy pokuszono sig o ich
pewna systematyzacj¢ czgsciowo wykorzystujac wymienione kryteria. Wyrdzniono tu
cztery charakterystyczne, zasadniczo sig od siebie réZnigee, grupy metod analizy osiowo-
symetrycznego przeplywu ptynu przez uktady fopatkowe maszyn wirnikowych. Sg to:

— metody oparte na pojeciu linii pradu,

— metody oparte na pojeciu funkeji pradu,

— metody jednego parametru,

— metody tarczy wirowe;.

2. Metody analizy wykorzystujace pojecie linii pradu

Metody bazujace na pojeciu linii pradu stanowia wickszo$¢ prac z zakresu analizy
osiowo-symetrycznego przeptywu. Wynika to z faktu, Ze rdwnania przeptywn uzyskuje sig
tu w postaci dogodnej do interpretacji fizycznej oraz z tego ze przyjecie odpowiednich
zalozen odnoSnie wiasno$ci geometrycznych linii pradu, pozwala na znaczne uproszczenie
tych rownan.
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Nalezy tu podkreslié, ze z matematycznego punktu widzenia przyjecie ksztaltu linii
pradu jest nieuzasadnione, gdyz podlega ono okrefleniu w trakcie rozwigzywania zadania.
W zaleznosci wigc od przyjetych zatozen uzyskuje sig odpowiedni model przeplywu:
od najbardziej prostego, gdy zaktada si¢ przeptyw wzdluz linii prostej, do calkiem ogélnego
gdy zalozen takich si¢ nie czyni.

2.1. Model ,stopnia cylindrycznego”. W tzw. teorii ,,Stopnia cylindrycznego® przyjmuje
sig, ze merydionalne linie pradu (tworzace obrotowych powierzchni pradu) sa liniami
prostymi réwnoleglymi do osi obrotu. Metody tej grupy nazywane sa rowniez, gtéwnie
przez badaczy angielskich, metodami réwnowagi promieniowej. Chodzi w tym przypadku
0 uproszczone réwnanie réownowagi promieniowej czastek plynu

1 dp c2
@) oA T

opisujace przepltyw w stopniu cylindrycznym.

Z zalozenia cylindrycznos$ci przeplywu wynika, ze wielkosci predkosei promieniowych,

kata nachylenia linii pradu i krzywizny linii pradu przyjmuja wartosci zerowe czyli

ay
(2.2) ¢, =0, y=0, WZO
co znacznie ulatwia uzyskanie rozwiazania, pozwalajac otrzymaé je nawet w formie
analitycznej. Zagadnienie przeptywu w stopniu cylindrycznym jest bardzo wszechstronnie
opracowane. W ogdélnym sformulowaniu uwzglednia si¢ tu promieniowe gradienty para-
metréw spoczynkowych na wlocie do wienca jak i rozklad strat wzdtuz promienia. Oblicze-
nia prowadzi si¢ tylko w odniesieniu do przestrzeni migdzywiencowych.

W praktycznych obliczeniach inZynierskich model przeptywu cylindrycznego jest
jeszcze obecnie dosyé szeroko stosowany.

Literatura dotyczaca tego zagadnienia jest obszerna, przy czym w miar¢ kompletne
ujecia znalezé mozna w ksigzkach [11), [22), [55], [56], [70), [79]), [80], [81], [91], [100],
z ktorych na szczeg6lna uwage, ze wzgledu na ogdlne potraktowanie problemu zastuguje
praca SIROTKINA [91].

2.2. Model stopnia stozkowego. Rozwinigciem i uogdlnieniem teorii stopnia cylindrycznego
na przypadek rozszerzania lub zwgzania si¢ merydionalnego przekroju kanatu przeply-
wowego jest model przeptywu w stopniu stozkowym. Zaklada sig tu, ze linie pradu sa
prostoliniowymi tworzacymi stozkowych obrotowych powierzchni pradu. Znajduje to
swoje odbicie w zaloZeniach

y#0, ¢#0, b =-— =0

Przy rozwigzywaniu réwnania przeplywu

1 op  ck de, dc,

2.3 — = —Cpp =€y
@3) o or PR P o0z’
ktére po uwzglednieniu zatozeri zapisaé mozna jeszcze w postaci

LQ__C_&_C sin Ocm
o or  r ™IS,

(2.4)
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wykorzystuje si¢ ([34], [74], [85], [96], [100]) fakt, ze dla powierzchni stozkowych zachodzi
relacja

otgy _ 1 otg’y

2.5) oz 2 o

pozwalajaca na uzyskanie w niektorych wypadkach rozwiazan analitycznych.

W innych pracach [11], [75], [85] bazujacych na modelu przeplywu stozkowego po-
chodne okreslajace zmiang predkosci promieniowej i kat nachylenia linii pradu zamienia
sic wielkosciami

561‘ Cr[_'—crl—-l

0z Zy—Zjg &Y Zy—Zy—y

7y _"l—l‘__

co z koniecznodci przyjecia do$¢ znacznych odleglosci pomigdzy kolejnymi przekrojami
(przechodza one najczedciej przez kolejne szczeliny miedzywienicowe) powoduje, Ze jest
to jednoznaczne z aproksymacja linii pradu odcinkami powierzchni stozkowe;.

W przytoczonych wyrazeniach ,,i” oznacza kolejny punkt na danej linii pradu.

Nalezy zaznaczyé, ze model przeplywu stozkowego ma wigksze znaczenie dla zadad
projektowych, gdyz w przypadku zagadnieni analizy przeptywu moga mie¢ miejsce pewne
rozbieznoéci w przyjetym ksztalcie linii pradu.

Jezeli zrezygnuje si¢ z zalozenia prostoliniowosci linii pradu i przyjmie si¢ je w przy-
blizeniu odpowiednio do ksztaltu linii ograniczajgcych kanal przeplywowy w przekroju
merydionalnym, czyli gdy krzywizna linii pradu moze byé rézna od zera, to mamy do
czynienia z uogdlnionym modelem stopnia stozkowego.

Kat nachylenia y oraz krzywizne 1/r, zadaje si¢ tu w przestrzeniach bezlopatkowych
jako ciagle funkcje promienia. Funkcje te najczeéciej obiera sie jako liniowe lub para-
boliczne [99]. ZatoZenie rozkladu y = p(r), . = ri(r) jest pewng hipoteza, ktérej przyjecie
oznacza, e znane s3 pierwsza i druga pochodna merydionalnej linii pradu, lecz samo réw-
nanie tej krzywej tzn. polozenie danej linii pradu jest nieznane i trzeba je okredli¢ w wyniku
rozwigzania réwnan przeptywu. Funkcje y(r), r,(r) powinny byé dobrane w ten sposéb
[91] aby ksztalt linii pradu gladko przychodzit w zarys merydionalnego przekroju kanalu
przeplywowego. W zagadnieniach analizy zatoZenia czesto sie nie sprawdzaja.

Model uogdlnionego przeptywu stozkowego wykorzystywany jest przede wszystkim
w obliczeniach projektowych pojedynczych izolowanych stopni, przy czym oprécz hipo-
tetycznego promieniowego rozkladu kata nachylenia i krzywizny linii pradu uwzglednia
si¢ takze promieniowe gradienty parametréw spoczynkowych strumienia ptynu i promie-
niowy rtozklad strat. Najbardziej $ciste sformutowanie takich zadan podano w pracy
[o1]. |

2.3. Model przeplywu falistego. Analizujac oddzialywanie lopatek i wplyw gradientéw
parametrow przeptywu na ruch czasteczek plynu w maszynie wielostopniowej mozna
dojs¢ do wniosku, e poruszaja sig one po torach, ktére w rzucie na ptaszczyzng mery-
dionalna osiowa sa liniami falistymi.

Czgsto kolejne stopnie w wielostopniowych maszynach wirnikowych moga by¢ z pew-
nym przyblizeniem rozpatrywane jako powtarzajace si¢ (w jezyku niemieckim: Repetierstu-
fen [55]) tzn., z& pod wzgledem cech geometrycznych stopnie te roznig si¢ nieznacznie.
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W takim przypadku oczekuje sig, Ze réwniez rozktady parametréw przeplywu beda sie
periodycznie powtarzaty. Przy pewnych dodatkowych zatoZeniach spetnione moze to by¢
dla ptynu niesciliwego, co zostalo rozpatrzone przez SEIPPELA [47].

Powyzsza koncepcje dla przeptywu plynu Scisliwego rozwinal GyarmaTny [17], [S5].
Uwszgledniajac rézna szeroko$¢ wienca stojanowego i wirnikowego, przyjeto tu nastgpu-
jace réwnanie linii pradu

1 1 Z
(2.6) r=5 (ry+ry)+ T(rz —r)cos 2m
gdzie:
’ . 1—0052—7:]i
Z=z—|a'—> :
z (a 2) 2na’
1—cos
a

EEN N
.

/
0.7

)
v
Rys. 2

Rozwigzania uzyskane przy zatozeniu periodycznodci przeplywu maja obecnie nie-
wielkie znaczenie praktyczne. Moga byé ewentualnie przydatne w analizie wplywu nie-
ktérych cech geometrycznych wieficow na parametry przepltywu,

Znaczne wigksze znaczenie praktyczne ma inny model przeptywu falistego w ktérym
rozpatrujagc parametry przeptywu w kolejnych szczelinach (przestrzenjach) migdzywien-
cowych zaklada si¢, ze przebieg merydionalnej linii pradu miedzy dwoma. kolejnymi
przekrojami (rys. 3) moze opisa¢ formuta [55]

'y —r anz
2.7 r=r+ 2b 1 z—-(ScosT

gdzie: "
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na podstawie ktérej mozna obliczy¢ pierwszq i druga pochodna

ry—ry  wh . mz
=t 4 ——sin——
b b b’
. md %4
] = 773" COST,

co w konsekwencji pozwala obliczy¢ kat nachylenia linii pradu i jej krzywizng. Pierwszy
i drugi sktadnik prawej strony rownania linii pradu opisuja przebieg $redniej linii stozko-
wej.

5

TFTRRIRRER. |

Rys. 3

Jednym z zaloZzen niniejszego modelu jest przyjecie, ze ekstrema merydionalnej linii
pradu wystepuja w rozpatrywanych przekrojach w przestrzeni migdzywieticowej, co od-
powiednio uwzglednia trzeci skladnik rownania (2.7).

Rozkiad parametrow okresla sie z réwnania rownowagi promieniowej

(2.8) o Tt eosy =t ?%siny,
przy czym bardzo czgsto zaklada sig, ze dc,/d,, % 0.

Przedstawiony sposob postgpowania, mniej lub wigcej uproszczony, jest najczesciej
spotykany w pracach dotyczacych tego zagadnienia przy czym pierwszenstwo w tym
wzgledzie nalezy sig pracom Traupela. Podobnie zagadnienie to ujat Vavra [58].

Hipoteza o falistym przebiegu linii pragdu okazata sie bardzo plodna dla szeregu prac.
W pracy [51] sformutowano problem przeptywu izentropowego w bardzo niewygodnej
do prowadzenia obliczen siatce wsp6irzednych naturalnych (ortogonalnych), gdzie row-
nanie réwnowagi przyjmuje postaé

(2.9) ol = Soosy+ 2
Jako krzywa taczaca poszezegdlne punkty linii pradu migdzy wieficami proponuje si¢ tu

lini¢ sinusoidalng. Wu w dyskusji do tej pracy krytycznie ocenit mozliwo§é aproksymacji
linii pradu tylko na podstawie rozktadu parametréw w szczelinie migdzywieficowej.
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W innej pracy [8] bazujacej na podobnym ujgciu zagadnienia, krzywizne linii pradu
okre$la si¢ przy pomocy pochodnych dc./dr i Oc,/0z wprowadzajac jednoczesnie pewne
dodatkowe wielkodci szacowane na podstawie badan doswiadczalnych. Celem uwzgled-
nienia strat przeplywu rozklady predkosci uzyskane dla przeptywu izentropowego mnozy
sie tu przez wspolczynniki predkosci.

W pracy [45] podano rdéwnanie réwnowagi promieniowej, w formie bezwymiarowe;j,
przy zastosowaniu liczb Macha. Dla sumarycznego ujgcia wplywu tarcia wprowadzono
uéredniona po obwodzie wielko$é strat. Krzywizng okrelono zgodnie z postepowaniem
podanym przez Traupela. Na podstawie analizy uzyskanych wynikéw stwierdzono
m.in., ze do aproksymacji przebiegu linii pradu w miejsce funkcji cos bardziej odpowiednia
bytaby funkcja cos?.

Do najbardziej wyczerpujacych prac opartych na hipotezie falistego sinusoidalnego
przeptywu naleza prace BAMMERTA i FIEDLERA [2], [3], w ktorych, wychodzac z podanych
jak i poprzednio zalozen, krzywizng linii pradu okresla si¢ za pomocs nastgpujacej formu-
ty

2
(2.10) 7]; = ——%62—20053925,

gdzie poszczegdlne wielkosei objasniono na rys. 4.
, |
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Rys. 4

W ramach modelu plynu idealnego straty ujmuje sig¢ tu poprzez promieniowy rozklad
gradientu entropii. Uwzglednia sie tu takze gradienty energii catkowitej. W pracy [2]
zalozono dodatkowo, ze w rozpatrywanym przekroju dp/dz = 0.

Roéwnanie koncowe stuzace do okreSlenia rozkladu parametréw przeplywu wzdiuz
promienia uzyskano w nastgpujacej postaci:

(2.11) w=C+ f [%k(l) —f(r) ——wg(r)]dr,

gdzie przez C oznaczono statg catkowania. Powyzsze rOwnanie wraz z rownaniem ciaglosci
rozwigzuje si¢ na drodze kolejnych przyblizen.

3 Mech, Teoret. i Stos. 1/80
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Oprocz hipotezy sinusoidalnego przebiegu linii pradu przyjmuje si¢ niekiedy, ze mozna
ja przedstawi¢ wielomianem odpowiednio wysokiego stopnia, jak to uczyniono w pracy
[67], gdzie zaktada si¢ w tym celu wielomian algebraiczny

S
Al
r(z) = ’7_;0 a,z"

Istnieja rowniez prace [11], [71], w ktorych dazono do chociazby przyblizonego uwzgled-
nienja oddziatywania fopatek. Udalo si¢ to w stosunku do wiencow stojanowych, dla ktérych
przy szeregu uproszczeniach, migdzy innymi przy zatozeniu, Ze sinyc,,,—(,g;i—"- = 0 wypro-
wadzono formuly okreslajace rozklad parametréow za takimi wiefcami. Wydaje sig, ze
metody te maja wigksza wartos¢ pogladowa anizeli praktyczna.

Podstawowa wada wyzej opisanych metod jest to, Ze parametry okreslajace geometrig
linii pradu otrzymuje si¢ na podstawie rozkiadu parametréw przeptywu w przestrzeniach
miedzywieficowych, podczas gdy w przewazajacej mierze uklad przeptywowy wypelniajg
wience topatkowe.

2.4. Model przeplywu przez wieace o dlugich kanalach miedzylopatkowych. W odréZnieniu od
wyzej rozpatrywanych modeli przeptywu, gdzie zagadnienie stawiane jest w przestrzeniach
miedzywienicowych, w niniejszym przypadku analizuje si¢ przeptyw w wylacznie w prze-
strzeni miedzylopatkowej. Stad w rownaniach réwnowagi pojawia si¢ czton odpowiadajacy
oddzialywaniu {opatek na strumied. Odpowednie rownanie dla kierunku promieniowego
przyjmuje wiec postaé:

14 2 2 0c, .
Q—a—i = -)"— +-2cosy—c¢ Im Siny + F,,

(2 1 2) T m a]”

gdzie: F,, jest sktadowa promieniowa sily oddziatywania topatek. Rozwigzania poszukuje
si¢ przy zalozeniu osiowej symterii przeptywu co inaczej odpowiada analizie przeplywu
przez pewien ,,fikcyjny’” wieniec o nieskonczonej liczbie fopatek.

Jakkolwiek pojecie ,,dtugiego kanatu miedzylopatkowego™ nie jest $cisle sprecyzowane
to mozna uznac, e dotyczy to wiencow gdzie wzgledna podziatka i wysokosé spelniaja
relacje ¢/l < 0,8; k/l < 0,3,

Zagadnienie analizy przeptywu przy tak sformulowanym modelu zostalo postawione
w pracy [18] jak réwniez w [54] i [55], gldwnie dla wieficow typu osiowo-promieniowego
o dhugich kanatach prowadzacych czynnik. Prowadzac rozwazania w ukladzie wspot
rzgdnych normalnych (naturalnych) kofcowe réwnania przeplywu otrzymano tu w po-
staci

ow

2.13 ow O =
(2.13) an+Pw+Q 0,

gdzie przez P i Q oznaczono odpowiednje wyrazenia funkcyijne.

Wedlug powyzszej metody w pracy [23] przeprowadzono analize przeptywu w wirniku
promieniowo-osiowej turbiny wodnej typu Francisa, natomiast w pracy [62] przeprowadzo-
no analizg parametréw przeplywu w wieficu wirnikowym stopnia sprezajacego z merydio-
nalnym przy$pieszeniem strumienia, réwniez charakteryzujacym sie stosunkowo dhugim
kanatem migdzytopatkowym.
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Prowadzenie obliczen w ukladzie wspéirzednych krzywoliniowych (naturalnych)
jest niezmiernie utrudnione przez zmiany polozenia punktow weztowych siatki przeptywu
w trakcie kolejnych iteracji. Problem uproszczenia procedur obliczeniowych przez wpro-
wadzenie quasi-ortogonalnej siatki przeplywu (rys. 5) rozpatrzono w pracy [25], [48],

m-n_ krzywoliniowy
uktad naturalny

m-q uktad

quasi-ortogonalny

Rys. 5

[63], [87]. Natomiast catkowanie rownan wzdhiZz dowolnych krzywych, w zastosowaniu
do analizy parametréw strumienia w wirnikach turbin wodnych, przedstawiono w pra-
cy [101].

W wyze] wymienionych pracach przeplyw traktowany jest przewaznie jako izentro-
powy, a takze jako homoenergetyczny. Ogolniejsze ujecie zagadnienia analizy z uwzgled-
niem strat przeplywu jest rozpatrywane przez szereg autoréw [21], [35], [48], [87]. Nie-
odwracalno$¢ zjawiska mozna ujaé przez aproksymacje przemian rzeczywistych politro-
pami [48], wzglgdnie zadajac rozklad wspoélczynnika strat przeptywu [21], [35] lub entropii
[87]. W pracy [48], przy zastosowaniu.quasi-ortogonalnego ukladu wspotrzgdnych, otrzy-
mano w ten sposob zasadnicze réwnanie przeptywu w formie
(2.14) wz—: = Aw?+Bw+C
gdzie g oznacza kierunek wyznaczony przez dowolng krzywa, za$ 4, B, C sa wyraZzeniami
funkcyjnymi.

Otrzymane natomiast w pracy [35] rownanie

(2.15) w%+ Pw24+Qw+ T =0,
gdzie:
P = sinf + ctgﬁ,,sinﬂcpsiﬂ + (ctgf,siny —tgdcosy)sinf acos_/_S_
ry r om
Q= sinﬂ[chtgﬂ,,+(ctgﬂ,,sinV “tg&cosy)cosﬂ—g’%\,
B ohy 1 9(¢wd) wg 0C

T =

T3 o +(ctgﬂpsmy~tg6cosy)s.mﬂcosﬂ 5 om

3*
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podobne w formie do poprzedniego, stanowi rezultat uogdlnienia modelu przeptywy
w stosunku do zagadnienia rozpatrzonego w pracach [18], [54], [55].

W przedstawionych metodach przeplyw analizuje si¢ wylacznie na odcinku wienca
topatkowego. Jest to jednoczesnie jedna z gléwnych przyczyn znacznych bledéw w okre-
§leniu parametréw w strefach brzegowych przy krawedzi wlotowej i wylotowej lopatek,
Na przeplyw w tych strefach bardzo istotnie wplywaja warunki panujace w obszarach
sasiednich, co w obliczeniach nie znajduje swojego odbicia. To, ze metody te zostaly naj-
wezeéniej wykorzystane praktycznie wynika z regularnych ksztattéw o znacznej krzywiznie
linii tworzacych kanaty przeptywowe w przekroju merydionalnym (osiowym) utatwiajacych
wyznaczenie geometrii linii pradu i przy$pieszajacych obliczenia.

2.5. Ogélny model przeplywu — metody krzywizny linii pradu. Pod pojeciem ogdlnego modelu
przeptywu nalezy rozumie¢ model bazujacy na réwnaniach ruchu Eulera w ktérych od-
dzialywanie lopatek na strumied modelowane jest odpowiednig sila masowa, przy czym
zagadnienie stawia sic w calym obszarze przeptywu tzn., Ze przeplyw rozpatruje si¢ jedno-
czesnie tak w przestrzeniach miedzywiencowych jak i migdzylopatkowych dla dowolnej
geometrii ukfadu przeptywowego, nie czynigc zadnych wczeSniejszych zatozen o charak-
terze rozwiazania.

W przyblizony sposdb ujmuje si¢ tu takze dyspacje energii zwiazang ze stratami prze-
ptywu. Obecnie we wszystkich placowkach zajmujacych si¢ badaniami zjawisk przeplywu
usilnie dazy si¢ do praktycznego zrealizowania, w formie odpowiednio uniwersalnych
programéw obliczeniowych na EMC, metod analizy wedlug przedstawionego wyzej
modelu przeptywu.

Jednym z trudniejszych probleméw w metodach bazujacych na pojgciv linii pradu
jest wyznaczenie jej geometrii na podstawie poloZenia punktéw weztowych w poszczegdl-
nych przekrojach obliczeniowych. Poszukuje si¢ tu funkcji aproksymujacych na ktérych
mozna by wykonad m.in. takie operacje analityczne jak rdzniczkowanie z rozsagdng doktad-
noécig. Metody te zwane sa metodami ,,krzywizny linii pradu’ (streamline curvature
method) [22], [25], [33], lub tez metodami ,,ciaglosci linii pradu’ (streamline continuation
method) [13].

Nalezy zwroécié tu uwage, ze nazwa metody krzywizny linii pradu (MKLP) pojawita
si¢ dopiero przy rozwiazywaniu ogélnego modelu przeptywu, jakkolwiek pojecie krzywizny
linii pradu wystepuje takze w metodach bazujacych na prostszych modelach (uogdlniony
mode] stopnia stozkowego, model przeplywn falistego, model przeplywu przez wierice
Yopatkowe o dlugich kanalach). Nazwa ta nie w petni oddaje wigc specyfike metody i we-
diug autora poprawniejsza bytaby nazwa metoda ciagtosci linii pradu, ktéra uzyta zostata
w pracy [13]. Uwzgledniajac jednak fakt, ze wczesniej utrwalila sie i jest w uzyciu nazwa
MXKLP, réwniez w dalszych rozwazaniach utrzymana zostanie ta nazwa.

W literaturze niewiele jest prac dotyczacych analizy przeplywu osiowo-symetrycznego
i ujmujacych w zadawalajacy sposéb ogdlny model przeptywu. Do jednej z pierwszych
nalezy zaliczy¢ prace STIEPANOWA [93], w ktdrej migdzy innymi rozpatrzono mozliwo$é
uwzglednienia strat w réwnaniach przeplywu, a takze przeanalizowano problem doktadno-
$ci opisu osiowo-symetrycznego ruchu plynu réwnaniami u$rednionymi wzgledem czasu
i wspolrzednej obwodowe;j.
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Dalsze rozwinigcie teoretycznych podstaw analizy przeplywu osiowo-symetrycznego
zostalo dokonane przez SIROTKINA [86], [87]. Zastrzezenie moze budzi¢ tu realizacja
zalozenia regularnosei linii pradu. Dotyczy to takze pracy [82], w ktérej podano m.in.
wyniki analizy przeplywu przez stopnie turbinowe.

Stosunkowo kompletny model przeptywu przedstawiono w pracach [36], [38] w od-
niesieniu do czynnika niedci§liwego, oraz w pracy [37] w odniesieniu do ptynu $cisliwego,
gdzie zagadnienie analizy ujeto w formie uwzgledniajacej wymogi programowania na EMC,
Rozwiazanie réwnania koncowego typu

0
(2.16) Cn= + Act+ Be,+C =0,
gdzie A, B, C sa wyrazeniami funkcyjnymi okre$lonymi osobno dla kazdego podobszaru
przeptywu, uzyskuje si¢ tu na drodze iteracyjnej.
Inny sposéb przedstawienia linii pradu wykorzystano w pracy [44], gdzie merydionalne

linie pradu bedace funkcjami wspdirzednej osiowej r,, = r,,(z) przy pomocy relacji
(217) ty = ‘Z,Z 5 C: = f("nn Z)
z

Z0

przetransformowano na funkcjg czasu. Podane w tej pracy wyniki eksperymentu wskazuja
na dostateczna ich zgodno$é z obliczeniami.

Metody opierajace si¢ na pojeciu linii pradu maja tg¢ zalete, Ze w réwnaniach opisu-
jacych przeplyw latwo mozna wyodrgbni¢ poszczegélne czlony dokonujac fizycznej
interpretacji kazdego z nich. Szeroka analiza wplywu takich cztondéw wystgpujacych
w rownaniu réwnowagi promieniowej zostata przeprowadzona przez SMITHA. [52].

W przedstawionych pracach wigkszy nacisk potozono na odpowiednie ujecie modelu
matematycznego mniej natomiast uwagi poswigcono praktycznej realizacji tych metod
i konstrukcji efektywnych algorytmoéw obliczeniowych, co przy tego rodzaju metodach
stanowi nierzadko o ich przydatnosci.

Zagadnieniem obliczen numerycznych poswigcono rozdziat w ksigzce HORLOCKA
[22], pewne procedury podano takze w pracach [37], [38], za§ w pracy [49] rozpatrzono
problem numerycznego wyznaczania charakterystyk linii pradu wraz z analiza stosowanych
w tym wzgledzie metod.

Metoda rozwiazywania sformulowanych w analizie przeptywu zagadnien brzegowych
oparta jest w ogdlnosci na koncepcji rozwigzywania réwnan rézniczkowych ,,metodg
prostych”. Z géry zalozone tu iteracyjne dochodzenie do ostatecznego rozwiazania,
polegajace na tym, ze w jednym kroku obliczeniowym zaklada si¢ charakterystyki geome-
tryczne linii pradu a w nastgpnym si¢ je oblicza i przyjmuje do kolejnego kroku, wylania
Jjednakze kompleks probleméw zwiazanych ze stabilnoécia i zbieznoscia procedur oblicze-
niowych. W trakcie kolejnych obliczen iteracyjnych obserwuje si¢ tu zjawisko ,,przenoszenia
biedéw”’. Tym zagadnieniom, jak i problemom zbieznoéci i dokladnosci metod obliczen
numerycznych, wiele uwagi po$wiecono w pracy [61]. Dla zabezpieczenia zbieznosci pro-
cesu iteracyjnego wprowadza si¢ najczeiciej tzw. wspdlczynniki (czynniki) relaksacji
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[22], [37], [72], [73], [82], przy czym znajduja one zastosowanie przy okresleniu nowych
wspolrzednych linii pradu i predkosci
r o= )'(")+wl("("+l)—l'(‘l)),
2.18
( ) Cn = Cl(nfl)+602(clunl+l)—cﬁ1l;‘))3
gdzie:
W, , w, s czynnikami relaksacji, natomiast u jest numerem przyblizenia.

Obecnie metody krzywizny linii pradu bazujace na ogdélnym modelu przeplywu sg
w dalszym ciggu rozwijane. Istotnym momentem jest tu ograniczenie ze wzgledu na liczbg
Macha. Jakkolwiek bowiem réwnanie (2.16) wraz z uzupelniajgcym réwnaniem cigglosci
w formie

q
m =2z ] oc,Fcos edq
0

(gdzie q jest wspolrzedna quasi-ortogonalng) tworza uktad rownan rézniczkowo catkowy,
to jednakze fakt zadawania odpowiednich warunkéw brzegowych na wlocie oraz wyzna-
czanie charakterystyk geometrycznych linii pradu na podstawie wszystkich punktow
weztowych danej linii powoduje, ze ukiad ten ma charakter ,,eliptyczny”’, czyli poprawnosé
metody jest dotrzymywana dla liczb Macha M,, = ¢,./a < 1. Ze wzglgdu na to, ze ograni-
czenie to nie jest okreslone ,,jawnie”, w niektorych pracach [33] proponuje si¢ stosowanie
metod krzywizny linii pradu do wartosci M, = 1.1.

3. Metody analizy wykorzystujace pojecie funkcji pradu

W odréznieniu od metod opartych na pojeciu linii pradu, ktére rozwijaly sie stopniowo,
dazac do coraz bardziej ogélnego modelu, metody wykorzystujace pojecie funkcji pradu,
ze wzgledu na bezposredni zwiazek z postgpami elektronicznej techniki obliczeniowe;j,
znalazly zastosowanie od razu w ogélnym modelu przeptywu.

Definicyjnie funkcja pradu w przeplywie osiowo-symetrycznym opisana jest formu-
tami
3.1) : %/)_ = rroc,; %% = —r7gpc,
gdzie 7 jest wspélczynnikiem zwezenia przekroju, za$ p jest funkcja pradu.

Klasyczng juz praca wykorzystujaca pojecie funkcji pradu, nie tracaca nic ze swej
aktualnosci, jest praca Wu [65], dajaca poczatek wspdtczesnym metodom analizy przeptywu
przestrzennego. Przez diugi okres czasu byta ona jednak przykladem luki miedzy opisanym
tu analitycznie modelem przeptywu a mozliwosciami obliczeniowymi. W swej bezposredniej
formie model Wu moze by¢ zastosowany tylko do wieficéw izolowanych (pojedynczych).
W bardziej $cistym ujgciu, zagadnienie analizowane przez Wu zostalo rozpatrzone przez
SIROTKINA [89], tak w odniesieniu do modelu przestrzennego jak i quasi-tréjwymiarowego.
W odrdznieniu od pracy [65] gdzie sity masowe oddzialywania lopatek okreéla si¢ na pod-
stawie rezultatéw poprzedniego przybliZenia, sily te wyraZone sa tu bezpoSrednio przez
niewiadoma funkcje .
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Wykorzystujac pojecie funkcji pradu w analizie przeplywu osiowo-symetrycznego
dochodzi si¢ do zagadnien brzegowych opisanych rownaniami rézniczkowymi o pochod-

nych czastkowych, ktére dla liczby Macha M, = % < 1 sa typu eliptycznego, natomiast
dla M,, > 1 — typu hiperbolicznego.

Rozpatrujac zagadnienie algorytmoéw i procedur obliczeniowych mozna w zakresie
metod analizy opartych na pojeciu funkcji pradu wyrézni¢ dwie podstawowe metody
pozwalajace na numeryczne rozwiazanie otrzymanych tu réwnaf rézniczkowych. Sa to
metoda réznic skonczonych oraz metoda elementéw skoficzonych. Stosowanie tych metod
wiaze sie z ogromem pracy obliczeniowej, wymagajacym z kolei szybkodzialajgcych maszyn
cyfrowych o duzej pojemnodci pamigci. Takie mozliwosci powstaly dopiero w ostatnim
dziesiecioleciu i stad tez od tego momentu datuje si¢ dynamiczny rozwoj metod analizy
osiowo-symetrycznego przepltywu, oparty na pojeciu funkcji pradu. Publikacji z tego za-
kresu jest jeszcze niewiele przy czym najczeéciej sg one napisane dos¢ ogélnikowo.

Warto wspomnie¢ takze o probie analitycznego rozwigzania zagadnienia przepltywn
na powierzchni S;. W pracy [69] po transformacji obszaru przeptywu na obszar prosto-
kata rozwigzania réwnania réiniczkowego poszukiwano zgodnie z wariacyjna metoda
Galerkina. Ze wzgledu na brak dalszych prac w tym zakresie metody analityczne nie
zostaly wyszczegolnione. _

3.1. Metody réinic skoficzonych (metody siatek) Metody te sprowadzaja si¢ w ogoélnym
zarysie do tego, Ze w obszarze plaskim w ktorym poszukiwane jest rozwiazanie wyrdéznia
si¢ zbidr punktéw bedacych punktami wezlowymi pewnej siatki, nastgpnie rownanie
rézniczkowe zastgpuje si¢ w tych wezlach odpowiednimi rownaniami réznicowymi,
ktére z kolei w oparciu o warunki brzegowe stuzg do wyznaczenia poszukiwanych wartosc;
rozwiazania przybliZonego.

Pierwsza praca bazujaca na uproszczonym modelu Wu i wykorzystujaca powyzsza
metodg obliczen jest praca MARSHA [32]. Przedstawiono tu w ogdlnym zarysie opis progra-
mu obliczeniowego metody analizy na $redniej powierzchni przeplywu. Otrzymané tu
podstawowe réwnanie opisujace przeplyw:
oy Oy oy
e T e T o(x, ),
gdzie x i y sa wspolrzednymi uko$nej siatki przeptywu, po aproksymacji wyraZeniams
réznicowymi, sprowadzono do postaci macierzowe;]

(3.3) [M]- [y] = [Q],

gdzie [M] jest macierza pasmowa, natomiast [y] i [Q] sa macierzami kolumnowymi. Zapis
macierzowy wykorzystano nastepnie przy konstrukcji programu obliczeniowego na EMC,
Przedstawione wyniki wykazuja duza zgodno$¢ z rezultatami badar eksperymentalnych.

W pracy GOLDINA [68], w odniesieniu do metody siatek, rozwazono mozliwosci otrzy-
mania rozwigzania na drodze iteracyjnej, konkretne za$§ zagadnienie analizy przeptywu
beztarciowego (izentropowego) przez stopnie osiowe zostalo rozpatrzone w pracach
BiniARISA [5], [6]. Rozwigzanie uzyskuje si¢ tu na drodze iteracyjnych obliczen relaksa-
cyjnych. Przytoczone tu przykladowe wyniki obliczen podobnie jak i w referacie [43]
odnosza si¢ do stopni turbinowych.

(3.2)

+E
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W pracy [40] na bazie uogdlnionego modelu przeptywu z dyspacja energii sformuto-
wano zagadnienie brzegowe sprowadzajace si¢ do rozwigzania nieliniowego eliptycznego
réwnania rézmiczkowego o nastgpujacej postaci

621/) +Cé2l+D@_)_+ 4ﬂ= F
or ’

'y
+2B- 37

or? oroz 0z2

(3.4) A

opisujacego przeplyw plynu przez uklady lopatkowe o dowolnej ich geometrii. W tej
pracy, jak i we wczedniejszej [39] gdzie rozpatrzono tylko przeptyw plynu niescidliwego,
algorytm obliczen numerycznych oparto na iteracyjnej metodzie nadrelaksacyjnej. W pra-
cach tych przedstawiono wyniki analizy przeplywu w osiowym stopniu sprezajacym.
W pracy [12] podano natomiast rozwigzania osiowo-symetrycznego przeplywu przez
beztopatkowy kanal wirnika promieniowego.

Interesujacg procedure iteracyjng rozwiazania zagadnienia przeplywu przez stopnie
maszyn wirnikowych przedstawiono w pracy [59]. Zasadnicza trudnoscia wydaje si¢ tu
by¢ zachowanie stabilnosci procesu obliczeniowego.

Istotnym problemem w metodach funkcji pradu jest zagadnienie odpowiednio doklad-
nego uwzglednienia geometrii brzegéw w réwnaniach réznicowych. W przypadku siatki
prostokatnej [5], [6], [39], [40] uzyskuje si¢ proste wyraZzenia w weztach wewngtrznych:
skomplikowane natomiast dla weztow lezgcych przy brzegu. W szczegdlnych przypadkach,
pewnym ulatwieniem moze by¢ zastosowanie siatki réwnolegto-sko$nej [32] tub transfor-
macja obszaru przeplywu w przekroju merydionalnym na obszar prostokata [60], [69],
[76], [77] co z kolei pozwala na stosowanie siatki prostokatne;.

W zaleznosci od predkosci przeptywu zmienia si¢ typ réwnania (3.4). 1 tak przy za-
tozonym rozkladzie katow lopatkowych réwnanie to jest eliptyczne dla liczb M, =
= wfa < 1, natomiast przy zatozonym rozkladzie re, (jak np. w przestrzeniach migdzy-
wienicowych) eliptyczno$é jest zachowana dla liczb M,, = ¢,/a < 1 [40]. Ta dwoisto$é
ograniczen moze by¢ wykorzystana do budowy odpowiednich algorytméw obliczen
przeplywow przy M,, > 1. Rozpatrzone wyzej prace dotycza wylacznie rozwigzywania
zagadnien typu eliptycznego.

Waznym kierunkiem rozwoju metod obliczeniowych jest opracowanie efektywnych
procedur numerycznych dia analizy przeplywdw transonicznych i naddiwigkowych
w sprezarkach [14], [50] jak i ostatnich stopniach turbin [77]). Réwnania rzadzace przeply-
wem naddzwigkowym maja w tym zakresie charakterystyki rzeczywiste i stad tez do wy-
znaczania takich przeptywéw zastosowano metode charakterystyk [14], [50] w powiazaniu
z metodami réznic skonczonych.

Majac na uwadze dynamiczny rozwéj techniki obliczeniowej mozna przewidywaé
dalszy rozwdj metod opartych na pojeciu funkcji pradu i uwzgledniajacych coraz bardziej
ogdlny model przeptywu [92].

3.2, Metody elementéw skoiiczonych. Ostatnie lata to okres burzliwego rozwoju metody
elementéw skonczonych, ktéra znajduje sobie zastosowanie w réznych zagadnie-
niach fizyki i techniki. Jakkolwiek sama metoda elementéw skoniczonych swoje poczatki
zwigzane ma z rozwigzywaniem zagadnien mechaniki budowli, to dzieki temu, Ze mozna
ja sformutowaé réwniez bezposrednio na drodze matematycznej, wychodzac z réwnan
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rozniczkowych opisujacych dane zagadnienie, znalazla m.in. takZe zastosowanie przy
rozwigzywaniu problemow przeplywu [66].

Do pierwszych opublikowanych prac przedstawiajacych zastosowanie metody ele-
mentéw skonczonych w odniesienin do zagadnienia analizy przeptywn przez wierice
topatkowe nalezg prace ADLERA i KRIMERMANA [1] oraz HirsCHA i WaRrzEE [20].

W pracy [20] koncowe réwnanie przeplywu plynu sprowadzono do postaci quasi-
harmonicznej

0 oy 0 oy _
(3:5) —a?("‘ar) > ("'a?) T =0

za$§ warunki brzegowe przedstawiono wyrazeniem
oy
(3.6) k= Faly —yo) = 0.

Do rozwiazania powyzszego zagadnienia zastosowano odmiang metody elementéw skofi-
czonych polegajacej na postgpowaniu wediug wazonej metody residualnej Galerkina,
gdzie funkcja wagi jest rowna funkcji ksztaltu. Dyskretyzacje oparto na czterobocznych
krzywoliniowych izoparametrycznych elementach z 8 punktami wezlowymi umieszczonymi
na ich brzegach. Rozpatrujac zaleznoéci odnoszace sig do poszczegdlnego elementu
otrzymuje si¢ standardowg posta¢ zbioru réwnag

(3.7) [kl {p}* = {F}*

gdzie ,,macierz sztywnosci”” (z analogii do problemu analizy naprezen) okres$la si¢ po
przez

. dN, ON; 0N, aNj) 0
k"'f‘_fk<ar or T oz )

Zachodzi takze
(3.8) F; = [ onag,
E
gdzie
N; — funkcje ksztattu.
Uldad réwnan dla catego obszaru zapisuje si¢ tu jako

(3.9) [K1{y} = {F}
gdzie
{w} jest macierza kolumnowa niewiadomych.
Uktad réwnan (3.9) jest nieliniowy, co wymagato zastosowania procedury kolejnych

przyblizen. W algorytmie obliczern wykorzystano tu takze metode relaksacji wedlug
formuty

(3.10) PP = "Pgm‘*"-Q["P(t“H)"?PE")],

gdzie £2 jest czynnikiem relaksacji
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4. Metody jednego parametru

Dazac do ominiecia trudnoéci wystgpujacych przy rozwigzywaniu réwnan réZniczko-
wych o pochodnych czastkowych metodami siatek powstato szereg metod, ktore mozna
okresli¢ nazwa ,,jednego parametru” (w jezyku angielskim: method of single parameter
[22]). W metodach tych zadajac charakter zmian wybranej wielkosci przeplywu wzdiuz
promienia, z jednym parametrem wymagajacym dodatkowego okreslenia, rdéwnanie
rézniczkowe o pochodnych czastkowych sprowadza si¢ do rdwnania rézniczkowego
zwyczajnego rzedu drugiego, z ktérego wiasnie okresla sig zmienno$é wprowadzonego
parametru wzdtuz kierunku przeptywu. Metody jednego parametru postuguja si¢ uogélnio-
nym, w stosunku do modelu cylindrycznego i stozkowego, modelem przetywu: rozpa-
truje si¢ tu bowiem rowniez przeptyw w obszarach wiencéw topatkowych.

Jezeli zalozy sie rozklad predkodci osiowej ¢, wzdtuz promienia w formie nastepuja-
cej [98] '

(4.1) ¢ = czf,[Z’z,+lsin(:—:_—11— %)] (v = rlrg),

gdzie pierwszy czlon charakteryzuje zmiang predkosci wynikajaca z teorii stopnia cylin-
drycznego, za$ drugi jest poprawka uwzglgdniajacq przy$pieszenie promieniowe, to po
wyznaczeniu z réwnania rézniczkowego parametru A jako zaleznosci 1 = A(z) uzyskuje
si¢ mozliwos¢ dos¢ prostego okreslenia parametréw przeptywu w réznych przekrojach
wzdhuz kierunku przeptywu. Za podstawe przyjmuje sie wielkosci na $rednim promieniu.
Nalezy zwrocié uwage, ze przyjecie powyzszego rozkladu predkosei jest niczym innym jak
tylko hipotezg.

Korzystajac z formuty

4.2) 0c, = (ch)gr[l + ;— (1)2—1)]

w pracach [4], [22] rozpatrzono przepltyw Scisliwy przy niecylindrycznych $ciankach
ograniczajacych kanatu przeplywowego.

Bardziej ogélnym w tym przypadku wydaje sie jednak by¢ zatozenie rozktadu funkcji
pradu u [81], [83] jako
(43) 1/) = 1/’:(", Z)+/1(Z)f(lls Z)
gdzie rozktad w,(r, z) ujmuje wszystkie gléwne czynniki charakteryzujace przeplyw
wedtug teorii stopnia cylindrycznego, natomiast A(z) f{r, z) jest poprawka uwzgledniajaca
m.in. takie czynniki jak niecylindrycznos$é przeptywu. W pierwszym przyblizeniu funkcje
S(r, ) przyjmuje si¢ jako paraboliczna

(4.4) S(ry 2) = r2)r(2) ~2rrg(z) —r?

- Zgodnie z powyzszymi formulami, po przeksztalceniu réwnan przeptywu, uzyskuje sie
réwnanie rézniczkowe typu

(4.5) ATE g Lea b

dz? dz

ktére pozwala okresli¢ zaleznosé A = A(z).
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Powyzszymi metodami mozna w stosunkowo prosty i szybki sposéb bada¢ wptyw
niektérych cech geometrycznych wiencéw topatkowych na parametry przeptywu. Nalezy
jednak pamigta¢ o tym, ze poprawno$¢ otrzymanych wynikéw w bardzo duzym stopniu
zalezy od zgodnodci hipotetycznego rozkiadu obranej wielkosci przeplywu z rozkiadem
rzeczywistym.

5. Metody tarczy wirowej

W metodzie tarczy wirowej (w jez. ang. Actuator Disc Theory [22], w jez. niem.:
Wirbelscheibenmethode [46]) wieniec lopatkowy zamienia si¢ ekwiwalentng pierscieniowg
tarczag wirdow o szeroko$ci zerowej, wywolujaca miejscowy przyrost skladowej predkosci
obwodowej. Model przeptywu bazuje tu najczgsciej na uproszczonym réwnaniu réwnowagi
promieniowej, za§ zasadnicze rezuitaty dotycza ptynu niescisliwego.

Metody tarczy wirowej opisane s szerzej w pracach [22], [46]. Maja one swoje znaczenie
przy rozpatrywaniu odwrotnego zagadnienia hydrodynamiki, pozwalajac ocenié rozklady
predkosci w pewnej odleglosci od wiefica topatkowego, badz tez okresla¢ wzajemne od-
dziatywanie wienicow. Mozna jednak stwierdzié, ze ze wzgledu na ,,sztuczno$é” modelu
przeptywu, metody tarczy wirowej nie znajduja wigkszego praktycznego zastosowa-
nia.

6. Przeglad literatury krajowej

Mimo niematego juz krajowego potencjatu w dziedzinie budowy takich maszyn wir-
nikowych jak turbiny, pompy i wentylatory, mozna zauwazy¢, ze nie jest on poparty od-
powiednim poziomem rozwoju prac podstawowych i opracowan aplikacyjnych z zakresu
badania przeptywu w tych maszynach.

Przynajmniej czgéciowym potwierdzeniem tego stanu sa zakupy licencji konstrukcyj-
nych turbin energetycznych, pomp i wentylatoréw. Swiadczy o tym réwniez przeglad
prac z mechaniki ptynéw z dziesigciolecia 1958—1967 przeprowadzony w pracy [9],
a takze przeglad dorobku i ocena aktualnego stanu mechaniki cieczy i gazéw w Polsce
dokonana na I Krajowej Konferencji Mechaniki Cieczy i Gazéw w 1974 r. w Jaszowcu.
W referatach przegladowych [28], [29] tej konferencji podkre§lono m.in. koniecznos¢
opracowania petnowartosciowych metod numerycznego rozwigzywania zagadnierl osiowo-
symetrycznego 1 tréjwymiarowego przeplywu przez wiefice i stopnie maszyn wirnikowych
»wobec na ogdt prymitywnych metod stosowanych w kraju przy obliczaniu przeptywu
przez stopnie maszyn przeptywowych” [29].

Prac dotyczacych badania przeptywu osiowo-symetrycznego jest niewiele. Wymieni¢
tu nalezy ksiagzke TULISzKI [56] gdzie rozpatrzono metodg wyznaczania rozkladu predkosci
w szczelinach migdzywiencowych przy zalozeniu cylindrycznosci powierzchni ograni-

. czajacych kanal przepltywowy przy czym falisto$é linii pradu ujeto podobnie jak w pracy
[17].

Przedstawiony tu spo§db postgpowania ma raczej wigksze znaczenie pogladowe anizeli

praktyczne. Praca [7] mimo tytulu traktujgcego o przeplywie przestrzennym w gruncie
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rzeczy dotyczy bardzo uproszczonego modelu przeptywu stozkowego, natomiast praca
[26] ze wzgledu na szereg zatozen upraszczajacych, a takze malg przejrzysto$é nie posiada
waloréw uzytkowych. Interesujaca koncepcje formulowania zagadnienia tréjwymiaro-
wego przeptywu jako zagadnienia wariacyjnego, gtéwnie jednak w odniesieniu do
zadania projektowego przedstawit Krasewski w pracy [27]. Nie znalazta ona jednak
praktycznego zastosowania.

Pewnym przyczynkiem do rozwoju metod obliczeniowych sa prace doktorskie [12],
[41], [62]. Przedstawione w nich algorytmy jednak nie wykorzystuja w petni mozliwosci
EMC decydujacych o efektywnosci metod obliczeniowych.

Do prac bazujacych juz na wspotczesnym ujeciu problematyki teoretycznych badan
mechanizmu przepltywu przez wience lopatkowe mozna zaliczy¢ [35], [36], [37], [39],
[401, [63].

7. Ocena dotychczasowych prac badawezych

Z przeprowadzonego przegladu literatury wynika, ze zagadnienie analizy przeptywu
stanowi temat wielu prac, przy czym podkresli¢ nalezy, ze wigkszoé¢ z liczby cytowanych
prac powstata po roku 1970. Rozwdj metod analizy obserwowany w ostatnim 15-leciu
wiaze sig bezposrednio z postgpami elektronicznej techniki obliczeniowej.

Stad tez szereg metod bazujacych na prostych modelach przeptywu, ktére poprzednio
miaty swoje uzasadnienie, w chwili obecnej traca powoli racje bytu. Nalezy takze podkresli¢,
ze o ile pewne uproszczone modele przeptywu moga byé jeszcze — uwzgledniajac nagro-
madzone do$wiadczenia — zastosowane z dobrym skutkiem do zagadnien syntezy ukiadéw
fopatkowych, to w zagadnieniach analizy ich przydatnos¢ jest wielce problematyczna
i uzasadnienie znajduja tylko metody oparte na ogdlnych modelach przeptywu.

Do metod pozwalajacych na obliczeniowq realizacje ogdlnego modelu przepltywu
nalezy metoda krzywizny linii pradu (MKLP) oraz metoda funkcji pradu (MFP) w swych
dwéch odmiennych wariantach wykorzystujacych metode réznic skonczonych (MRS)
wzglednie metode elementow skoriczonych (MES). Trudno jest wydaé jednoznaczny sad
odnos$nie absolutnej wyzszosci ktérejs z tych metod, gdyz zawsze istnieja pewne zagadnienia
latwiej poddajace si¢ analizie przy uzyciu $cisle okreslonej metody. Oceniajgc jednak stan
obecny mozna dokonaé pewnych poréwnan i oceny poszczegdlnych metod.

Sposrod przytoczonych wyzej metod, metoda KLP jest z pewnoscia najbardziej ,,sub-
telna’ juz chociazby ze wzgledu na zastosowanie przy rozwigzywaniu réwnan tzw. ,,metody
prostych”. Majac na uwadze nie rozwigzany jeszcze w pelni problem stabilnoéci, zbiez-
nosci i dokladnosci obliczed numerycznych, wymaga ona znacznego do$wiadczenia
w prowadzeniu obliczen. Wydaje si¢, Ze pewne zalety tej metody, w poréwnaniu z innymi
metodami, uwidaczniajg si¢ w przypadku analizy pola przeplywu w wiencach ty pu osiowo-
promieniowego, w ktérych linie pradu posiadaja wyraznie okre§long krzywizne. Metoda
ta zawodzi w przypadku nieregularnych brzegéw obszaru przeptywu. Nalezy podkreslic,
ze w literaturze przedmiotu, MKLP jest dotychczas najszerzej opisana, co nie znaczy
jednak, ze wyczerpujaco. Oceniajac perspektywy zastosowania tej metody, nalezy sadzié.
ze w coraz wigkszym stopniu bedzie ona wypierana przez MFP,
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Ocena metody funkcji pradu w swej odmianie wykorzystujacej metode z réznic skon-
czonych w duzym stopniu uzalezniona jest od typu zastosowanej siatki przeptywu. Dyspo-
nujgc algorytmem obliczeniowym bazujacym na transformacji obszaru przeplywu w celu
zastosowania siatki prostokatnej, lub tez algorytmem opartym na siatce krzywoliniowej,
ocena tej metody w stosunku do pozostalych wypada bardzo korzystnie. W tych przy-
padkach siatka obliczeniowa dobrze wypetnia przekroj kanatu przeptywowego, rozwig-
zujac tym samym problem odpowiedniego uwzglednienia geometrii brzegu obszaru.
Na korzy$¢ przemawia takze fakt, ze przy rozpatrywaniu zagadniefi doktadnosci, stabil-
nosci i zbieznosci obliczen numerycznych wykorzystuje sie tu nagromadzone do§wiadczenia
z rozwiazywania rownan fizyki matematycznej. JezZeli chodzi o ocene czasu obliczeri na
maszynie cyfrowej, to przeprowadzony przez autora eksperyment obliczeniowy wykazay
ze metoda MFP+ MRS charakteryzuje si¢ w odniesieniu do metody MKLP krétszym;
czasami obliczen.

Metoda elementdw skoniczonych znajduje si¢ dopiero w poczatkowym stadium roz_
woju i jej stan zaawansowania w zakresie rozwiazywania probleméw mechaniki prze-
plywow przez uklady lopatkowe zdeterminowany jest raczej doswiadczeniem wyniesionym
z zastosowania tej metody w innych pokrewnych dziedzinach mechaniki. Pewna tego
korzyscia jest mozliwo$¢ wykorzystania niektérych gotowych podprograméw. Zalety
MES to przede wszystkim bardzo dobre uwzglednienie geometrii brzegdw obszaru oblicze-
niowego oraz w pewnej mierze taczaca sig z tym wysoka dokladno$é obliczen. Szerszego
naswietlenia wymagaja natomiast zagadnienia stabilnosci i zbieZznosci oblicze. MES jest
obecnie ubogo udokumentowana w literaturze i nalezy si¢ liczy¢ z tym, ze w miarg poja-
wienia si¢ dalszych prac, zakres jej zastosowan bedzie coraz wigkszy.

Nalezy zauwazy¢, ze wyZej opisane metody posiadaja tg zasadnicza wade, Zze mozna
stosowaé je w zasadzie tylko do przeplywdéw poddzwigkowych. W zakresie naddzwieko-
wym procedury obliczeniowe opieraja si¢ na metodzie charakterystyk, przy czym za-
gadnienie opracowania odpowiednio dokladnych i stosunkowo szybkich w praktycznym
zastosowaniu metod analizy jest tu w dalszym ciggu aktualne. Problemom obliczen prze-
plywoéw transonicznych poswigcona jest m.in. praca [42].

Sposréd opisanych trzech metod: MKLP, MFP+ MRS oraz MFP +MES, najbardziej
efektywna, biorac pod uwage cato$é dziatan prowadzacych do otrzymania odpowiednio
doktadnego wyniku, w ocenie autora, jest metoda MFP +MRS.

Postepy elektronicznej techniki obliczeniowej moga z czasem daé pierwszefistwo
metodzie MFP+MES.

Dalszy rozwdj metod analizy wigZe si¢ z opanowaniem pelnego modelu quasi-trdj-
wymiarowego przepltywu plynu, w ktérym oprdcz zagadnien przeptywu w tzw. strumieniu
gtéwnym dochodzg zagadnienia przeptywu w warstwach przyéciennych.

Zestawienie wazniejszych oznaczen

¢ — predkosé bezwzgledna
h* — rotalpia catkowita
m, n — wspolrzgdne w ukiadzie naturalnym
P — ciénienie



46

J. OTTE

r, @, z— wspolirzedne w uktadzie cylindrycznym

Sla

ry — promien krzywizny linii pradu

S, — oznaczenia powierzchni przeptywu

w — predkos¢ wzgledna

B — kat polozenia wektora predkosci wzglednej do kierunku obwodowego
f» — kat powierzchni S; przy r = const wzglgdem kierunku obwodowego

y — kat nachylenia merydionalnej linii pradu do osi z

6 — kat nachylenia powierzchni S, przy z = const wzgledem kierunku promienio-

Wego

{ — wspdtczynnik strat przeplywu

o — gestos¢ plynu

w — funkcja pradu

Indeksy

o,

12.

i — dotyczy kolejnego punktu na linii pradu
m — dotyezy kierunku wzdfuz merydionalnej linii pradu
o — dotyczy wielkosci w przekroju o znanych parametrach: na przyklad na wlocie
do uktadu
z — dotyczy skladowych w uktadzie r, @, z
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