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Utrate statecznosci nieograniczonego lub ograniczonego nieodksztalcalnymi powierz-
chniami ofrodka jednorodnego i nieliniowego omdwiono po raz pierwszy w pracy [1]
oraz nazwano wewngtrzna niestatecznoscia. Zjawisko to rézni sie od utraty stateczno$ci
elementéw posiadajacych swobodne granice, niejednorodnoéci lub nieciggloéci. W [1]
Bior rozwazyl zagadnienie plaskie stosujac zlinearyzowang teorie cial wstepnie zdeformo-
wanych — zaproponowang w [2]. Nastgpnie WESOLOWSKI, korzystajac z teorii malych
odksztalcen nalozonych na duZe odksztalcenia, zbadal wewnetrzna stateczno$é pelnej
sprezystej kuli obciazonej réwnomiernie na powierzchni [3], za§ Duszczyk przedyskuto-
wal niektdre plaskie przypadki stateczno$ci petnego walca poddanego dzialaniu ciénienia
hydrostatycznego [4].

W niniejszej pracy rozwazono osiowo-symetryczne zagadnienie utraty wewngtrznej
statecznoéci petnego walca kotowego wykonanego z materiatu nieliniowo hipersprezyste-
go w zaloZeniu, Ze punkty powierzchni tworzacej walca nie przemieszczaja si¢ w kierunku
promieniowym, za$§ na powierzchniach kotowych dziala obciazenie normalne wywolujace
deformacje skonczong. Warunek utraty stateczno$ci wyprowadzono postulujac istnienie
rozwigzania niezerowego dla malego odksztalcenia nalozonego na poczatkowe odksztal-
cenie skoniczone i jednorodne.

1. Skonczone odksztalcenie wstepne

Rozwaza sig pelny walec kotowy, ktéry w stanie nieodksztalconym B° posiada promien
R i wysokos§¢ 24, . Material walca jest jednorodny i hipersprezysty. Przemieszczenie w kie-
runku promieniowym jest kinematycznie ograniczone (powierzchnia tworzica walca
ograniczona jest nieodksztafcalng powloka), tak ze pod dzialaniem obciazenia normalnego
na czoto walca wszystkie punkty doznaja skoficzonych przemieszezen tylko w kierunku
osiowvm. W stanie odksztalconym B walec posiada promien R i wysoko$¢ 25,

Jesli w stanie odksztalconym jako ruchome (konwekcyjne) wspéirzedne wybraé wspot-
rzgdne r, 'z, to wspdlrzedne kartezjanskie x; oraz y; dowolnego punktu przed oraz po
odksztalceniu okres$lone sa zalezno$ciami
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(1.1 x; = rcosl, x;=rsinf, x;= %,
(1.2) yy =rcosh, y, =rsinb, y3;=z,

gdzie A = A/h, < 1 oznacza parametr odksztalcenia.
W dalszym ciagu wykorzystamy oznaczenia i niektére wyniki zamieszczone w {5).
Tensory metryczne g i G odpowiednio dla stanu nieodksztalconego i odksztalconego
maja nastepujace sktadowe kowariantne i kontrawariantne:

1 0 0 1 0 O
0 % 0 y 1
(1.3) ai=| " | =0 5 0
00 —5 "
B A2 0 0 2%
10 0 : ? 0
(1.4 Gi; = |0 2 0|, GY=]|0 Tz 0
00 0 0 1
Niezmienniki odksztalcenia sa nastgpujace:
(15 11 = 2‘|—A.2, 12 == 1+2}.2, 13 - )I.Z,
)

niezerowe za$ symbole Christoffela drugiego rodzaju
1
(1.6) Iy = —r, FIZZZP%IZT'

Stan napre¢Zenia walca opisany jest tensorem napre¢Zenia ze skladowymi kontrawariant-
nymi

(A7) o= NP b = —H, 7= [P A ] = —

3 = QPP 4p= P, 2=7¥=7"=0,
gdzie
2 oW 2 oW — W
= =3 Ep:—__—, p=2‘/13 ey

]/13 oI ]/13 oI, ol
za§ W(l,, I, I;) oznacza funkcje energii odksztalcenia materialu hipersprezystego, ktéra
okre§la calkowicie jego mechaniczne zachowanie sie.

Jak wynika z (1.7), napreZenia styczne na powierzchni tworzacej r = R réwnaja si¢
zeru. A zatem, je§li walec ograniczony jest cialem sztywnym, to dla zrealizowania zatozo-
nego odksztatcenia konieczne jest, Zeby miedzy tym cialem i walcem nie istniato tarcie.

Roézniczkowe réwnania réwnowagi przy braku sit masowych

(19) Tfi—i—]_‘{rrir"i_r{rrij =0
spelnione s3 tozsamo$ciowo. W ten sposob dla zatozonego materiatu stan napreZenia i od-

ksztalcenia okreslone s3 parametrem A lub odpowiednio obcigzeniem P. Bada si¢ statecz-
no$¢ takiego stanu.

(1.8) @
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2. Male odksztalcenie dodatkowe

Po rozwazonej dotychczas deformacji skonczonej, walec zostal poddany dodatkowemu
malemu odksztalceniu okre$lonemu polem wektora przemieszczenia ew. Parametr ¢ przyj-
muje sie na tyle maly, zeby mozna bylo pomingé &* i wyZsze potegi w poréwnaniu z &.

Jako wynik dodatkowego malego przemieszczenia cialo przechodzi w nowy stan B’
i wszystkie wielkosci zwiazane ze stanem odksztalcenia lub naprezenia doznaja odpowied-
nich przyrostéw. Ich gtéwne liniowe czgéci oznaczono primami. Teoria matych odksztal-
cefi nalozonych na odksztalcenia skonczone zamieszczona jest w [5] i [6].

Oznaczmy fizyczne skladowe wektora w w bazie konwekcyjnego ukladu wspotrzed-
nych przez u, v i w. Rozwazmy przypadek osiowosymetrycznej dodatkowej deformacii,
dla ktérego v = 0, u = u(r, z), w = w(r, z). Stosujac teori¢ rozwinigta w [5] ,[6], otrzy-
mamy dla przyrostéw interesujacych nas wiclkosci

2u,, 0 u,+w, — 2 : 02 ~ (W)
@) G,=| 0 2w 0 |, GU= 0 — 2 0 .
i 2W r
et 0 ' —(u,z"‘w,r) 0 —2w
2.2) I = 2(u,,+ -zriq-iﬁw, ) Iy = 2(142%) (u,,—|— fri) 42w,

=222 (u,,.+ f-,‘+w,,),

u 1 u
1 '22
23) 7 zcllu,r+0127"|_013w,za T =-,3’(6‘12U,r+6'117+6'13w,z),

’ U 13 7112 723
r33=031(U,r+—r~ +e3aw,, TP =caa(uAw,), TV =17=0,

gdzie argument, po ktdrym si¢ rézniczkuje, wystepuje po przecinku, za$
2.4 C1y = 24 F2(14+ 2324, 4 24% A5 H4(L+ AP A, , H412 4 3+
F A2+ A Ay — B~ (1 A2) WP —p,
€3 =22%4, (4221422 A2 +22% 433 +2A2(B+ 1) A1+
42221+ 4,13 +222 (134 A3 — D— (1= AP +p,
33 = 20%( A4, +4As,+Ay3+4A4, 5,424, 3+4423)— 12(P+2¥)—p,
¢ = i +2(F+p),  c3p = cis+ (1= (@+F),  caa= —2(AF+p),
2 oW
YT oL

Skladowe dodatkowego tensora naprezenia 7'*/ musza spetniaé nastgpujace réwnania
rézniczkowe:

25) o D v D 4 e+ T = 0,
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gdzie I'{% sa liniowymi czgsciami przyrostéw symboli Christoffela. W naszym przypadku
rézne od zera sg tylko nastgpujace przyrosty:

11 1 1
11 = U v,y ]-'21 =Fu,—uU 33 = U, 2z,

U 1 i
1 12 ,z /2
(2.6) 13 =1,, Ib3=—%, I3 = T(ll,r“"—,),

73 13 __ 13 __ 73
11 = W,rrs FZZ = rw,,, ]-'33 = W, zzs ]-'13 = W yz.

Po podstawieniu (1.7) i (2.3) do (2.5) oraz wykorzystanin (1.6) i (2.6) stwierdzamy,
7e réwnanie réwnowagi dla j = 2 spelnione jest toZsamosciowo, a pozostale przyjmuja
postaé

1
2(c;1—2H) [T(ru),,] +(caa—2PYu o4 (caa—2¢13—2H)wW ,, = 0,
@.7) i

1 1
(644+2631~2P) [7(”‘),1‘] +2(C33_2P)W,zz+(c44_2H)7(rw,r),r = 0.

Natozone mate odksztalcenie jest dopuszczalne wéwczas, gdy spetnia warunki brzegowe
dla rozwazanego walca.

Na powierzchni tworzgcej walca r = R znika przemieszczenie u, dziala za$ tylko obcia-
Zenie normalne. A zatem spelnione sa warunki

(2.8) u=0, 1'=0, przy r=R.
Wykorzystujac (2.3), wyraZenia (2.8) prowadza do
(2.9) u=0, u.+w,=0, przy r=R.

Rozwazmy obecnie dwa sposoby realizacji obciaZenia zewngtrznego na powierzchniach
czotowych z = +A.

1 Praypadek. Warunki brzegowe w przemieszezeniach. Niech obciazenie zewngtrzne dziala za

posrednictwem nieskoficzenie sztywnych ptyt ograniczajacych dodatkowe przemieszczenie
punktéw powierzchni czolowej w kierunku stycznym i normalnym. W tym przypadku
sktadowe przemieszczenia w musza spelniaé nastepujace warunki brzegowe:

(2.10) u=0, w=0, przy z=4h.

Il Przypadek. «Mieszane» warunki brzegowe. Niech obciaZenie dziala na powierzchnie czo-
towe walca za poérednictwem sztywnych plyt i niech nie istnieje tarcie migdzy tymi po-
wierzchniami i ptytami. Plyty uniemozliwiaja dodatkowy ruch punktéw plaszczyzn czo-

lowych tylko w kierunku normalnym. Wéwczas dodatkowe odksztatcenie musi spetniac
warunki

Q.11) w=0, '*=0, przy z=4h
lub o wykorzystaniu (2.3)

(2.12) w=0, u,+w,=0, przy z=4h.
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3. Badanie stateczno$ci odksztalconego walea

Azeby zbadaé stateczno$¢ odksztalconego walca postuzymy sic metoda statyczna.
Zgodnie z tym podejéciem, cialo znajduje si¢ w réwnowadze trwalej poki nie istnieje nie-
zerowe rozwigzanie dla dodatkowego matego odksztalcenia spetniajacego rézniczkowe
réwnanie réwnowagi (2.7) oraz jednorodne warunki brzegowe (2.9) i (2.10) lub odpowied-
nio (2.9) 1 (2.12).

Rozwigzania postawionych zagadnien brzegowych dla uktadu liniowych réwnan réz-
niczkowych (2.7) poszukuje si¢ w postaci

(31) u :fln(z)'fl(aur), w =f2,,(z)Jo(oc,,r),

gdzie Jo(oar) 1 Jy(anr) oznaczaja funkcje Bessela pierwszego rodzaju, odpowiednio zero-
wego 1 pierwszego rz¢du, za§ «, — parametr wyznaczony z warunk6w brzegowych.
Po podstawieniu (3.1) do (2 7), dla wyznaczenia funkcji fi,(z) i f2u(z) otrzymujemy

uktad réwnan

(Caa—2P)f {u—202(c1 —2H)f1n—0tn(Caa—t2¢15—2H) [y = 0,
2(c33—2P)fsm—0tm(caa—2H) font-tn(Caat2c3,—2P)f 1, = 0.
Z (3.2) wynika, ze

(3.2)

3.3) Sfan(2) = P al ”’(z)"‘ azfln(z)
gdzie

. 2(633—2P)(C44—2P)
G N Caa—2H) (Cas+201,—2H) ’

(C44+26‘13—'2H)(C44+2C31"‘2})) 4(C11—2H)(C33—'2P)
(caa—2H)(caa+2c3—2H)

Po wyeliminowaniu f,,(z) z (3.2), otrzymujemy nastgpujace zwyczajne réwnanie roz-
niczkowe na funkcje f1,(z)

(3.5) w—2b07 [ intconfin = 0,
gdzie

b — 4(c11—2H)(c33—2P)+(caa—2H)(caa—2P)— (044+2013—2H)(C44‘|“2031_2P)
(3 6) 4(C33—'2P) (C44-‘2P)

_ (e11—2H)(caa—2H)
- (c33—2P){caa—2P)

Dla przypadku 4% # ¢, ogélne rozwiazanie réwnania (3.5) jest nastepujace:
3.7 J1n(2) = A1n € F - App@ 17 Ay @M L Ay @000,

gdzie Ai» oznaczaja state catkowania, za$

(3.8) n=VYb+Vbi—c, rn=yb—yb—c.
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Jedli b2 = ¢, réwnanie (3.5) posiada catkg ogdlna w postaci
(3.9) fin(2) = (Byn+2Ban)e® 4 (Ban+2zBan) e~ 2,
gdzie B, sa stalymi catkowania, a r = 1/17_

Podstawienie (3.1) do warunkéw brzegowych (2.9) daje nastgpujace réwnanie przes-
tepne dla wyznaczenia parametru a,:

(310) Jl(“n R) - 0:
skad

Wy
(31 l) Oy = _R—" >

przy czym w, oznacza n-te miejsce zerowe funkcji Bessela J, (x).
Rozwazmy kolejno dwa przypadki zamocowania powierzchni czotowych walca.

I Przypadek. Warunki brzegowe w przemieszezeniach. Podstawienie (3.1) do (2.10) oraz wy-
korzystanie (3.3) daje nastepujace warunki brzegowe dla funkcji f,,(z).D

fl(:th) = Os
a f1 (Eh)+aPa f1(+h) = 0.

Jesli podstawié catke ogéina (3.7) lub (3.9) do warunkéw brzegowych (3.12), otrzymuje
si¢ jednorodny liniowy uklad réwnan algebraicznych dla wyznaczenia stalych catkowania.
Warunek istnienia niezerowego rozwigzania dla zalozonej malej deformacji wymaga, aby
state catkowania A4; (lub odpowiednio B;) nie byly jednoczesnie réwne zeru. Wynika stad
znikanie wyznacznika A utworzonego z wyrazdéw stojacych przy A4; (lub odpowiednio
B;).

Mozna pokazaé, ze warunek A4 = 0 rozklada si¢ na dwa warunki: 4, =014, =0,
z ktérych pierwszy odpowiada utracie statecznoéci, gdy fi(z) jest funkcja parzysta argu-
mentu z; wéwczas na podstawie (3.3) f2(z) jest funkcjg nieparzysta (por. rys. la). Warunek
4, = 0 odpowiada nieparzystej funkcji f1(z) i parzystej funkcji f5(2) (por. rys. 1b).

W przypadku, gdy b* # ¢ mamy

(3.12)

roairi4a; thirxo

rs an%—l—az thlrlmg_‘l]zo’

ry airita, thirixow ][

Fa @ r3ta, thirsxw

(3.13) 4,4, = [

gdzie oznaczono x» = h,/R.

Dla danego parametru geometrycznego » 1 potencjalu odksztalcen W, mniejszy
pierwiastek réwnania (3.13) (przy réznych n) przedstawia poszukiwany krytyczny para-
metr deformacji 4,,.

W szczegdlnym przypadku, gdy b = ¢, po podstawieniu ogdlnego rozwiazania (3.9)
do warunkdéw brzegowych (3.12), otrzymamy

3air+a; sh2irxo ’ ][3a1r+a2 sh2Arxw 1] —0
ar*+a, 2irxo o

(314 AI.AZZ[ r*ta; a,r?ta, 2w

1 W dalszym ciagu pominiemy wskaznik #.
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Warunek 5* = ¢ moZe by¢ spetniony tylko dla szczegdlnych wartosei parametru 1, dla
ktérych nalezy sprawdzi¢ czy prawdziwe jest (3.14). W dalszym ciggu rozpatrujemy tylko
ogdlniejszy przypadek, gdy b* # c.

Il Przypadek. «Mieszane» warunki brzegowe. W przypadku «mieszanych» warunkdw brze-
gowych (2.13) spetnionych na czotach walca, po podstawieniu (3.1) do (2.13), otrzymu-
jemy zaleznosci

fa(£h) =0,
Ji(ED—afz(L£h) =0,
ktére przy pomocy (3.3) sprowadzaja si¢ do postaci
(3.16) SR =0, fi"(x£h)=0.

Jedli b* # ¢, warunek statecznoéci przy symetrycznej (rys. 2a) i antysymetrycznej po-
staci réwnowagi obojetnej (rys. 2b) jest nastepujacy:

3.17) A Ay = [chAryxw - chAry o] - [shlry xw - shir,xw] = 0.

(3.15)

Widaé, Zze dla rzeczywistych ry i r warunek (3.17) nie moze by¢ spetniony. A zatem
dla materiatéw hipersprezystych, dla ktorych maja miejsce zaleznodci: b*—c >0, b > 0,
¢ >0, dla dowolnego 2, nie istnieje osiowosymetryczna postaé utraty wewnetrzne] sta-
tecznosel przy rozwazonych warunkach na powierzchniach czotowych walca.

Otrzymane réwnania przestgpne (3.13) i (3.17), z ktérych nalezy wyznaczy¢ krytyczny
parametr 4, lub odpowiednio krytyczne obcigzenie P,,, mozna sprowadzi¢ do bardziej
wygodnej postaci w zaleznoéci od tego, czy pierwiastki ry i 12 sa rzeczywiste, urojone lub
zespolone. Oprécz tego z (3.13) i (3.17) mozna uzyskaé¢ przypadki graniczne: bardzo
diugiego walca (gdy » — ) i bardzo krotkiego walca (gdy » — 0). Wéwezas warunki
stateczno$ci znacznie si¢ upraszczaja.

4, Samosprzezono$é zagadnienia brzegowepo

Zgodnie z najogdlniejszym kryterium kinematycznym, cialo znajduje sie¢ w stanie réw
nowagi trwatej, je§li amplitudy dodatkowych dopuszczalnych przemieszczen, wywolane
oddzialywaniem zewngtrznym, pozostaja mate, gdy same oddzialywania sa wystarczajaco
mate. Definicja ta jest réwnowaina wykorzystanemu w p. 3 statycznemu kryterium sta-
tecznoscl, jesli odpowiednie zagadnienie brzegowe jest samosprzezone. Jak pokazano w [7],
samosprz¢zonos$¢ zagadnienia brzegowego wymaga spelnienia nast¢pujacego warunku:

(4.1) f n, [fv,g(;:”'s—l—t’sV,,vlvl,—l—r"”V,,\;)s) —111’3(7?'”5—|—r”V,,\iJI,+ ‘K”’V,,vzas)] ds =0,
S
gdzie S oznacza powierzchni¢ ograniczajacq ciato; n, — kowariantne skladowe jednostko-

1 2 t 2 . . .
wego wektora normalnego do S; ws, w, oraz w', w* — odpowiednio kowariantne oraz
kontrawariantne skladowe dwdéch pdl wektorowych, ktdére spelniaja warunki brzegowe.

1,.. 2 .. N . . , - . .

', ' sa kontrawariantnymi skladowymi tensoréw naprezen — odpowiadajacych prze-
. . 1 2

mieszczeniom W, w,
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Azeby sprawdzi¢ spelnienie warunku (4.1), rozwazmy kolejno calkg powierzchniowa
po powierzchni tworzacej Sy oraz po powierzchni czotowej S, .

Na powierzchni S, (r = R) z jednostkowym wektorem normalnym n(1, 0, 0) spetnione
sg warunki

(42 wy,=u=0, w,=0, 712 =13 =, 7! =const, )%= 7'2%=0.

Warunek (4.1) dla powierzchni S, sprowadza si¢ do

(43) f (1111«111,,.—]«11) 1?}’ r) dS1 = 0.
S
Poniewaz u ,+w,, = 0iu=0naS,, mamy takze w , = O na S,, a zatem warunek (4.3)
spelniony jest tozsamoéciowo.
Rozwazmy teraz, przy roznych warunkach brzegowych, warunek samosprzezonosci (4.1)
na powierzchniach czotowych walca S3(z = 4-/) z jednostkowymi wektorami normalnymi
n(0, 0, £1).

Przypadek 1. Gdy warunki brzegowe dane] sa w, przemieszczeniach [(por. (2.10)],
wyrazenie podcatkowe w (4.1) znika i warunek samosprzg¢zonosci spetniony jest tozsamos$-
ciowo. '

Przypadek II. Gdy warunki brzegowe sa «mieszane» [por. (2.11)], po wykorzystaniu
(4.4) 713 =723 =0, 1% =const na S%,

zalezno$¢ (4.1) przybiera postad

(4.5) [ Guir, .~ )dS3 — [ G .~ d S5 = 0.

Sy S
Z faktu, ze u ,+w,, = 0 iw = 0 na S§ wynika, ze réwniez u , = 0 na S¥, a zatem (4.5)
spetnione jest tozsamosciowo.

Pokazaliémy, Ze sformutowane zagadnienia brzegowe na wartoéci wlasne sa samosprze-
Zone oraz, Ze wyprowadzone przestgpne réwnania statecznosci sg poprawne. Dalsze od-
ksztalcanie walca po osiggnieciu wyznaczonych krytycznych wartosci parametru 4, cho-
ciaz nie prowadzi do zewnetrznej zmiany cialta, wywoluje zmiany charakteru stanu napre-
zenia 1 odksztalcenia. Jednorodny stan naprezenia nie jest dalej stanem statecznym i przy
nowym powstalym rozkladzie naprezen material moze utraci¢ swoje jako§ciowe wiasnosei
wczedniej niz tego oczekujemy bez uwzglednienia zjawiska wewnetrznej utraty statecznosci.
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Pesome

BHYTPEHHAA YCTOMUUBOCTS YIIPYI'OI'O KPYTOBOIO IHUIHHIPA
[PU KOHEYHOM DEDPOPMALIMU

PaccMaTpHBAETCA YCTOMUMBOCTD MOJHOTO KPYTOBOLO LMJIMHAPA M3 THIEPYNPYTOTO OXHOPOLHOTO
MaTepHana ¢ Haubosee oblueil hisnuecKoll XaparTepHcTaKkolf. Ha Topliax LHIMHApPA MPHJIOM(EHA HOP-
MajIbHAST HArpyska, BhIZbIBaronias KoHeumnyro aedopmauuio. CTeHKH GOKOBON MOBEPXHOCTH HE MOTYT
TepeMEIaThCsA B PAAHAILEOM HANPABACHUH. YCIOBHE NOTEPH YCTONUHMBOCTH BEIBOAUTCS H3 TpeGoBaHMA
CYIIECTBOBAHM HEHYJIEBOrO PEUICHHA JJIA MAJIOH BO3MOMHOH Aedopmauuid, HalI0KEeHHOH HA HAYA/b-
Y10 KOHEeUny1o Jehopmaunio, PaccMoTPeHsl ABa CIyUast TPARNUHBLIX YCAOBUH Ha OCHOBARNAX YINEAPA:
YCIOBHA B MEpEMELIEHUAX H CMEIAUHbIE TpaHUuHbie YoIoBusa. 11oKa3aHo, 4To B Ka¢OoM H3 HMX rpa-
HHYHBLIC 3afaUM HA CODCTBEHIbIE SHAUEHNs CAMOCOINPSOKEHHBIE M, CJIEHOBATENILHO, MOJIYUSHHLIE YpaB-
HENUA YCTOMUHBOCTI ABJSIOTCH KOPPEKTHEIMHM C TOUKH 3PEHUSA CAMOro O0IIEr0 KHHEMATHUCCKOrO KpH-
TEPHS YCTOMUHBOCTH.

Summary

INTERNAL STABILITY OF AN ELASTIC CIRCULAR CYLINDER UNDER
FINITE DEFORMATIONS

The problem of stability of a full circular cylinder made of a hyperelastic homogeneous material with
the most general physical characteristics is discussed. The finite deformations are produced by normal
loading on the frontal surfaces of the cylinder. The points of lateral surface of the cylinder cannot be frecly
displaced in the radial direction. The condition of stability loss results from the assumption of existence
of non-zero solutions for small admissible deformations superposed on initial finite deformations. Two
cases of the boundary conditions determined on the frontal surfaces of the cylinder are discussed: the bo-
undary conditions given in displacements and those of the «mixed» type. It is shown that for the both cases
the boundary cigenvalue problems are self-adjoint and thus the obtained stability conditions are correct
when the most general kinematic criterion of stability is applied.
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