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PLASTYCZNE SKRECANIE NIEJEDNORODNYCH PRETOW O ZMIENNEJ SREDNICY

MARIAN GALOS (KRAKOW)

1. Uwagi wstepne

Problemowi sprezystego skrecania pretéw o-zmiennej $rednicy poswiecono bardzo
wiele prac. Rozwiazanie problemu sprowadza sie do znalezienia dwu skladowych stanu
naprezenia 7y, i 74,, jezeli problem rozwigzywany jest w uktadzie walcowym (r, 0, z).
Rozwiazano szereg przypadkéw sprezystego skrecania takich pretéw, gtéwnie metoda
odwrotng oraz metodami przyblizonymi. Podstawowymi pracami w tej dziedzinie sa
prace MicHELLA [4], FoppLA [2], NEUBERA [5]. '

Znalezieniem rozkladu napreZzen w strefie plastycznej przy sprezysto-plastycznym skre-
caniu takich pretéw wykonanych z materialdw sprezyscie i plastycznie jednorodnych
zajmowal si¢ gldwnie Soxorowskr [6], [8], ktdry rozwigzal szereg przypadkow, jednak
w postaci doéé trudnej do bezposredniego zastosowania (np. do rozwigzywania zadania
o sprezysto-plastycznym skrecaniu), poniewaz autor znalazt uwiklane réwnanie charakte-
rystyk. : ' '

Problemem rozkfadu naprezen w strefie plastycznej przy skrecaniu pretédw plastycznie
niejednorodnych dotychczas nie zajmowano sig.

Bardzo trudne do rozwigzania jest zadanie o sprezysto-plastycznym skrecaniu pretéw
o zmiennej $rednicy i dowolnym ksztalcie powierzchni bocznej. Istotna trudno$¢ tego
zadania polega na tym, ze jednocze$nie szukamy rozwigzania w strefie sprezystej oraz
granicy miedzy strefg sprezysta i plastyczng. Wobec tego dla znalezienia rozwigzania
w zakresie sprezystym nie znamy bezposrednio granicy tej strefy {(co za tym idzie i wa-
runkdw brzegowych). Jakkolwiek w tej dziedzinie rozwigzano szereg p rzypadkéw (EpDYy,
SHaw [1]), to do rozwigzania wykorzystano metody przyblizone (wykres§lno-analityczne,
energetyczne), ktdrych zastosowanie jest bardzo uciazliwe. W rozpatrywanych przez
powyzszych autoréw przykiadach przyjeto, Ze prety wykonane sg z materialéw jedno-
rodnych.

W obecnej pracy zajeto si¢ gféwnie rozwigzaniem problemu plastycznego skrecania
pretéw o zmiennej $rednicy, wykonanych z materialéw o dowolnej niejednorodnosci
plastycznej (zaleznej od zmiennych #, z w ukladzie walcowym r, 8, z). Stwierdzono mia-
nowicie analogi¢ matematyczng, jaka zachodzi pomiedzy tym problemem a problemem
plastycznego skrecania pretéw pryzmatycznych wykonanych z materialéw o dowolnej
niejednorodno$ci poprzecznej, ktéry to problem byt rozpatrywany w pracy GALosa [3].
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Jezeli mianowicie do rozwazan wprowadzimy funkcje naprezen @ spelniajaca tozsamoscio-
wo warunki réwnowagi, to rozwigzanie obydwu problemoéw mozna sprowadzi¢ do iden-
tycznego réwnania

(1.1) lgrad | = k(xy, x,),

gdzie przez Xx,, X, oznaczono w sposéb ogdélny zmienne w przekroji poprzecznym nie-
jednorodnego preta pryzmatycznego o dowolnym przekroju lub w przekroju podiuinym
preta o zmiennej $rednicy. Podobnie, jak w pracy [3], zajeto si¢ szczegdtowo okresleniem
linii najwiekszego spadku funkcji naprezen (tak w dalszym ciagu nazywaé bedziemy rzuty
tych linii na plaszczyzng r, z przekroju preta). Warto podkredli¢, Zze linie najwiekszego
spadku funkeji naprezei sy identyczne z charakterystykami problemu, a zarazem
z liniami po$lizgu. Na podstawie znalezionych linil najwigkszego spadku mozna okre$li¢
sama funkcje naprezen @, a nastgpnie rozklad naprezen.

W pracy podano rdowniez metode projektowania pretéw rurowych, ktére wykazuja
calkowite uplastycznienie oraz metode odwrotng rozwigzywania problemu spreZysto-
plastycznego skrecania pregtow o zmiennej §rednicy, ktora to metoda jest podobna do
zastosowanej przez SOKOLOWSKIEGO [7] przy rozwiazywaniu zagadnienia sprezysto-
plastycznego skre¢cania pretéw pryzmatycznych.

W niniejszej pracy zajeto si¢ réwniez okresleniem deformacji strefy plastycznej skre-
canego preta oraz przedstawiono szereg przykladéw ilustrujacych metody przedstawione
W pracy.

2. Podstawowe rdéwnania problemu

Problem znalezienia rozkladu naprezen w strefie plastycznej skrecanego preta o zmien-
nej srednicy jest problemem wewnetrznie statycznie wyznaczalnym, zatem rozklad naprg-
zeni nie jest zalezny od tego, czy przyjmiemy do rozwigzywania teorie matych odksztalcen
sprezysto-plastycznych, czy tez teori¢ plynigcia plastycznego.

Jezeli of z jest osia preta (rys. 1), to rézne od zera skladowe stanu naprezenia 7,
i 7y, sa okre$lone rownaniem réwnowagi wewnetrznej

01, 07y, 274,

@.1) ar T 0z r

=0

oraz warunkiem plastycznosci
(22) ng+102r = kz(r) Z),
(gdzie k(r, z) jest granica plastycznosci na $cinanie bedaca pewna funkcja zmiennych
r i z), przy odpowiednim warunku brzegowym.
Uktad réwnan (2.1) i (2.2) mozna sprowadzi¢ do jednego réwnania przez wprowadze-

nie funkcji naprezen D(r, z), spelniajacej tozsamo$ciowo warunek réwnowagi (2.1), mia-
nowicie

) 1 00 1 09
(2-3) Tor = T2 a7 5 .
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Podstawiajac zaleznosci (2.3) do réwnania (2.2), otrzymujemy

ao\* (a0’ .

@4 (“_) * (‘a;r) — k2, D) = B, )
lub zapisane w innej postaci
(2.5) igrad ®| = k(r, z),
gdzie k(r, z) = r2k(r, z).

Rozpatrywany problem, jak tatwo zauwazyé, daje si¢ zapisa¢ analogicznym réwnaniem
rézniczkowym, do problemu plastycznego skrecania pretéow pryzmatycznych o dowolnej
niejednorodnosci poprzecznej [3]. Wobec tego, podobnie jak w pracy [3), zajmiemy sig¢

okreslaniem linii najwickszego spadku funkcji @ (linii poslizgu), a dopiero na tej podstawie
okre§leniem samej funkcji @ oraz rozkladu naprezen.

il
2
g

Rys. 1

Réwnanie rézniczkowe linii najwiekszego spadku z = z(r) funkgji @ mozna w oparciu
o wyniki pracy [3] napisaé w postaci
ok ok z"7((r z)
2.6 pfiut Okl i o Mt A
(2:6) “or ez e
Jezeli funkcja niejednorodnosci k(r, z) jest zalezna tylko od zmiennej r lub stala, to
rownanie (2.6) ulega znacznemu uproszczeniu do postaci

dc 2"k
2.7 il S, _
@7 Zar 1422
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Znalezienie rozwiazania réwnania (2.7) w kwadraturach jest stosunkowo proste,
mianowicie

4 dr
(2.8) z—zo =% | ————,
OJ VCl2—1

gdzie ry, zo sa wspdtrzednymi znanego punktu, przez ktéry przechodzi linia najwickszego
spadku, zas C — stala calkowania wynikla z warunku brzegowego.

3. Analiza warunkéw brzegowych

Przy pretach wykonanych z materiatléw jednorodnych uplastycznienie preta zaczyna
si¢ na powierzchni zewnetrznej, a nastepnic propaguje do wnetrza preta. Zakfadamy dalej,
ze rozpatrywad bedziemy prety wykonane z materiatléw o takiej niejednorodnosci, ktéra
nie zmieni kolejnosci uplastyczniania. Wobec tego, jezeli moment skrgeajacy pret prze-
kroczy wartoéé noénosci sprezystej na calej diugosci preta, to bedziemy mieé do czynie-
nia z dwiema strefami w prgcie: zewnetrzna — plastyczng 1 wewngtrzng — sprezysta.

Rys. 2

Do wyznaczenia rozkladu naprezen w strefie plastycznej wystarczajaca jest znajomo$é
sposobu obciaZenia powierzchni bocznej. NajczeSciej powierzchnia ta jest nieobcigzona.
Zakiladamy dalej, ze denka preta sq obcigZzone w taki sposdb, jak to wynika z warunkéw
brzegowych danych na powierzchni bocznej preta oraz rozwiazania nzyskanego przy po-
suwaniu si¢ wzdluz linii najwiekszego spadku.

Jak juZz poprzednio zaznaczono, najczeiciej spotykanym przypadkiem jest skrgcanie
pretéw o nieobciaZzonej powierzchni bocznej. Dla tych przypadkéw mozna wykazaé,
ze funkcja naprezen & na konturze AB (rys. 2) jest wielkoScig stata. Z warunkdéw brze-
gowych wynika

(3.1) Dno = ToyQnrtTg p; = 0,
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gdzie

dar’
dr
dr

a,. = cos(n, r) =
(3.2)
Uy = cOS(n, z) = — ——,
(dt — elementarna dfugos¢ tuku konturu).
Po podstawieniu (3.2) 1 (2.3) do (3.1) oraz po przeksztalceniach otrzymujemy
0P dz | 0D dr _ dd

T T Y

(3.3)
co dowodzi twierdzenia.

Moga zachodzi¢ takze 1 przypadki, gdy funkcja naprezen @ nie jest stala wzdiuz pe-
wnego odcinka, mianowicie wtedy, gdy powierzchnia boczna preta jest obcigZzona lub
w przypadku analizy warunkdw ciaglosci na granicy pomiedzy strefa sprezystg i plastyczna,
przy rozwigzywaniu problemu metodg odwrotng (ktéra to metoda zostanie przedstawiona
w nastepnych rozdziatach niniejszej pracy).

Dlatego w dalszym ciggu rozpatrywaé bedziemy przypadek ogdlny, gdy funkcja na-
prezefi @ na pewnym odcinku AB jest zmienna. Zaktadamy, Zze dla danej funkcji nieje-
dnorodnosci znane jest rozwiazanie réwnania rézniczkowego linii najwiekszego spadku
w postaci ogélnej (catka ogdlna réwnania rézniczkowego (2.6), zawierajaca dwie stale
catkowania). Niechaj dalej na pewnym odcinkn AB o réwnaniu z = z,(¢), r = r,(t) jest
dana warto$¢ funkeji naprezen @(¢). Dla kazdego punktu M lezgcego na odcinku 4B
1 okre$lonego parametrem f = f,;, mozna okre$li¢ pochodng kierunkowq%gf— (o ile oczy-
wiscie funkcja D(¢) jest rozniczkowalna). Musi by¢ przy tym spetniony warunek

. ()]
(3.9) ‘d—‘< |grad @|.
dt
Z analizy wektorowej wynika, ze
ad
dt |y
3.5 =
( ) COSyM |grad¢|M>

gdzie kat yy jest katem zawartym pomiedzy styczna do konturu w punkcie M, a styczna
do linii najwigkszego spadku funkcji naprezed @ w tym punkcie.

Poniewaz wspolczynnik kierunkowy stycznej do linii najwigkszego spadku przecho-
dzacej przez punkt M jest (jak to wynika z rys. 2) réwny

tgy+tgl

(3.6) G = B+ =

wigc po uwzglednieniu (2.5) oraz

dz, |dr
3.7 el N el
(37 tel dt /dt
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i wykonaniu prostych przeksztalcefi, otrzymujemy ostatecznie

dP dz,  dr / ) ( )
, a’? dr L ]/ k (r A= \ar
(3~8) tg{l}u = Zp = e

AD dr,  dz, l/ d(]) z
oo " ac VRSO

Z powyiszych rozwazan wynika, ze warunki brzegowe dla lmli najwiekszego spadku
przechodzgcej przez punkt M beda nastepujgce:

M

(3.9) dla t = ty: r=ry; z=2zy, Z =zy.
Warunki te pozwalaja na okreslenie obydwu statych catkowania.

Jezeli rozpatrywa¢ bedziemy kontur nieobciazony, dla ktérego ¢ = const, to warunki
brzegowe ulegng uproszczenin do postaci

(h, | dz,
3.10 dlﬂ.t:t : P = Far, Z = Zu, Z/:Z’ — e —
( ) M A > M > M= Jt i Jr M,
co jest réwnoznaczne z warunkiem prostopadiosci linii najwigkszego spadku do rozpa-

trywanego konturu AB.

4. Okreslanice funkeji naprezen

W dalszych rozwazaniach korzysta¢ bedziemy z krzywoliniowego ukiadu wspoirzed-
nych s, I. Uktad jest tak dobrany, Ze jedna rodzina krzywych wspétrzednych s jest rodzing
linii najwigkszego spadku, za$ druga rodzina wspdlrzednych I — pewna rodzing krzywych

z4

\:V

Rys. 3

przecinajacych krzywe s. Wspotrzedna / zmienia sie wraz ze zmiana punktu M lezacego
na rozpatrywanym odcinku konturu 4B (rys. 3). Ukiad wspétrzednych s, / moze byé na
ogot dowolnym, uko$nokatnym uktadem wspdtrzednych krzywoliniowych okreslajacych
jednak w sposdb jednoznaczny caly rozpatrywany podobszar przekroju preta. Ukfad
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s, 1 jest dobierany dla kazdego zadania w ten sposdb, aby obliczenia byly mozliwie naj-
prostsze.
Funkcje naprezen @ okreslimy znajac linie najwickszego spadku w postaci catek ogdl-
nych (okreslonych dla danej niejednorodnosci materiatu) oraz warunki brzegowe.
Przedstawmy linie najwigkszego spadku w postaci parametrycznej (juz po uwzgled-
nieniu warunkéw brzegowych), jako rodzine krzywych

4.1 r=r(s, D, z=2z(,1),
gdzie s jest parametrem wyznaczajacym punkt krzywej, natomiast / — parametrem
wyznaczajacym krzywa (stalym dla danej krzywej).

W dalszym ciagu szuka¢ bedziemy funkcji naprezen @ zaleznej od parametréw s i 7.
Dla okreslenia funkcji @ wykorzystana zostanie zalezno$é (2.5) w nieco zmienionej po-
staci

dd
"¢ (]5 == | =
|grad @] i

k(r, 2),

ktéra stwierdza, ze przyrost funkcji naprezen na linii najwigkszego spadku jest proporcjo-
nalny do |grad®| = k(r, z) oraz do przyrostu diugosci linii najwigkszego spadku dni,

4.2) d® = k(r, z)dm.

Po przedstawieniu niejednorodnosci w postaci % =k(s, 1), wyrazenie na przyrost
funkeji @ wzdluz linii najwigkszego spadku moZna zapisaé nastepujaco

N P

(4.3) , D(sp, ) —Plsy, b) = [ ks, byy) dm.
M
Dla przypadku konturu nieobcigzonego przyjmujemy, ze na konturze @y = C = const
iotrzymujemy
P
(4.4) D(sp, i)~ C = f ke(s, Ly)dm.
M

5. Okre$lenie rozkladu naprezen

W rozdziale poprzednim okre$liliSmy funkcje naprezenn @. Obecnie wykorzystujac
wyniki poprzedniego rozdzialu okre§limy rozklad naprezen z zaleznosci (2.3)

109 1 29

=T e T T gy
Poniewaz poprzednio szukaliémy @& jako funkcji wspdirzednych krzywoliniowych
s, I, dlatego takze i naprezenia 7,, 1 7,, latwiej bedzie okredli¢ jako funkcj¢ wspdtrzednych
5, 1. W tym celu nalezy wykonaé transformacje zaleznosei (2.3) ze wspdirzednych r, z
na wspotrzedne s, /. .
Réwnanie rodziny linii najwiekszego spadku przedstawione bylo wzorami (4.1)

r=r(s;), z=z(s;10),
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oD

zatem pochodne funkcji naprezen 55 1 mozna zapisaé

00 _ 0D 0o 0P 0z
os  Or ds ' &8z 0s’
5.1
(1) oD _ oD Or 0P 0z

o = o e e A
Poniewaz w naszym przypadku dana jest funkcja @ == @(s, I) oraz wzory (4.1), wiec

. . 0D . 00D - .
w rownaniach (5.1) niewiadomymi sg o L Wartosci tych pochodnych mozna okre$lié

oz

rozwigzujac uklad réwnan (5.1). Po wstawieniu obliczonych wartosci 27 15, oraz r(s; 1)

do (2.3) otrzymujemy
0P or 0P or
e poo L0 ds  0s dl
AT 2, ) or 9z 0z ar

os ol os ol

(5.2)
oD oz 0D 0z

Y as al ol B
YT (s, ) or 9z 8z or
os ol ds ol

Rys. 4

Analogiczne wyniki dla naprezeri 7y, 1 7, moZzemy otrzymaé na innej drodze, miano-
wicie, jezeli z rys. 4 okre$limy zalezno$é

(5.3) Tor = k(s, Dsina, 7, = —k(s,)cosa,

gdzie kat o jest katem zawartym pomigdzy osig r a styczng do linii najwickszego spadku
w danym punkcie. '
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Jezeli udaloby sig znalezé zalezno$é odwrotng do (4.1)
(5.4) s=s(r;2), [1=10;2),
to mozna bytoby okresli¢ funkcje naprezen jako @(r, z), a dalej, korzystajac z (2.3), okre-
§li¢ naprezenia 7y, i 75, w funkcji wspdlrzednych r, z, co jest bardziej korzystne od (5.2),
ze wzgledu na czgsto spotykane ograniczenia pretéw powierzchniami z = const; latwo
jest wtedy, dla powierzchni z = const okresli¢ interesujacy nas rozkiad naprezen.

6. Deformacja pretéw

Przy rozpatrywaniu zadania skrgcania pretéw o zmiennej $rednicy korzysta si¢ z metody
polodwrotnej, ktéra zaktada, ze przemieszczenia u i w w kierunkach osi r i z s rowne
zeru, natomiast przemieszezenie v w kierunku 6 jest rézne od zera. Przy takim zalozeniu,
rézne od zera skiadowe stanu odksztalcenia mozna przedstawi¢ wzorami

- N 2 W
©.1) Yoo =T\ e T T\

Jezeli dalej przyjmowaé bedziemy, Ze pret wykonany jest z materiafu idealnie sprezy-
sto-plastycznego, to z prawa zmiany postaci Prandtla~Reussa oraz z warunkdéw ciagtosci
pomiedzy strefq sprezysta i plastyczng wynika, ze dla strefy plastycznej zachodzi zaleznoéé

0 (3)
(62) Tor _ Yor . or\r

To _Vo:—- a (o)
Pz \r

Jezeli dalej uwzglednimy, Zze z rys. 4 wynikaja zwiazki (5.3)

N

T, = K(s, Dsine, 75, = —k(s,cosa,

to otrzymamy zalezno$é, okreslajaca funkC_]QT na linii najwickszego spadku, mianowicie

0 (v J (v )

funkcja (7)7) jest wigc stata na linii najwigkszego spadku.
Dla strefy sprezystej obowiazuje
' 1 1
(64) Yo = ? Tors Yoz = ﬁ Toz+
Jezeli rozpatruje si¢ zmiang funkcji—? na granicy I" miedzy strefa sprezysta, a plastyczna,

to przy oznaczeniu elementu diugosci tej granicy przez dx, mozna napisaé

v U
63 ‘1(7) o f (7) dr

dx ar  dx

7 Mechanika teoretyczna
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a po uwzglednieniu (6.4)

d(%) 1( dr dz)_

€6 e = or i T gy
Gdy dana jest warto$¢ funkcji i’}_— w pewnym punkcie R, na linii granicznej I', to wartosé

2 dla punktu R lezacego na tej samej linii granicznej mozemy obliczy¢ catkujac wyrazenie
r

(6.6) wzdtuz linii I”

R
v v 1 (1
6.7) (T)R—(T)ng Rj (o, ).

Wzdr powyzszy wykorzystany zostanie w dalszej czgsci pracy przy rozwiazywaniu
konkretnych przykladdw.

7. Przyklad plastycznego skrecania niejednorodnego preta o zmiennej Srednicy

Rozpatrzymy obecnie przyklad skrgcania preta wykonanego z materiatu niejedno-
rodnego o niejednorodnosci liniowej

1 z 1 r
.1) k(),z)——ko(l—-z—z__?fo),

gdzie ko, zg, Fo sa pewnymi wielkosciami statymi,
Niejednorodno$é zastepcza dla tego materiatu mozna wyrazi¢ wzorem

1.2) k(r, 2) = ko (1 _____ L

Rozwigzywanie problemu okre§lania naprezen w strefie plastycznej rozpoczniemy od
okreslania linii najwickszego spadku funkcji naprezen @. Po wstawieniu do réwnania
(2.6) funkcji niejednorodnoéci (7.2), rownanie rézniczkowe linii najwiekszego spadku
ma postaé .

(7.3) (1+2z?) [z'(4—2_z_ _3L)+_L] = —z" (z_i___"_),.z.

Zg ro Fo Zy Fo

Réwnanie rodziny linii najwiekszego spadku funkcji naprezen okreSlone w postaci
z = z(s; I) przedstawimy w postaci szeregu potegowego. Z uwagi na osobliwo$¢ rownania
dla r = 0 oraz z uwagi na to, Ze warunki brzegowe dane sa na konturze, wygodnie jest
wprowadzi¢ zmienng s

(7.4) s = r(N—e(),

gdzie p = p(l) jest promieniem konturu preta. Parametr / bedzie okre$lat poloZenie punktu
na konturze.
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Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci szeregn
(7.5) z = ao(D+a,(Ds+a,(Ds*+ ...

Po podstawieniu (7.4) i (7.5) do (7.3), wykonaniu dzialan i porédwnaniu wspotczynnikdw
przy jednakowych potegach s po obu stronach réwnania otrzymujemy ukiad réwnat
liniowych, z ktérych mozna wyrazi¢ wspélczynniki a,, a3, a4, ..., przez ao i a, (ktére
wynikaja z warunkéw brzegowych).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do okreélenia wspéiczynnikéw a, i as,

(H-ai)[a1 (4—2& —3 -9—) + ﬁ_]

Zo ro Zg
(12 - — - F
20 (2— Go _ ﬁ)
2o Fo
(7.6)
6158 3o, 0 42 (—12—1—6 Yo 49 ﬁ)
4. —a Yo Zg Zy Zo Fo _
3= 4d;

0 Iy

_ @
69( Zo ’0)

Zalézmy, ze powierzchnia boczna preta (rys. 4) dana jest réwnaniem

(1+a%>[a1(—2§—3--1—)+1—]

(7.7) z =[(0);
wobec tego warunki brzegowe dla tej nieobcigzonej powierzchni moZzemy zapisaé w postaci
1
7.8 dlas=0: z=1 z'=-—.
79 e

Jezeli wstawimy powyzsze warunki do szeregu (7.5), to natychmiast okredlimy wspol-
czynniki szeregu a, 1 «;

1
@ |
a przy znajomosei tych wspoélczynnikéw mozna z (7.6) okresli¢ dalsze wspdtczynniki sze-
Tegu a, i a;.
Przykladowo przyjeto, ze ksztalt powierzchni bocznej jest stozkiem o réwnaniu

(7.9) ap=1 a3 =

(7.10) I= 2zo(1—i);
r

o]
wtedy

(7.11) ao =1, a, =—% = const.
Zo

T*
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Przeprowadzono numeryczne obliczenia dla ro =5 [em], zo = 20 [cm], przy czym
pret ograniczono plaszczyznami z =0, z =10 [cm]. W tablicy 1 podano wartosci obli-
czonych wspdlezynnikow a, i a; dla szeregu wartosci parametru /. Na rys. 5 przedstawiono
orientacyjny przebieg linii najwigkszego spadku funkcji naprezen @ (ograniczono sig
do wyrazéw przy trzeciej potedze ).

Z analizy wzoru (7.5) i obliczonych wspétczynnikéw wynika, ze zadowalajgca zbiez-
no$é przy przyjetej ilosci wyrazow szeregu istnieje w rozwazanym przykiadzie w zakresie

ro_- . . . . 0 .. L . .
0,7 << —<{ 1, natomiast przy mniejszym stosunku —:7 zbiezno$¢ szeregu pogarsza sig 1 od
4

pewnej wartodci jest on rozbiezny. Wynika to z faktu, ze linie najwigkszego spadku w pew-

z[em]  [Trg|, |T:
0 [Trs| | Tesl

[

o | ———— naprezenia dia z=10[cm]
naprezenia dla z=0
8 08k, |-
[ 06ko -
4 04k, |-
2 0,2kt
o 6 rfem) 0
(o)
Rys. 5

nym miejscu ulegaja zagigeiu 1 istnieje punkt na linii najwigkszego spadku, w ktdrym
warto$¢ z — co. Dla pretéw wykonanych z materialéw jednorodnych, zostato to przed-
stawione przez SOKOLOWSKIEGO [8]. W naszym przypadku, gdy znajdujemy rozwigzanie
réwnania (7.3) w postaci szeregu potegowego, uchwycenie tego zjawiska wydaje si¢ utru-
dnione; jednakze w warunkach rzeczywistych strefa plastyczna znajduje si¢ w dos§¢ du-
zym oddaleniu od punktéw zagiecia linii najwigkszego spadku, wobec czego rozwiazanie
réwnania (7.3) przedstawione w postaci szeregu (7.5) jest wystarczajaco dokiadne i do-
godne przy rozpatrywaniu problemu spreZysto-plastycznego skrecania pretéw niejedno-
rodnych.

W wyniku przeprowadzonych obliczen numerycznych przedstawiono na rys. 5 roz-
kiady naprezen z,,. i 7o, w strefie plastycznej na denkach preta. Granice miedzy strefa
sprezysta i plastyczng (orientacyjnie przedstawiona linia przerywana na rys. 5a) oraz
rozkiad naprezen w strefie sprezystej mogliby$my okreslié rozwigzujac problem sprezysto-
plastycznego skrgcania preta — co jest jednak zadaniem bardzo trudnym.
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8. Projektowanie pretéw rurowych o zmiennej Srednicy, wykazujacych calkowite uplastycznienie

W rozdziale obecnym zajmiemy si¢ projektowaniem pretéw rurowych o zmiennej
$rednicy, wykonanych z materiatu niejednorodnego, z uwagi na stala na calej dlugosci
noénoéé¢ graniczna przekroju (catkowite uplastycznienie przekroju).

Zatézmy, ze z materialu o dowolnej niejednorodnosci typu k(r, z), wykonany jest
pret o przekroju rurowym i danej powierzchni wewnegtrznej (np. ze wzgledow konstruk-
cyjnych), ktéra mozZna przedstawié wzorem

(8.1) z = lp),
gdzie ] jest parametrem konturu.

Nalezy tak dobrac ksztatt powierzchni zewnetrznej, aby przy danym momencie skre-
cajacym nastgpito calkowite uplastycznienie preta. Pret taki jest zaprojektowany najbar-
dziej ekomomicznie, bowiem caly jego material jest wykorzystany.

Jezeli wprowadzimy do rozwazan funkcje naprezen @ (2.3), to zwigzek migdzy funkcja

napr¢Zen a momentem granicznym skrecajacym pret M mozna zapisaé jako

(8]) ]—‘?: 2”(@:_(b\\)’

gdzie @, jest wartoscia funkcji naprezen, odpowiadajaca powierzchni zewnetrznej preta,
a @, jest wartoscia funkcji naprezen, odpowiadajaca powierzchni wewngtrznej preta.

Jezeli powierzchnia zewngtrzna i wewngtrzna sa nieobcigZone, to zgodnie z (3.3) @,
i @,, sa stale na odpowiednich konturach. Poniewaz pret jest optymalnie zaprojektowany
z uwagi na no$noé¢ graniczna, wiec po obciazeniu preta momentem granicznym M, caly
material ulegnie uplastycznieniu. Wychodzac wobec tego od danej np. powierzchni we-
wnetrznej mozemy, wykorzystujac rownanie linii najwiekszego spadku funkcji @, znalezé
rozktad napreZen oraz funkcje @ w precie. Jezell mamy do czynienia z nieobcigzona
powierzchnia wewnetrzng, to mozemy przyja¢ @,, = 0. Wobec takiego przyjecia, funkcja
naprezen @ bedzie okreslona zgodnie z (4.4) wzorem

r
D = f I:rdm,
M

gdzie dm jest elementarnym przyrostem linii najwigkszego spadku

(8.2) dm :]/(i;) +(g§) ds.

Gdy powierzchnia zewnegtrzna jest nieobciazona, to @, = C = const, wobec czego
mozemy dla danej powierzchni wewngtrzne] oraz dla danej funkeji niejednorodnoéci
k = k(r, z) okreslié rodzing poszukiwanych nieobciazonych powierzchni zewnetrznych
rozwiazujac réwnanie
(8.3) b= >D(s, )= C,

a rownanie powierzchni zewngtrznej mozna wyrazié w postaci parametrycznej

(8.4) r=r{C), z=2z(,CQC).
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Analogicznie mozemy postapi¢, gdy problem zostanie postawiony odwrotnie, czyli
przy danym ksztalcie powierzchni zewngtrznej poszukuje sie ksztaltu powierzchni
wewnetrznej. Jednakze w tym prz&aadku problem moze okazaé si¢ nie do rozwiazania:
gdy zalozony moment skrecajacy M bedzie za duzy, to linie najwigkszego spadku funkcji
naprezen dojda do punktu w ktérym wystepuje osobliwo$é, mianowicie linie najwigkszego
spadku zaginaja si¢ (patrz rozdziat poprzedni). Gdy mamy do czynienia z pretem o obcia-
zonej powierzchni bocznej, to ulegng zmianie jedynie warunki brzegowe na tej powierzchni.

Przyktad. Rozpatrzono najprostszy fizycznie przypadek, gdy pret jest wykonany
z materiatu jednorodnego. Jezeli bedziemy mieli do czynienia z materialem o innej, do-
wolnej niejednorodnoéci plastycznej, to moze to jedynie komplikowaé obliczenia, a sama
zasada projektowania nie ulegnie zmianie.

Dla naszego materialu niejednorodno$é zastgpcza ma postaé

(8.5) k= kor?.
Réwnanie rézniczkowe lnii najwigkszego spadku (2.6) przybierze postaé

’ d’i\: 1y
=Tk

(8.6) (1+z"?)z

2 po obniZeniu rzgdu réwnania

- 1
(8.7 z =z ]/m,

gdzie C jest stalg catkowania.

Rozwigzanie rownania (8.7) mozna wyrazié przez calki eliptyczne. Jednakze wygodniej
szukad jest rozwiazania w postaci szeregu potegowego, rozwijajac rozwigzanie wokot
punktéw polozonych na danym konturze np. wewnetrznym, WprowadZzmy w tym celu
nowa zmienng (7.4)

H-

s=r)—e(),
gdzie p jest promieniem danego konturu preta.
Rozwigzania réwnania (8.7) szukaé bedziemy w postaci

(8.8) zZ= ao+a,s+a,s*Fays*+ ...
Jezeli szereg (8.8) podstawimy do réwnania (8.7), to przez przyréwnanie wyrazéw
przy jednakowych potegach s, mozemy okreéli¢ wspdiczynniki

1 ay 2
)y — ———, a2=—~_(1+n),
! ]/ng—l @ '
8.9)

a 2
a = SLUHa) (420D, au= .
Dla rozwazanego przypadku, warunki brzegowe mozna ogélnie przedstawi¢ w po-
staci (7.8)

1

dla s=0 [o=p(]: z=1 z'=—m-



104 M. GaLOS

Dla takich warunkodw, wspotczynniki aq 1 a; szeregu (8.8) sa odpowiednio rdwne
1
— oL
Wspdlczynniki powyzsze okreslaja pozostate wspdlczynniki: a,, as, ..., ktére ponadto sg
na ogol zalezne od parametru konturu /.
Jezeli w dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, gdy dana powierzchnia
wewnetrzna preta jest powierzchnia stozkowa o réwnaniu

(8.10) ap =1, a =

0
(8.11) z2—zo=l—2z = — fl

(gdzie zo 1 n sg wielko$ciami stalymi), to wspdtczynniki szeregu (8.8) wyniosg
_ n(1+n*) e n(1-+n2) (1--2n?)

a, =1, a;,=n, a,=

0 > 3 92 2 4 T v
Tablica 2
z(I, )]@ (I, 5) [em/kGcm]
/ e _ ,

[em] [em] s=20 §=0,5 s=1 s=15 s§=2,0

[em] [cm] [em] [em] [em]

0 5,00 0,00 —-0,22 —0,41 —0,60 -0,60
0,0 ko 15,5ko 34,0 ko 55,4 ko 80,0 ko

3 6,50 3,00 2,71 2,57 2,39 2,21
0,0 ko 25,4 ko 54,5 ko 87,2 ko 123,5 ko

6 8,00 6,00 5,77 5,56 5,38 5,20
0,0 ko 37,9 /(o 80,] /\’o 126,5 ko 177,2 ko

9 9,50 9,00 8,75 8,56 8,36 8,18
0,00 ko 52,9k, 110,7 ko 173,4 ko 240,9 ko

12 11,00 12,0 11,76 11,55 11,35 11,17
0,0 ko 70,4 ko 146,3 k¢ 2278 ko 3147 ko

15 12,50 15,00 14,76 14,54 14,34 14,15
0,0 ko 90,4 ko 187,0 ko 289,7 ko 398,6 ko

18 14,00 18,00 17,76 17,54 17,33 17,14
0,0 ko 113,0 ko 232,7 ko 359,2 ko 492,5 ko

Funkcje naprezen @ okreslimy wykorzystujac zaleznosci (4.4) i (8.2). Po wykonaniu
przeksztalcen, otrzymujemy wzdr okreélajacy funkcje naprezei @ w postaci szeregu po-
tegowego, mianowicie
142n*+Tn*4-6n®

1-Fn?
Poniewaz szukamy nieobcigzonej powierzchni zewnetrznej preta przenoszgcego moment M,
wiec z zaleznosci (8.1) mozna okreslié wartoéé funkcji naprezeni @,, a dalej z zaleznosci
D, =D,(s,]), z=z(s,1),
szukang powierzchnig nieobcigzona w postaci s = s(/).

D = ko 1+n? [@"'5—!—9(1—1—112)32—%— s34+ 1
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Wykonano obliczenia numeryczne dla preta o powierzchni wewnetrznej okreslonej
1 . .
wzorem (8.11), przy czym n= 5 z, = —20 [cm], ograniczonego plaszczyznami z = 0,

z =15 [em]. Wyniki oblicze z = z(s, ), @ = D(s, ) dla szeregu wartosci s 1 ! przed-

zfem] f a
Iea)
15
2|
ol
6 | -
a f—
| { |
0 ) 4 4 rfem]
(0
JTral & b
|TzB| ! .
10k [ e 28] |
——————— s
a8k, |- 26|
Q6ko -
Odko - \ TTmee - |T"9|
O,2k,, . |Tr8|
| | | | | | | -
0 2 4 6 8 0 12 “ pfom)

rozktad naprezen dia z=0
————— rozktad naprezen dla z-15[cm]

Rys. 6

stawiono w tabl. 2. Na rys. 6 przedstawiono linie najwigkszego spadku funkcji @ oraz
rodzing nieobciazonych powierzchni zewnetrznych (ktdére sa oczywiscie powierzchniami
@ = const).

Deformacja preta. Uplastycznienie preta rozpocznie si¢ od powierzchni zew-
ngtrznej, a nastepnie bedzie posuwad sie do wewnatrz preta. W chwili wyczerpania noénoéci
plastycznej preta, ulega uplastycznieniu warstwa przy powierzchni wewngtrznej. W tym
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momencie na powierzchni wewnetrznej preta obowiazywaé bedzie wzér (6.7), na pod-

. . . (v
stawie ktdrego zostanie okre$lona deformacja (7) preta.,

Jezeli powierzchnia wewnetrzna jest dana wzorem

=o()
[odwrécona zalezno$é (7.7)], to réwnanie (6.7) przyjmie postaé,

R
2 v 1 fl
—) =) =— | —(zpdo+7pdD),
(r)R (r)Ro ¢y 0(0 oD

przy czym na powierzchni wewnetrznej przekroju (rys. 6) obowiazuja zaleznosci
Tor = k(D)sina(l), 15, = —k(Dcosa(l), do= —dltga(l).
Po uwzglednieniu tych zaleZznosci otrzymujemy
R
v vy 1 f _k(l)dl B
rlz rlee G B o(Dcosa(l)
]
W rozpatrywanym przykiadzie interesujace nas dane byly nastgpujace:
k() = ko = const, tga(l)=n= —%, zo = —20 [cm].
Jezell przyjmiemy dalej, Ze punkt powierzchni wewngtrznej okreslony parametrem
! = 0 jest ustalony, to deformacja powierzchni wewngtrznej preta jest rowna

L_ﬁln(l__’)
ORNC Z |

Poniewaz, jak to wynika ze wzoru (6.3), linie najwigkszego spadku funkcji naprezen @

sa zarazem poziomicami funkcji (r)’ wigc deformacj¢ calego preta (w chwili wyczer-

pania noénosci plastycznej) mozna juz tatwo obliczy¢ wychodzac ze znanych deformaciji
na powierzchni wewnetrznej.

9. Metoda odwrotna rozwiazywania zagadnienia sprezysto-plastycznego

Poniewaz Scisle rozwigzanie problemu sprezysto-plastycznego skrecania niejednorod-
nych plastycznie pretdw o zmiennej $rednicy metoda wprost jest bardzo trudne, w obecnym
rozdziale pracy przedstawiono metode odwrotna rozwiazania tego problemu.

Przyjmijmy mianowicie, Ze znany jest nam rozklad naprezen w strefie sprezystej, na
przykiad przez funkcje naprezen
.1 ¢ = o°(r, z),
ktéra w przypadku ciat sprgzyscie jednorodnych spelnia réwnanie
o*@e 3 90° o*Pc 0
ar? r or oz2 7

czyli tak warunki rownowagi, jak 1 warunki nierozdzielnoéci.

9.2)
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Jezeli dla danego ciala okre$lona jest funkcja niejednorodnosci plastycznej k = k(r, z),
to mozna okresli¢ granicg migdzy strefa sprezysta i plastyczna réwnaniem

(93) r(] = "5(2)7

ktére znajdziemy, wykorzystujac w tym celu warunek plastycznosci stuszny dla zakresa
sprezystego na granicy migdzystrefowe;

9.4) (05;-) + (*6(?;) = k2(r, 2)r* = k2(r, 2).

Na granicy miedzystrefowej musza by¢ spelnione rowniez warunki ciagtosci naprezen
(9.5) dia r=r,: =10, 15 =1,

co jest réwnowazne zwigzkom

oQ* oQr ode odr
©-6) o T e e T e

Przyjmijmy dalej, Ze na granicy miedzystrefowe] funkcja naprezen @ jest ciagla
9.7) D= @7 dla r=r,.

Przy znajomosci granicy migdzystrefowej oraz wartoéci funkcji napreZen na tej granicy,
mozna okresli¢ warunki brzegowe dla rodziny linit najwiekszego spadku funkcji naprezen
w obszarze plastycznym @7, a dalej — przy znajomoéei linil najwigkszego spadku funkcji
naprezen — rozkiad naprezen w strefie plastycznej. Dalszym zadaniem przedstawionej
metody bedzie okreSlenie ksztattu nieobciazonej powierzchni zewnetrznej preta (przy
danym momencie skrgcajacym) lub tez znalezienie obcigZenia powicrzchni zewngtrznej
(przy danym jej ksztalcie). Nalezy jednak zaznaczyé, ze jeieli pret o okreélonej w ten
sposdb powierzchni zewnetrznej obciazaé bedziemy danym momentem skrgcajacym,
to rozklad naprezen w strefie sprezyste] oraz granica miedzystrefowa moga sig réznié
od obliczonych powyZsza metoda. Obydwa rozwiazania bedg identyczne wtedy, gdy na
denkach preta beda spelnione odpowiednie warunki brzegowe mianowicie, jesli rozktad
naprezefi bedzie taki, jak to wynika z rozwiazania problemu metoda odwrotna, oraz gdy
sposob obcigzenia bedzie prosty lub tez zblizony do prostego.

Przyktad. Rozpatrzmy przykladowo pret wykonany z materialu jednorodnego
(przyjecie materiatu niejednorodnego w niczym nie zmieni metody rozwigzywania, a je-
dynie moze utrudnié obliczenia). Zalézmy dalej, Ze funkcja naprezenn obowigzujgca
w zakresie sprezystym dana jest wzorem

9.8) @¢ = Cr4(14ez).

Funkcja ta oczywiscie spetnia réwnanie (9.2).

Zadanie nasze polegaé bedzie na «obudowaniu» strefy sprezystej, okreSlonej wzorem
(9.8), strefg plastyczna oraz znalezienie — przy danym momencie skrecajacym —
ksztattu nieobciazonej powierzchni zewnetrznej ograniczajacej strefe plastyczng. W dalszych
rozwazaniach poshugiwaé si¢ bgdziemy metoda malego parametru przyjmujac, ze malym
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parametrem bedzie e Ze znajomosci funkcji naprezen w strefie sprezystej moZzemy okreslié
rozktad naprezen

1 ode
T = i T —4Cr(l+¢2),
9.9
( ) ' __vl OFDG W2
T =5, = O

Granicg miedzystrefowa okreslimy z warunku plastycznosci, ktéry obowizzuje dla
strefy sprezystej na tej granicy

9.10) (1602 + (5, = k3.
Jezeli przyjmiemy, ze éo = K, to stosujac metode matego parametru mozna okresli¢

granicg¢ miedzystrefowa w postaci parametrycznej
(9.11) zy=1,

K K2 . 5K? '
l'g S 4 [ 15+(1~“—2‘—4—I)[‘ i— (—"1_—}—-2 44) —I— J

Na granicy miedzystrefowej mozna dalej okreslié

4 2 2
D) = C%; [1——31£—|— (61‘2 K —)32—}— (~1013—|—7Ll-)£3—|— ],

2.4 PIE
- 4 2

012 L2 —ckl [1~—3l£-l— (1012 2K4j-)62-+ ]e
"@ K3 2

Znajac te wartosci, mozemy okre$lié warunki brzegowe dla linii najwiekszego spadku
na granicy migdzystrefowej, mianowicie warunki (3.9). Warto§é zj, okreslona zostanie
ze wzoru (3.10)

%)
0.13) 2=t P u

M= s
Ol M
gdzie M jest dowolnym punktem lezacym na znalezionej granicy.

Roéwnanie réZniczkowe linii najwigkszego spadku funkcji naprezed @? dla materiatu
jednorodnego mozna sprowadzi¢ do postaci

s
9.14 7 = i
014 /725
a po scatkowaniu

(9.15) 7=zt f VD

Vr*—
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Stala catkowania D okreslimy z warunku brzegowego, wyznaczajacego kierunek linii
najwiekszego spadku na granicy migdzystrefowej]
t2 .4
Zap I‘g
9.16 D= Mg
(9.16) 14z
Po rozwinigciu w szereg i wykonaniu catkowania, réwnanie linii najwiekszego spadku
mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

2
917y =z= l~.§j-[(4£r—l)e—{—l(3__]g)gl+

2

5 KlI* I K3  IK? K7 ’
ST [Ny 2 IR UL S SRSy P5- 2 S

‘ ( T T T o T s T g s)e
Funkcje naprezen w zakresie plastycznym @7 okreélimy, wykorzystujac w tym celu wzér
(4.3), z ktorego po przeksztalceniach otrzymujemy

3 3 " 6
or o =owrefgle- (] |+ (7) s (5] o
7

N S K\® 1 KV sk ) L)
(4) zz‘—‘iifz‘]@ ‘*H?) 747“2;?(7) I Tval LR

W powyZej przedstawionym wzorze funkcja naprezen @7 zalezna jest od promienia r oraz
parametru /. Dla naszych celéw (okreslenia naprezen i ksztaltu powierzchni nieobceiazonej) -
potrzebna jest znajomo$¢ @ = @(r, z). Aby uzyska¢ te¢ zaleznosé, musimy odwrdcic
szereg z = z(/, &) na | = [(z, ¢); po przeksztalceniach otrzymujemy

KK K K\,
(9.19) Z*L+a'('47—l)g—az(3—7)8 = el

Wprowadzajac te zalezno$é do wzoru (9.18) okreslajacego @ = @(r, [} otrzymujemy po
wykonaniu przeksztalcer,

’ 3 3 6 5 3,2
0.20)  D(r,z) =k [i (r3__ 5_)_{_ 5*-26—{-( K° 1 K Kz )(32—{—

3 2,48 7 T 2,457 243

. Kbz  5K%z  S5K3z23\
BN v e A |

Jezeli znana jest juz funkcja naprezen @ w powyzszej postaci, to z zaleznosci (2.3) mozna
dla zakresu plastycznego okre$li¢ rozktad naprezen

P 3 3 5 3,2
L 0P :ko[K = —5——2—82+( L SNEL S )e3+ ]

G hed

r* 0z 44 y2 R T 472 2.43
©.21) . ] .
1 eor K 1 K® z 4
ngz—?w‘:—kolkl——'zl—"-s—?ﬁz—}‘ﬁﬁ—ss—r .]

Ksztattu powierzchni zewnetrznej poszukiwaé bgdziemy w postaci

(9.22) F=rotrietrei-ryedt ..
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Szukana powierzchnia jest powierzchnia nieobcigzona, wobec czego na tej powierzchni
@"(r, z) = Do = const. Jezeli wprowadzimy do tego warunku szereg okreslajacy ksztalt
szukanej powierzchni, to poréwnujac wspotczynniki. przy jednakowych potggach pa-
rametru &, mozemy okre§li¢ wspdtczynniki ry, ra, r3 itd. Ostatecznie, po wykonaniu tych
przeksztatcen, ksztalt powierzchni zewnetrznej mozna zapisaé nastepujaco:

K3z 1 K>  KS K5 K3z
(923)  r=ro— - ( z )52+

A WL BT L R I U B
( 3K°2%  3K°z | KPz | K%2® Kz | S5K°z 5K
+ 412,.% - 24128 + 410,53 +Z7IT+ 47,3 47,2 6. 43 2

gdzie ro = ]/ i [—3

Zaleta tego rozwwczama jest ogblna postaé zapisu ksztaltu powierzchni zewnetrznej

e EE

ko
C 2
niu przypadku skrecania sprezysto-plastycznego preta o zmiennej §rednicy metodg wprost,

w zaleznos$ci od trzech parametrow e, ®,. Jezeli zadanie polegato bedzie na rozwigza-

to mozemy wykonaé to w sposéb przyblizony, dobierajac wspodlczynniki e, ?o, D, tak,

aby powierzchnia okreslona wzorem r = r(z, 8:—6?‘5(1)0) jak najmniej réznita sie od

danej powierzchni rzeczywistej preta.
Dokiadniejsza analiza wyprowadzonych zaleznosci wykazuje, ze szereg okreSlajacy
promien graniczny r, jest stosunkowo stabo zbiezny dla wigkszych parametréow /1 e.

Tablica 3
I b=3D = cm/®P [kGom]
fem) rg [em] | @,[kGem] | Diem*] l/—
[em] r=3[lcm]l{r=4[cm]|r=5[cm]|r=6{[cm]
0 3,000 6,73 ko 0,4531 0,820 0,0000 0,0517 0,0756 0,0985
6,73 ko 19,10 ko 39,43 ko 69,77 ko
3 2,6342 5,20 ko 0,1605 0,633 0,0019 0,0519 0,0720 0,0856
8,11 ko 20,46 k, 40,79 ko 71,13 ko
6 2,3757 4,24 ko 0,0701 0,514 0,0232 0,0452 0,0584 0,0673
8,77 ko 21,11 ko 41,45 ko 71,78 ko
9 2,1808 3,57 ko 0,0354 0,434 0,0235 0,0407 0,0487 0,0548
9,12 ko 21,45 ko 41,78 k, 72,11 ko
12 2,0271 3,09 ko 0,0196 0,374 0,0224 0,0341 0,0410 0,0457
9,32 ko 21,65 ko 41,98 ko 72,32 ko
15 1,9018 2,72 ko 0,0118 0,330 0,0209 0,0291 0,0354 0,0337
9,43 ko 21,76 ko 42,10 ko 72,43 ko
18 1,7972 2,43 ko 0,0075 0,294 0,0192 0,0266 0,0308 0,0337
9,50 ko 21,81 ko | 42,16 ko 72,50 ko
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Staba zbiezno$¢ tego szeregu pocigga za sobg staba zbieino$¢ pozostalych szeregow.

Dlatego w dalszym ciggu rozwiazano przykiad numerycznie, bez stosowania metody
matego parametru; w tym przypadku /i £ moga by¢ dowolnie duze.

Rozwiazano przykiad, gdy zakres sprezysty jest okre$lony funkcjg naprezen wyrazona
wzorem (9.8), przy czym

_ 1 ko
£ == O’I[H]’ K——a— = 12,03 [cm].

Dla tych wartodci granicg migdzystrefowa mozna przedstawi¢ wzorem

! 1\
(9.24) ry= 50[—16(1+ﬁ)+]/256(1+T6) +5,79].

Okredlono dalej dla szeregu wartoéci / promien graniczny r

,» wartoéci funkcji naprezen
« . . . ;. . 4 . -
@ = P¢(I) na granicy migdzystrefowej, wartosci stalej D oraz b = VD = b(I). Réwnanie
zfem] &
] :
[
|
|
l
|
15— | —
]
3 | 2
ol @ =)
'?I'l \ ‘.f ,‘Q,
ell =y o | e
12— I ——
|
|
o
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oo S,
gk & t——ME
g e
2 1 &
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L | &
T
|
!
~ i
o i
b 1
3~ ‘,Q‘, .
s
m"
L
|
| L i -
0 2 4 6 8 r[cm_]
Rys. 7

linii najwiekszego spadku funkcji naprezen @ mozna, w zakresie plastycznym, dla przy-
padku materialu jednorodnego przedstawi¢ jako

(925) Z = I_]_b—‘l{z*z— [F(El,p)—F(SZ’ p)]’
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adzie F(e, p) jest calka eliptyczng pierwszego rodzaju, natomiast odpowiednie argumenty
sg rowne
V2
RN
Wzér na funkcje naprezed @° dla zakresu plastycznego mozna natomiast przedstawié
w postaci

b
g, = arc cosrrr—, &y == Arc COS'r

. b3 N Ay (/)
(9:26) @7 = @Z(IH‘K{—;]? [F (s, p)—F (2, P)]+ “g‘ )/ r*—D-- : 3

]/,-w‘)—ﬁ} |
Wyniki numerycznie obliczonych wartosci Az = (z—1), ¢ dla szeregu wartosci / podano
w tablicy 3. Na rys. 7 przedstawiono rodziny nieobcigzonych powierzchni zewngtrznych
ograniczajace strefe plastyczna znalezione numerycznie. Z przedstawionego rysunku
wynika, ze w mjar¢ narastania warstwy plastycznej (przy ustalonym obszarze sprezystym),
powierzchnia boczna zbliza sie coraz bardziej do powierzchni walcowej. Z przeprowa-
dzonych badan wynika, 2e mate zmiany $rednicy zewngtrznej preta skrgcanego pociagaja
za soba duze zmiany promienia granicznego migdzy strefg sprezysta a plastyczng — tym
wieksze, im bardziej materiat jest uplastyczniony.
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TITACTUYECKOE KPYUYEHHE HEOIHOPOIHLIX CTEPKHEIT
NNEPEMEHHOI'O OINAMETPA

Temott paGoTbI ABISIETCS IIACTHYECKOE KPYUEHUE CTEpKHelH IIePeMEHHOro HaMeTpa 13 MaTepHasa
C IPOH3BOJIBHOM MJ1aCTHUECKOH HEOMHOPOTHOCTRIO (3ABUCHMO OT KOODINHAT F, z B IPUMEHAEMOI 36Ch
UMNMHAPHYECKOH cHCTeMe KOoopAMHAT r, 0, z). 3/ecs MCIONB3YETCA MATEMATHUECKAS AHAJIOTHSI MEXXAY
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paccMaTpHBaexoii sajaueil u 3agaded O MIACTHUECKOM KPYYCHHH NPH3MATHYECKHX CTepi HeH H3 ma-
Tepirana ¢ Mpou3BoNLHOI ronepeunodt Heofpnopoanoctsio (Famsoc [3]).

Periicaie 3a7a4M TONYYEHO MyTeM BBENCHM (hyHKUHM HanpsuKenuii, Grarofaps yemy sajaua cBe-
nacoy « pemenuio ypasuenns |grad @ = k(r, z). M3 9T0ro ypaBHCHIA MOYKHO ONpeeNUTh JIMHHK HAH-
GospLuero makaona (GyHKIMH HanpspxeHuit @ a B NOCieUCTBHH Tarske QyHKIUIo @ 1 HANPKEHNST Ty
" Tgz.

TIpHBeNeH MCTOR NPOCKTIPOBAHHA TPYSUATLIX CTEPsICHEH MOMHOCTLIO NEPeXOALINAX B IIACTHYECIOE
COCTOSIHIIE M OBPATHBIIT METOM PEILEHHS 3alaUl 00 yIPYrO-IIaCTHUCCKOM KPYUEHHM CTEPYKHEN MTepeMeH-
[IOTO CeueHIsT 3 TUIACTHUECIKH HCOLHOPOIHOTO mMarcpuana.

PaceMOTpEH TaKyKe BOIIPOC ACHOPMAINM MIIACTHUECKOH 30HBI PACCMATPIIBAEMDBIX CTEpIKHELt.

[IpHBOMITCA PAA NPHMEPOE HIITIOCTPHPYIOUIMX PACCYMKIACHHS .

Summary

PLASTIC TORSION OF NON-HOMOGENEOUS RODS OF VARIABLE THICKNESS

The problem of plastic torsion of rods of variable thickness made of materials charactcrized by arbi-
trary plastic nonhomogeneity (depending on coordinates r, z of the cylindrical system r, 0, z) has been
considered in the paper. The mathematical analogy between the problem under consideration and the
problem of torsion of prismalic transversally nonhomogeneous rods (Galos [3]) has been used.

The solution is obtained by introducing the stress function @ what reduces the problem to the solution
of the equation

lgrad @ = k(r, 2).
This equation cnables us to determine the lines of maximum slope of the stress function @ and, next, the
function @ itself and the stresses 7o, and 1y;.
The method of designing the fully plasticized pipe rods is presented as well as the inverse method
of solution of the problem of elastic-plastic torsion of variable diameter rods made of plastic non-homo-

geneous matcrials. The question of deformation of the plastic zone in the rods under consideration has
been also presented. A number of numerical examples is given.
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