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1. Wstep

W pracy oméwiono dotychczasowe wyniki zastosowania programowania liniowego
do wyznaczania no$nofci granicznej uktadéw pretowych, plyt i powlok; zadanie dualne
i jego interpretacje; problem dostosowania oraz automatycznego obliczania konstrukeji
ramowych.

Intensywnoé¢ obcigzenia granicznego mozna wyznaczy¢ albo metoda statyczna (np.
KoopMaN, LANCE [12], SvoBoDA [19], GOCHFELD, CZERNIAWSKI [27], CYRAS [38], MIRZA-
BEKJAN, REITMAN [29], FRAINT [33], CerRADINI, GAVARINI [3], WOLFENSBERGER [22])
albo kinematyczna (np. Tanaka [20], Brusencow, Rzanicyn [25], Cyras [38], Rza-
NICYN [31], TERECHINA [32]).

W pierwszym przypadku — przy odpowiednim sformulowaniu zagadnienia — po-
szukujemy maximum mnoznika statycznie dopuszczalnego, w drugim natomiast — mi-
nimum mnoznika kinematycznie dopuszczalnego, przy czym takie sformulowanie wazne
Jjest dla obciaZenn proporcjonalnych, czyli prostych. Metoda statyczna wynika z twierdze-
nia o dolnej granicy obciazenia [21]: «Najwigkszy spoéréd statycznie dopuszczalnych
mnoznikéw obciazenia u, odpowiada rzeczywistej intensywnoéci obciaZenia granicznego
Ug, tzn, supu, = ue.» Z twierdzenia o gdrnej granicy obciaZenfa [21]: «Najmniejszy
sposréd kinematycznie dopuszczalnych mnoznikdw obcigZenia g, odpowiada rzeczywistej
intensywnoéci obciazenia granicznego, czyli infu, = ug,» otrzymujemy metod¢ kine-
matyczna (w obliczeniach praktycznych supremum przechodzi w maximum, za$ infimum
W minimum).

W przypadku obcigzert zmiennych, celem sformutowania interesujacego nas problemu
nos$nosci granicznej, bedziemy korzystaé z odpowiednich twierdzeri energetycznych o mi-
nimum energii dysypowanej (metoda kinematyczna) oraz maximum mocy obciazefl
zewngtrznych (metoda statyczna) [38]. Nalezy podkreélic, iz pojecie no$noéci granicznej
dla obcigzen nieproporcjonalnych ma réwniez sens, gdyZ zaréwno wlasnosci sprezyste,
jak i historia obciazenia nie wplywaja na wielko$é no$noéci. W przypadku obcigzen nie-
proporcjonalnych moze mieé¢ miejsce nowy jako$ciowo efekt — niedostosowanie. Jak
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wiadomo, zagadnienie dostosowywania ujmuja twierdzenia Melana i Koitera (por. np.
Kaczanow [28], Kona [111). ‘

Okazuje sie, ze zadania nosnoéci granicznej w ujeciu statycznym i kinematycznym
stanowia pare zadai dualnych programowania liniowego i to zaréwno dla obciazen
prostych, jak i zmiennych (BORKAUSKAS, Cyras [2], CERADINI, GAVARINI [4], CHARNES,
LemkE, ZIENKIEWICZ [6], CyRras [38], MAIER [14]).

Sciéle rzecz biorac, wyznaczanie wspotezynnika obcigzenia granicznego, przy pomocy
programowania liniowego, mozna uwaza¢ za automatyczne obliczenie, ktére ogdélnie
sprowadza si¢ do podania algorytmu rozwiazujacego. Takim algorytmem dla progra-
mowania liniowego jest np. metoda sympleksowa. Nieco inny algorytm dla automatycz-
nego obliczania ram zaproponowal LIVESLEY [13]. W nastepnym punkcie sformutujemy
wygodna dla naszych celéw problematykg programowania liniowego.

2. Programowanie liniowe

Ogdlnie rzecz traktujac, problematyke programowania mozna sformulowaé nastg-
pujaco [8]:
znalez¢ minimum (maximum) funkcji

Z2=f(X1, eeer X)) = F(¥)

przy ograniczeniach
gilxy, o, X)), =, 2}a;, i=1,...,m.

Je8li zardwno funkcja f, noszaca nazwe funkeji celu, jak i funkcje g;, i = 1, ..., msaliniowe,
to wowczas mowimy o zadaniu programowania liniowego.

Stosowanie programowania (liniowego lub nieliniowego) do rozwazanych problemow
wymaga dyskretnego opisu konstrukcji, Opis taki jest naturalny w odniesieniu do kon-
strukcji pretowych, natomiast przed zastosowaniem programowania do plyt i powlok
nalezy dokona¢ dyskretyzacji opisu. Jedng z nowszych metod opisu dyskretnego, tzw.
metode elementéw skonczonych, przedstawimy w rozdziale 6.

W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie tylko standardowe, kanoniczne oraz para-
metryczne programowanie liniowe, ktére w sposéb monograficzny ujete jest w pracach
Gassa [7]; CzerNIKOWA [34] i JuDina, GOLSZTEINA. [39].

Zadanie standardowe programowania liniowego formuluje si¢ nastepujgco [34]:

znalez¢ minimum (maximum) funkeji liniowej # zmiennych

(2.1) J(x) = ijxj

j=1
przy warunkach ograniczajacych nalozonych na zmienne xg, ..., x, postaci

n

-
(2.2) Za,-jxjéai; x;20; i=1,..,m; Jj=1,..,n
=1
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Zadanie poszukiwania minimum (maximum) funkcji (2.1) poddanej ograniczeniom
postaci

n

2.3) Za,-,-xj:ai; x;=0;, i=1,.,m; j=1..,n,
j=1

nazywamy kanonicznym zadaniem programowania liniowego. Zadanie kanoniczne tatwo
rozwigzaé przy zastosowaniu algorytmu noszacego nazwg metody sympleksowej; stad
koniecznoéé przeprowadzenia zadania standardowego do kanonicznego. W tym celu

n

wystarczy w zadaniu standardowym zamieni¢ kazda nieréwnosé Za,jxj< a; dwiema
j=1

zaleznosciami:

n
(23,) Z a,-jxj~|—zi~a, = O, z; = 0.
j=1
Dla danego zadania programowania liniowego mozna ulozyé tzw. zadanie dualne, ktdre
dla zadania kanonicznego, polegajacego na znalezieniu maximum formy (2.1) przy ogra-
niczeniach (2.3), formuluje si¢ nastgpujaco [39]:
zminimalizowaé forme m zmiennych

m

] () = Z‘ GY;

i=1

przy ograniczeniach

2

L/a,:,y,-}b_,’ j=],...,n.
j=1

Jak stad wynika zmienne y; nie musza byé nieujemne.
Rozpatrzmy teraz zadanie standardowe, w ktérym nalezy znalezé maximum formy
(2.1) przy ograniczeniach (2.2). Zadanie dualne do niego ma postaé nastepujacy:
zminimalizowaé forme
m
Py O
S = 2_, aiyi
. i=1
przy ograniczeniach
m
Samzb, |
_/aijyi¢bj> J=1>"'7n)
i=1
yi>0’ i=1,...,m.
Najogdlniejsze zadanie, w ktérym ograniczenia sa mieszane, tzn. maja postaé réwnosci
Jub nierdwnosci, a wystepujace zmienne niekoniecznie sa nieujemne formutuje si¢ naste-
pujaco [39]:
znalezé maximum formy

Z bjx;

Je=1
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przy ograniczeniach
n
Za,-jx,-<ai, i=1,...,m1<m,
=1
n
Ay Xy = a;, i= ml—i—l,...,m,
j=1
x; 20, j=1,...,n;,<n.

Zadanie dualpe do powyzszego polega na minimalizacji formy liniowej
m
Z a; )i,
i=1
przy ograniczeniach
nt

Zaijyi>bj’ j=1""’nl<n,

i=1
m

Zaijyi =b;, Jj=n+1,..,n,

i=1
y,-}(), i=1,---,m1<m.

Przedstawione zadania programowania liniowego mozZna rozwiaza¢ na maszynach ma-
tematycznych, stosujac algorytmy standardowe, jak metod¢ sympleksowa, dualna metode
sympleksowa. W tym kryje si¢ gldwna przewaga, z praktycznego punktu widzenia, tego
programowania nad programowaniem nieliniowym, ktére na ogél wymaga stosowania
specjalnych algorytmoéw rozwiazujacych (poréwnaj np. Biron, HobGe [1]).

Czasami w zastosowaniach spotykamy si¢ z zadaniami, w ktérych albo wspdiczynniki
funkcji (2.1), albo elementy macierzy A= |layl| i=1,...,m;j=1,...,n lub tez
wyrazy wolne a,, ..., a, zmieniaja si¢ w pewnym przedziale na osi rzeczywistej. Taka
postaé problemu nazywamy programowaniem parametrycznym [7].

3. Uklady pretowe

Zastosowanie programowania liniowego do ukladdéw pretowych bylo przedmiotem
rozwazan TANAKI [20], Svosopy [19], NicHOLLSA [15], RAUTU, CHIROWU [16] i [17], CERA-
DINIEGO, GAVARINIEGO [3], CHARNESA, LEMKEGO, ZIENKIEWICZA [6], Cyrasa [35], [36],
[38], GyLYsA, ZAKAREVICIUSA, CYRASA [26].

3.1. W pracy SvoBODY [19] problem rozwiazano metoda statyczna dla obciagzen pro-
stych.

Autor czyni nastgpujace zalozenia:

- . 13. ..
a) w kazdym przekroju funkcja M =1 (E) _]CISt zbudowana przy przyj¢ciu obrazu geome-
trycznego takiego, jak na rys. 1, gdzie przez g i M oznaczono, odpowiednio, krzywizng
osi prgta oraz moment zginajacy w rozpatrywanym przekroju preta. Z rys. 1 widaé, iz
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zalezno$¢ moment—krzywizna dla ciala sprezysto-idealnie-plastycznego nie jest jedno-
jednoznaczna. Trajektorie obcigZania i odcigZania moga byé rdzne, co zilustrowano
odpowiednimi strzatkami;

b) wplyw sit normalnych i poprzecznych na uplastycznienie mozna pominag;

¢) liczba przegubdw plastycznych jest dostateczna, tzn. moze wytworzyé sie zupelny
lub czgéciowy mechanizm zniszczenia;

d) odksztalcenia sa male, co pozwala stosowal takie same réwnania réwnowagi,
jak dla stanu nicodksztalconego;

e) elementy maja idealne przekroje — mozna traktowa przeguby plastyczne jako
punkty;

f) problem wyboczenia mozna pominac.

Przeguby plastyczne powstaja: w punktach obcigzenia skupionego, w miejscach,
gdzie sila poprzeczna zmienia znak (ekstremum momentu zginajqcégo w tym punkcie)
oraz w punktach utwierdzenia. W przypadku obcigzen ciaglych nalezy réwniez zlokali-
zowaé polozenie przegubu plastycznego wytworzonego przez to obcigzenie, np. metoda
kolejnych przyblizen. Na ogél wygodniej jest zastapi¢ obcigzenie ciagle pewng liczba
mozliwie gesto rozmieszczonych obcigzen skupionych.

M

/
fobc.= /// odc.

L_/ ¢

Rys. 1

ng

Poniewaz z sit wewnetrznych uwzgledniono tylko moment zginajacy, wiec warunek
dopuszczalno$ci pola momentéw ma postaé

(3~I) "’Mo.ig M, < My,

gdzie symbolami M,,;, ¥M,,; oznaczono momenty zginajace graniczne w i-tym przekroju.
Roéwnanie (3.1) tatwo sprowadzié do postaci

(3.2) 0 Y < Dy,
w ktérej symbole Y; oraz D, oznaczaja
(3.3) Y, = Mi—vyMo;, D;= Moi—rMo,;.

Warunek (3.2) wskazuje na nieujemnos$é wielkosci Y;. Wystarczy wigc rozwazad
uktad

(3.4) : Y, < D,.
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Dla pelnego sformufowania problemu, oprdcz nieréwnosci typu (3.4) nalezy dolaczyé
jeszeze odpowiednie, niezalezne réwnania réwnowagi wydzielonej czgéci uktadu. Warunki

te uzyskujemy korzystajac z rys. 2.

- vi_ I‘ ul —mB
- { .
5 a

VL O

1o
;}\
A
&

!
S
'

+ _
LN

Rys. 2

Dia preta (poziomego lub pionowego, rys. 2a, b), otrzymujemy réwnanie
3.5 M; = uM,—oMy-+Miu,
gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
M{ — wplyw od obciazenia migdzyprzestowego,
M,, My, — wplywy od obciazen we¢ztowych,
u — wspokezynnik intensywno$ci obcigZenia miedzyprzestowego. Po uwzgle-
dnieniu rownosci (3.3) i réwnania (3.5) uzyskamy

(3.6) Yi—uY, oYy —Mip = —vMo ;+uvMo ,—vv My .
Z rys. 2¢c wynikaja réwnania réwnowagi wezta
(3.7) Moy j Mot Mo i My Mg pn = 0.
W réwnaniu (3.7) uM; ;; jest danym obcigZzeniem momentowym wezla.
Z réwnan (3.3) (3.6) i (3.7) otrzymujemy
(3.8)  Yoi—v, it Yo it Yaj—1+ Yo tuMs; =
= —vMop,iz1,j—VMoa,i,;— VMo u,i,jm1— Y Mopij-
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Réwnanie pigter uzyskamy z rys. 2d,
(39) A1,j+A2,j—l_ +Am,j+(Vl+ “re +Vj)/u‘ = 0

W przypadku, gdy wszystkie stupy j-tych pigter maja jednakowa wysoko$é #, wtedy réw-
nanie (3.9) — po pomnozeniu go przez h i uwzglednieniu zalezno$ci (3.3) — przyjmie
nastgpujaca postaé:

(310) Yd,l,]+Yd,2,j+ +Yd,m,j+yrh,l,j+ +I,h,m,j+h'(Vl+ +Vj)/u‘ =

—_ ﬂvMO,d,l,j"— . —’VMO,,]',,,,]'—’VMO,],'L]-— e _‘VMO,h,m,j-

Obecnie mozna juz jednoznacznie sformutowaé problem w terminach programowania
liniowego, korzystajac z twierdzenia o dolnej granicy obcigzenia. Nalezy znalezé maximum

M (whkNm)

Thi 50
50,
LI l ] /ﬁé -
! c 2 A
5

lmv —50 ,(fﬁ
A0 2 50

5 b
77 WJ‘ 50 50

Rys. 3

funkcji z = u, przy jednoczesnym spelnieniu warunkdéw (3.4), (3.6), (3.8), (3.9) lub (3.10).
PrzejdZmy teraz do omoéwienia wynikéw uzyskanych w pracy [19], a odnoszacych sig
do ramy przedstawionej na rys. 3a. Uklad ten zostal rozwiazany przy nastepujacych
danych: M, = 5kNm, vMy, = —5kNm.
Odpowiednio z réwnan (3.6), (3.8) i (3.10) otrzymujemy:
Y,—0,5Y15-+0,5%,—2u = —(—5)+0,5(—5)—0,5(—5),
Yi—0,5Y34+0,5Y 3 —2u =5,
Yi,+7Y, = —(—=5)—(~9), '
Yort+Ys = 10,
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Y31+ Y34+ Yss = 15,
Yar+Ys6+Yaz = 15,
Y13+ Y24+ Y3+ Y4 +8-0,5u = 20,
Y35+ Yas+Ys34+Y6a+8(0,54+0,5u = 10.
Dla kazdego rozwazanego przegubu plastycznego, zgodnie z (3.4), mamy:
Y, <5—(=5 =10, i=1,...,8.

Tak sformulowany problem rozwiazano metoda sympleksowa na maszynie matematycznej
MINSK 1. Otrzymany wspétczynnik noénosci granicznej wynosi pg = 2,5.

Rysunek 3b przedstawia wykresy momentéw zginajacych dla ramy obciazonej zgodnie
ze schematem podanym na rys. 3a, lecz dla obciazenia granicznego; obcigzenie to otrzy-
mujemy zwiekszajac 2,5-krotnie wartoscl sit przedstawionych na rys. 3a.

3.2. Sposdb sformulowania zagadnienia w ujgciu metody kinematycznej podano
w pracy TANAXI [20] dla obcigZzen prostych inieproporcjonalnych. Przypadek, gdy ukiad
poddany jest obciazeniom nieproporcjonalnym (zagadnienie dostosowania) omdéwimy
w pukcie 3.4. »

Zatézmy, ze na rame dziala obcigzenie skupione. Niech ponadto spelnione bgda po-
stulaty a—f omdéwione w punkcie 3.1. Postulat matych odksztalcen pozwala zamiast zasady
mocy przygotowanych stosowaé zasade prac przygotowanych. Z definicji kinematycznie
dopuszczalnego mnoznika ebcigzenia u, [21] mamy:

;Moi|0i| .
3.11 _=—— dl P.o. >0,
( ) M ;‘Pkak a % & Ok

gdzie:
Moi(0) — moment graniczny (kat obrotu przygotowany) w i,

P,(9,) — obcigzenie zewnetrzne (przemieszczenie przygotowane) w k; przez { — ozna-
czono przekroje, w ktérych moga powstaé przeguby plastyczne, a przez k
punkty przytozenia obciazenia zewngtrznego.

Niech dalej

1
(3.11.1) m=ﬂ21’k6k,
. 0 k

gdzie w (3.11.1) _716/[ zdefiniowano nastepujaco:
(3.11.2) L D Moo
1

Oznaczmy przez M; dowolny moment zginajacy w przekroju i, przy czym otrzymane
w ten sposéb pole momentéw rownowazy obciazenie zewnetrzne. Zgodnie z zasada prac
przygotowanych mamy dla pola kinematycznie dopuszczalnego:

(3.11.3) D) Pubi= ) M0
k i .



ZASTOSOWANIE PROGRAMOWANIA LINIOWEGO 15

Z (3.11.1) i (3.11.3) otrzymujemy:
1

1
3.12 m=— MG, = —.
(3.12) M £ e

Dla ramy n-krotnie statycznie niewyznaczalnej uzyskujemy n niezaleznych rozkladdw
momentéw resztkowych; istnieje wiec n zaleznosci migdzy katami obrotu @;. Oznaczajac
przez R} a-ty moment resztkowy w 7, na mocy zasady prac przygotowanych otrzymujemy:

(3.13) DR =0, a=1,..,n.
i

Z réwnan (3.11.2), (3.12) 1 (3.13) mamy:

(3.14) D=1, drg=0
i

i

oraz
(3.15) m = Zn,-z‘},.
W réwnaniach (3.14) i (3.15) wprowadzono nastepujace nowe wielkosci
ar Mo; ¢ RY at M,
15. i = ——0;, f=- i = .
(3.15.1) | J 7 r M, n o

0
W celu speinienia warunku nieujemnoséci (por. (2.3), rozdz. 2) wystarczy przyjaé &, =
= 9 —07, gdzie 9} =0, 97 > 0. Tym samym problem sprowadzony zostal do znale-
zienia maximum formy (3.15) przy ograniczeniach (3.14). Z réwnania bowiem (3.12)

, skad g = , o jest zgodne z odpowiednimi twierdze-

min geg max m
niami, por. [21], [28], teorii stanéw granicznych. Maximum formy m mozna obliczyé przy
pomocy dualnej metody sympleksowej.

Jako prosty przyklad rozwazmy rame, przedstawiona na rys. 4a, dwukrotnie statycznie
niewyznaczalna, o 4 krytycznych przekrojach; istnieja wiec dwa zbiory rozkladéw mo-
mentdw resztkowych. o

Dowolny rozktad momentéw bedacych w réwnowadze z danym obciaZeniem zewngtrz-
nym oraz dwa zbiory momentéw resztkowych mozna otrzymaé zamieniajac dana rame
na uklad statycznie wyznaczalny. MoZemy to uzyskaé przez wstawienie dwu przegnbdéw
(rys. 4b-d). Rysunek 4b obrazuje rozklad momentéw od danego obcigZenia.

(3.16) : M, = —~M,, My=M, Ms=M,=0.

Rozktady momentéw zginajacych pochodzacych od momentéw dzialajacych w prze-
gubach « i f przedstawiaja odpowiednio, rys. 4c i 4d. Stad resztkowe momenty Rf oraz
RE,i=1,2,3,4wynosza:

wynika, Ze max m =

(3'16'1) Ri=3MO’ -Raé: '——g‘MO’ Ra3"—:2M0; ’Rﬁ-z'—MO)

(3.16.2) Rf = —3M,, RS=2M,, RE=—M, R=2M,.
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Z rys. 4a widaé, ze momenty plastyczne w interesujacych nas przekrojach krytycznych
Wynosza:

(3163) M01:M02:2M0, M03=M04:M0.
Z réwnan (3.15.1), (3.16), (3.16.1), (3.16.2) i (3.16.3) otrzymujemy:
3 5
"::-2‘: rg: _E) ;g:z’ r4:—1’
B 3 B B B
ry = ——+, r2=17 r3=_—1, '4:2’
2
L=
ny = 7’ 2—2’ 3= Hg =
Dla tych wartosci, stosujac dualna metodg sympleksows, otrzymano max m = -, czyli
_7
HMe ok
lMg/Lg s
2 __3 My/ly -M, Y
Mo | / 7 \Ig?
g
My p {‘
i S
i =
Ly L, B
T b
a
S py
3, %% -3,
A

Rys. 4

3.3. CHARNES, LEMKE, ZIENKIEWICZ [6] po raz pierwszy udowodnili, iz sformutowania
statyczne i kinematyczne dla ukladdéw pretowych stanowia pare zadad dualnych pro-
gramowania liniowego.

Rozpatrzmy uklad obciazony silami skupionymi, ktére bedziemy charakteryzowaé
wektorem P = (P,, ..., P
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Z zasady prac przygotowanych mamy:
3.17) M”60 = uPT§,
gdzie lewa strona przedstawia prace dysypowana w przegubach plastycznych na katach
obrotu 8 = (0,, ...,0,)7, za§ prawa — prace sit zewnetrznych na przemieszczeniach
§=(01,.--,8,) ;M= (My, ..., M,)T jest wektorem charakteryzujacym momenty
w ukladzie, 4 jest mnoznikiem obcigZenia, za§ symbol T oznacza transponowanie macierzy.
Wzér (3.17) podany jest w zapisie macierzowym. Korzystajac z regul mnozenia macie-

n

I3
rzowego otrzymujemy zaleznos¢: ZM,O,- =y 2, Pi6,. Warunki zgodnosci mozna za-
i=1 k=1

pisaé w postaci
(3.18) C6 =0,
gdzie C przedstawia macierz zgodnodci.

Z warunkéw geometrycznych wynika, Ze

(3.19) PT§ = aTo.
Z (3.19) i (3.17) otrzymujemy
(3.20) M"~ua™) o =0

[0 ile zachodzi (3.18)].

Korzystajac z lematu Farkasa (por. [34]) wnioskujemy, Ze istnieje wektor u taki, iz
3.21) MT—ua” =u"C. _
Otrzymali$my wigc najogdiniejsza, parametryczna postaé rdwnan wyrazajacych statyczna
rownowage uktadu (parametrem jest wektor u). Je$li obroty odpowiadaja mozliwemu
(tzn. spetniajacemu warunki kinematycznej zgodnosci) mechanizmowi zniszczenia, to:

D, Moj10;] = uP78 = a6,

i \
gdzie M,; oznacza moment graniczny w j-tym przegubie. Uwzgledniajac definicje kine-
matycznje dopuszczalnego mnoznika obcigzenia otrzymujemy zadanie programowania
nieliniowego:

znalezé
2 Mo;\0;]
H J
min ™o ,
przy ograniczeniach
Co=0.

Powyzsze zadanie mozna sformulowaé jako zadanie programowania liniowego na-
stepujaco: ‘

znalezé
(3.22) ‘ minMg(6++6-),
przy ograniczeniach
(3.22.1) a’(0t—07) =1,
(3.22.2) _ Ce*—6")=0,

(3.22.3) 8+ =0, 6->0.
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Zadanie dualne ma postaé:

znalezé
(3.23) max u
przy ograniczeniach
(3.23.1) paTuTC < M7,
(3.23.2) —uaT—uTC < MF.
Jesli uwzglednimy (3.21), to zaleznoéci (3.23)-(3.23.2) przybiora postaé:
znalezé
(3.24) maxy
przy ograniczeniach
3.24.1) —M74pa™+u"C = 0,
(3.24.2) MT< M7,
(3.24.3) —MT< M3

Zwiazki (3.24)-(3.24.3) sa niczym innym, jak wypowiedzia, w terminach liniowego pro-
gramowania, twierdzenia o dolnej granicy obciazenia.

Cyras w pracy [37] oméwia réwniez problem dualnoci, przy czym wychodzi on z dwo-
isto$ci twierdzen o maksimum mocy obciazenia zewngtrznego przy odpowiednich ogra-
niczeniach na momenty resztkowe i minimum predkoéci dysypacji energii przy ograni-
czeniach na predko$ci przemieszczen. Zagadnienie to jest réwniez przedstawione przez
tegoz autora w [38].

34. Problem dostosowywania dla ram rozpatrzyl TANAKA [20]. Twierdzenie o do-
stosowywaniu dla ram sformulujemy nastgpujaco: jeSli istnieja momenty reszikowe R,
spetniajgce nieréwnosci .

RiA-puMifyy < Moi,
—Ri“,uMEpr< Mo,
to nastapi dostosowanie ramy; R; oznacza moment resztkowy w przekroju 7, u oznacza
mnoznik obciazenia, natomiast M7, i Mj,, oznaczaja, odpowiednio, maksymalny
1 minimalny moment spreZzysty w przekroju i dla kazdej kombinacji danych obciazen
(stosujemy tutaj oznaczenia jak przy omawianiu metody kinematycznej w ujeciu TANAKI).

Twierdzenie powyZsze jest oczywifcie wnioskiem z uogdlnionego twierdzenia Melana
(por. [11]). Oznaczmy przez s taki mnoznik obciazenia, ze dla u<< s uklad dostosowuje
si¢, natomiast dla y > s nie. Autor podaje prosty sposéb wyznaczania mnoznika s, ktdry
wynika z twierdzenia, bedatego zarazem wygodnym sformulowaniem zadania progra-
mowania liniowego dla problemu dostosowywania:

jesli nalezy znalezé max m, gdzie

(3.25)

1

(3.26)  m= (D) M 00— E Minbr)s M= 3 Mo+ > Mo,
[i) i i i

przy ograniczeniach

(3.26.1) DR~ DRi6r =0, 6 =0, 67 >0,
i i ) . ’
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to

I

Ea.li—'

(3.26.2) max m

Stad otrzymujemy, ze § = "

MnozZnik § nosi nazwe mnoznika bezpiecznego (por. [14]). Celem ilustracji rozwa-
zafn ogdlnych TANAKA przedstawit rozwigzanie dla prostej ramy przedstawionej na
rys. 5, w dwu przypadkach:

1) 0< P< 12Mo/L,, O< Q< 7 Mo/Ls,
2) 0< P< 12 Mo/Lo, —T Mo/Ly< Q< 7 Mo/L,
P
Lo T
q 3
Iz 0M, 4
J 5M, 5M,
7 5
Rys. 5 :

Otfzymano s = 2 dla obydwu przypadkéw. W pracy [20] sformulowano réwniez problem
projektowania ram o minimalnym ciezarze, przy czym projektowanie dotyczy noénosci
granicznej.

3.5. Cyras w swojej ciekawej ksigzee [38], bedacej niejako podsumowaniem dotychcza-
sowych wynikéw w dziedzinie zastosowania programowania_ liniowego do obliczen spre-
zysto-idealnie plastycznych, plaskich konstrukcji pretowych omdwil réwniez interesujace
nas zagadnienie nos$nosci granicznej. Wydaje sie celowe przedstawienie w zwigzlej
formie tego sformutowania, gdyz obejmuje ono — jako przypadki szczegdlne — nasze
poprzednie rozwazania.

3.5.1. Niech rozpatrywany ukiad ramowy bedzie obciaZony silami skupionymi, ktdre
charakteryzowaé bedziemy wektorem obcigzenia P = (Py, ..., P,)7, przy czym dla ob-
ciazen zmiennych przyjmujemy nastepujace oznaczenia: P,e[P;, P,f] (przedzial zmien-
noici k-tej sily). Dla okre§lonoSci autor zaklada, ze Py <0, za§ Pr>=>0, k=1, ...,p
Oczywidcie nie zawsze Py i Py musza byéréznych znakdw. Oznaczmy przez i, i =1, ..., 1,
numer przekroju, w ktérym moze powsta¢ przegub plastyczny. Wéwczas momenty zgi-
najace w ukladzie charakteryzuje wektor M = (M, M5, ..., M,)".

Niech wektor R = (Ry, R,, ..., R,)T charakteryzuje momenty resztkowe. Momenty
graniczne wygodnie jest przedstaWIé w postaci wektora My = (Mm, <es My,)T, a pole
predkosci odksztatcen plastycznych wektorem 8 = (6,,0,, ...,0,)T; 0, oznaczal bedzie
predko$é zmian kata obrotu w i-tym przegubie plastycznym. Predko§¢ przemieszezein
scharakteryzujemy wektorem @ = (&, 9,, ... 9,_)7, gdzie I oznacza stopien statycznej
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niewyznaczalnoéci uktadu. Ponadto zakladamy, Ze speinione sa postulaty a—f przed-
stawione w punkcie 3.1.

Wiadomo, ze warunki statycznej zgodnosci sit wewnetrznych i obcigzen zewnetrznych
mozna zapisaé w nastgpujacej, macierzowej postaci:

(3.27) C™ =P,

natomiast warunki zgodnosci kinematycznej predkoéci przemieszczen i predkoseci od-
ksztatcen zaleznodcia

(3.28) CY =0,

gdzie C = ||¢;;|| oznacza macierz wspdlezynnikéw zgodnosci, C” jest macierza tran-
sponowang macierzy C.

Pole momentéw resztkowych bedziemy nazywac:

a) dopuszczalnym, jedli w sumie z maksymalnymi momentami sprezystymi nie prze-
kracza momentdw granicznych,

b) statycznie mozliwym, je§li spelnia warunki réwnowagi,

¢) statycznie dopuszczalnym, jedli speinia warunki a) i b).

Korzystajac z twierdzenia, ktére oznaczymy symbolem I: Sposrdd statycznie dopusz-
czalnyeh pdl momentow resztkowych w ukladzie, w Stanie granicznym rzeczywistym jest to,
przy ktérym moc cyklu obciqzedi zewnetrznych jest maksymalna (por. Kaczanow [28)),
mozna sformutowaé nastgpujace zadanie programowania liniowego:

znalezé
(3.29) max( D Py o— D P og),
k k
przy ograniczeniach
(3.30) Db P+ Y bR Pr RS My,
k k

(3.30.1) — X' baPi— D) Prbi—R< My,
. k k

(3.30.2) — D eyRi=0, i=1,n j=1l,.,n=l,

(3.30.3) PFE>0, —Pr=0, k=1,..,p,

gdzie 67 (5;) oznacza predkosé przemieszczen w kierunku sity PiF(Py), natomiast by, sa
elementami macierzy wplywu. Przyjmujemy, Zze &f = 0, d; = 0.

Wyrazenie Z,’ P 6,?—2P,: d¢ oznacza moc sit zewnetrznych, warunek (3.30.2) wy-

k %
raza zgodnos¢ statyczna. Trzeba jeszcze zinterpretowaé zwigzki (3.30) i (3.30.1). Moment
w przekroju i, w zakresie sprezystym, moZna wyrazié jako M, = . by P (b sa ele-

spr

mentami macierzy wptywu).
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Jedli oznaczymy przez

bt — {b,‘k dla b,’k = 0,

(3.31) EZ0 0 dla by <0,
b~ 10 dla bik 2 01
(3.31.1) ik = {b,-k dla by <0,

to ekstremalne warto$ci momentéw (zakladajac prace sprezysta ukladu) przyjma postaé

.

(3.32) M= D bi P+ D) bapi,
k k

(3.32.1) Miy = D bi P4 D) bapt.
k k

Dla dopuszczalnego pola momentdw resztkowych powinny by¢ spelnione zaleznosci
(333) _MOE_Mi§1)1-< R,< MOi—Mi;px" = 1, ey 1T,

Uwzgledniajac w (3.33) zwiazki (3.32) i (3.32.1) otrzymujemy statyczne (w sensie twierdze-

nia 1) sformutowanie problemu nosnoéci granicznej w terminach programowania linio-

wego (3.29)-(3.30.3). Oczywiscie poszukujemy przedziatu zmiennoéci kazdej z sit P,.

3.5.2. Dla przypadku obcigzen proporcjonalnych, tzn. gdy Pi = —P; = uP? (u—

mnoznik obciazenia, PP — stala wartoéé dla kazdego k), przyjmujac ponadto 3 P2(6; —
k

—&;7) = 1 [mozna tak przyjaé, gdyz &, 0y nie wchodza do zwiazkéw (3.30)-(3.30.3)],
otrzymujemy z (3.29) — (3.30.3) po prostych przeksztatceniach zadanie:

znalez¢é
maxu,
przy ograniczeniach
Mi < MOi 3
_Mi < MOi:

pdi— X eiM; =0, w0, i=1l,,m j=1,..,n-,

gdzie przyjeto d; = D¢ 3 PPby, M; = Ri+u D Pby. Sformutowanie to jest oczy-
i % %

wiscie wypowiedzia twierdzenia o dolnej granicy obciazenia.

3.53. Udowodnimy, iz ze zwigzkdéw (3.29)-(3.30.3) mozna wyprowadzi¢ omowione
juz twierdzenie o dostosowaniu ram [por. (3.25)]. Interesowaé nas bedzie tylko pole do-
puszczalne, wigc warunku (3.30.2) nie bedziemy bra¢ pod uwage.

Polézmy Pi = uPP+, Py = uPP~, gdzie u jest mnoznikiem obcigzenia, za§ PP+ =0,
P~ <00 sa ustalone. Wéwczas ktadac > PR+ 6F — D) PP~ 0i = 1,2 (3.29), (3.30), (3.30.1),

K k

(3.30.3), otrzymujemy zadanie:
znalez¢

maxzu
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przy ograniczeniach
RiFuMit, < Mo,
—Ri— Mg S Moy,
pu=0,

co wladnie jest twierdzeniem o dostosowaniu.

Wydaje sie, iz ostatni wniosek nie zostat do tej pory nigdzie przedstawiony.

3.54. Przejdzmy obecnie do sformutowania kinematycznego (w sensie ponizszego
twierdzenia II) problemu nogno$ci granicznej (Cyras [38)).

Pole predkosei przemieszezen bedziemy nazywac:

a) dopuszczalnym, jesli sktadowe tego pola sa ograniczone (indywidualnie lub w pe-
wnych kombinacjach),

b) kinematycznie mozliwym, jesli spetnia warunki zgodnoéci kinematycznej,

¢) kinematycznie dopuszczalnym, jeéli spelnia a) 1 b).

Zadanie programowania liniowego zbudujemy, wykorzystujac twierdzenie IL: Sposréd
kinematycznie dopuszczalnych pdl predkosci przemieszczen rzeczywistym jest pole, ktéremu
odpowiada minimalna moc dysypowand.

W sformufowaniu kinematycznym, niewiadomymi sa predkosci odksztalcen i prze-
mieszczen, zwigzane warunkami zgodnoéci kinematycznej. Zamiast macierzy zgodno$ci
mozna rozpatrywaé macierz wplywu, gdyz wowczas rowniez beda spelnione warunki
zgodnosci. Tak wiec predko$é przemieszezenia 9y, w kierunku dzialania k-tej sity mozna
zapisa¢ nastgpujaco:

(3.34.1) 9 = 3 b6 — > balr,

(3.34.2) i = Z‘b,ko ~

P‘
=+
2
=
i
—
3
I
bmnd
=

gdzie 0, = 0+ —0;,0 > 0,07 = 0O
Zgodnie z okreSleniem dopuszczalnego pola predkosci przemieszczer istnieja ogra-
niczenia, ktére oznaczymy przez &7 = 0, d; =0, czyli pole to bedzie spelnia¢ warunki

(3.35.1) 9 = Of,
(3.35.2) —9r =00, k=1,..,p

Tak wigc na podstawie ostatniego twierdzenia, zaleznosci (3.34.1)-(3.35.2) i okreélenia
pola kinematycznie dopuszczalnego, otrzymujemy zadanie:
znalezé

(3.36) min [ 3 Mo(0F +67)].
I

przy ograniczeniach

(3.37) D vitor— D bor = o,
i i
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(3.37.1) — D bibi+ D, b0 = o7,

(3.37.2) O —07— > ey =0, j=1,...,n—1,
' 7

(3.373) 05 >0, 0r>0, i—=1,....n

gdzie ZMOi(Gi*—I—O;) oznacza moc dysypowang, za$ zwiazki (3.37.2) wyrazaja warunki

kinematycznej zgodnosci.

Modele (3.36)-(3.37.3) oraz (3.29)-(3.30.3) stanowig parg zadaii dualnych.

W pracy [36] CYRAS rozpatrywat zwiazki miedzy modelami projektowania opty-
malnego a modelami, w ktorych poszukujemy obcigZzenia granicznego [te ostatnie, to
zadania (3.29)-(3.30.3), (3.36)-(3.37.3)]. Okazuje sig, iz tj/lko dla obcigzend proporcjo-
nalnych modele te sg réwnowazne, tzn. z modelu projektowania optymalnego otrzymu-
jemy obciazenie graniczne i na odwrét (por. réwniez [38]).

W ksiagZzce [38] omdwiono réwniez zagadnienie optymalnego projektowania na mi-
nimum cigzaru 1 wyznaczania cigzaru oraz okreSlania przemieszczed poprzedzajacych
zniszczenie. _

3.6. Wykorzystanie danych eksperymentalnych dia sformulowania zadania nos$nodci
granicznej rozpatrzyli GyLYs, ZAKAREVICIUS, CYRAS [26].

W pracy przedstawiono modyfikacje zadania programowania liniowego, w oparciu
o znajomos$é rzeczywistego mechanizmu zniszczenia, dla przypadku obciazen prostych.
Zbadanie modelu danego uktadu pregtowego daje nam informacje co do przekrojéw, w kté-
rych tworza si¢ przeguby plastyczne; innymi slowy poznajemy rzeczywisty mechanizm
zniszczenia. Znajomo$é tego mechanizmu pozwala zmodyfikowaé zaréwno metode sta-
tyczna, jak i kinematyczng. Modyfikacja polega na sprowadzeniu zadania programowania
liniowego do ukladu rédwnan liniowych, co upraszcza rozwigzanie.

Rozpatrzmy zastosowanie danych eksperymentalnych do metody statycznej, dla
ktdérej model matematyczny przedstawiono w punkcie 3.5.2. Zalézmy, iz po ekspery-
mencie okazalo sie, ze utworzyt sie catkowity mechanizm zniszczenia, tzn. powstato /4-1
przegubdw plastycznych (I — stopien statycznej niewyznaczalnoéci). Oznacza to, ze /41
‘nieréwnosci przedstawiajacych warunki plastycznoéci — sa to nieréwnosci typu My; == M,
—M; < My, — przechodzi w réwnoséci. Poniewaz mamy n—/ réwnan opisujacych zgod-
no$é statyczng, wiec w sumie otrzymujemy /-4-1-+4n—I/= n4-1 linjowo niezaleznych
réwnan. Liczba niewiadomych réwniez wynosi n-+1 (mnoznik obciaZenia oraz n wartosci
momentéw M;, i = 1, ..., n). Ale poniewaZ mechanizm zniszczenia jest calkowity wigc
znamy I41 momentéw M;. Sa one oczywiScie réwne momentom granicznym My;.
Latwo. udowodni¢, ze pozostalych n—I niewiadomych wyznaczyc mozZna z nastgpujag-
cego ukladu réwnan:

(3.37.4) (151) = D'C, M,,

gdzie D= | D, éH jest macierza stopnia n—/, D= (d,, ..., d,_)", macierz ¢ otrzy-
mujemy z macierzy CT przez wykresleme kolumn odpowiadajacych momentom w 741
przegubach plastycznych, macierz €, powstaje z macierzy CT przez wykre§lenie kolumn,
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ktére odpowiadaja momenton mniejszym od granicznych. Macierz C ma (n—1I) wierszy
i (n— I—1) kolumn, za$ macierz C, jest macierza o (n—I) wierszach i (/+1) kolumnach.
Wektor M o (n—I—1) skiadowych powstaje z wektora M = (M, ..., M,)" przez wy-
kreslenic momentéw M,; = My;, natomiast wektor 1\710 sktada sie z tych elementdw
wektora My, ktdére odpowiadaja przegubom plastycznym (czyli wektor M, ma /1 skla-
dowych). Macierz D-! jest macierza odwrotna macierzy D. Jak rozumieé stowo «odpo-
wiadajacych»? Oto wyjasnienie: je§li np. w przekroju oznaczonym numerem 1 powstaje
przegub plastyczny (M, = M,,), to w macierzy CT wykreslamy (lub pozostawiamy)
kolumne pierwsza itd. '

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla metody kinematycznej z tym, Ze
uktad réwnan zawiera n+1 niewiadomych (n—1 predkosci przemieszezeni 1 /-1 predkosci
odksztalcen).

Przypadek, gdy model ulega zniszczeniu czgéciowemu (tzn. powstaje mniej niz /41
przegubdw plastycznych) formainie nie rézni sig od przypadku zniszezenia catkowitego
tylko dla metody statycznej. Dla metody kinematycznej otrzymuje sic wowczas wigee]
réwnan niz niewiadomych. Dla znalezienia tych niewiadomych nalezy zbudowa¢ macierz
odwrotna do macierzy odpowiadajacej niezerowym niewiadomym, z ktdrej wykre§lono
wiersze odpowiadajace rownaniom zgodnoscei kinematycznej dla przekrojéow znajdujacych
sie w czgSci statycznie nieokreslone;.

W pracy [26] powyzsze rozwazania zilustrowano na przykladzie ramy przedstawionej
na rys. 5, przy czym @ = P, L, = 2,5, za§ momenty graniczne wszystkich elementéw
sg rowne 1 wynoszg M, = 1,0. Model wykonano z polichlorku winylu. Okazalo sie, iz
w punkcie przyloZenia sity Q (tzn. w przekroju 2) nie powstaje przegub plastyczny. Me-
chanizm zniszczenia jest oczywiscie calkowity, gdyZ liczba przegubow plastycznych wynosi
4,za$ I4-1 = 341 = 4. Warto$ci momentéw w przekrojach 1, 3,4, 5 sa wiec réwne
granicznym. Dla znalezienia pozostatych niewiadomych tzw. momentu M,, intensyw-
nosci obciazenia granicznego, predkosci odksztalcen 1 przemieszczen, rozwazono metody
statyczng i kinematyczna, korzystajac z poczynionych uprzednio uwag.

3.7. CERADINI, GAVARINI [3] rozpatrzyli belke ciagla i tuk paraboliczny. RAUTU,
CHirOIU [16], [17] omowili problem noénoéci granicznej i minimalnego ciezaru, nato-
miast w pracy NICHOLLSA [15] oméwiono zagadnienie minimalnego cigzaru oraz kosztu
konstrukcji przy zatozenin liniowej zaleznosci migdzy momentem granicznym M, a je-
dnostkowym ciezarem.

3.8. Automatyczne obliczanie ram poprzedzito szersze zastosowanie programowania
liniowego w rozwazanych przez nas zagadnieniach. Problemy automatycznego obliczania
ram omoéwione zostaly w pracach HEYMANA [9], HEYMANA, PRAGERA [10], LivESLEYA [13].
W pracach [9] 1 [l0] rozpatrzono automatyczne obliczanie ram na minimalny ciezar,
natomiast LIVESLEY przedstawit problem minimalnego cigzaru i wyznaczenia wspétczyn-
nika nosnoéci, Oméwimy wigc pracg LIVESLEYA.

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia:

1) na uklad o ustalonej geometrii dzialaja tylko obciazenia skupione,

2) uktad sktada si¢ z elementéw o stalych przekrojach,

3) wptyw sit normalnych i poprzecznych jest pomijalny,
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4) moment graniczny M, kazdego elementu jest proporcjonalny do jego przekroju
poprzecznego.

Z zalozenia 4) wynika, ze catkowity cigzar uktadu jest liniowa funkcja momentéw
granicznych. Problem minimalnego cigzarn sprowadza si¢ do minimalizacji tej funkcji
przy pewnych ograniczeniach. Ozpaczmy przez M;, i =1, ..., n, momenty w przekro-
jach, w ktérych moga powstal przeguby plastyczne. Zbidr tych momentéw dzielimy
na grupy, przy czym kazda grupa odpowiada przekrojom, ktére sa réwne. Poniewaz
geometria ukiadu jest znana, wigc z kazda grupa bedzie zwigzana pewna diugosé. Wpro-
wadzmy wielko$¢ pomocnicza M;, ktérg otrzymujemy przez pomnozenie kazdego mo-
mentu M; przez dtugos¢ /; zwiazang z grupa, do ktérej ten moment nalezy.

Niech ukiad bedzie r-krotnie statycznie niewyznaczalny. Réwnania réwnowagi za-
piszemy nast¢pujaco:

(338) M[ - ; ﬂ;kmk—|~1\°{[,-,
gdzie my, k= 1,...,r, to dowolne momenty.

Pomnézmy (3.38) przez odpowiednie dilugoséci elementdw. Wdowcezas otrzymujemy
zwiazek na momenty M|

(339) M:’ = Z Aik”'lk—l"MiI .
k

Macierze ||ayl|, ||Ail] zaleza tylko od geometrii ukiadu, natomiast wielko$ci Jl;[,-,
M| od obciaZenia.

Rozwazmy dla przyktadu belke przedstawiona na rys. 6,

ll
AN D) %% @
— -

Rys. 6

dla ktdrej przeguby plastyczne moga powstaé w punktach 1, 2, 3, 4, 5. Jeéli jako dowolne
przyjmiemy momenty w punktach B i C wdwczas z rozwazan statycznych otrzymujemy

TMT T—1 07 [ms 6
M, 2 0 [mc] 0
My | = 4 0 +| 0
M, —2 =2 4

Mgl |0 4] K¢

Oznaczmy przez M7 maximum |M,|, gdzie wskaznik i przebiega dana grupe (tzn. grupg
momentéw odpowiadajacych okreslonemu przekrojowi. Wowcezas |M7| = |M[| (dla da-

nej grupy).
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Oczywiécie moment graniczny M, kazdego preta musi spetniaé nieréwnosé M, = |My!.
Uklad bedzie uktadem o minimalnym cigzarze, gdy M, = |M;|(Mol; = |M3|). Taki
vklad bedziemy nazywaé projektem krytycznym. Bedzie on posiadal w kazdej grupie
przynajmniej jeden przegub plastyczny.

Cigzar G ukladu — uwzgledniajac zatozenie 4) i zaleznosci (3.39) — obliczymy ze
wZoru

@40) G = X i = 2| Y dngm btz = 3D dromt i) sgn M.
T i k i k

Jesli mozna znalezé zbidr momentéw mi, k = 1, ..., r minimalizujacych funkcje G(m,),
wowczas projekt krytyczny bedzie uktadem o najmmiejszym cigzarze.

Dla znalezienia minimum funkcji &, LIVESLEY proponuje dwie metody iteracyjne,
podobne nieco do metody sympleksowej programowania liniowego. Nie bedziemy ich
tutaj przytaczaé, natomiast oméwimy ich sens geometryczay.

. mclr
N ]
' Ve
My, | o — ﬂ
" 10
) (| | M
-6 VE g
%
\4
\
( —
‘M2’M4 \
\
Rys. 7

Mozna zalozy¢, iz momenty m, definiuja r-wymiarowa przestrzen euklidesowa. Réw-
nania (3.38) wiaza z kazdym jej punktem uktad momentéw M, a tym samym pewna
warto$¢ funkcji G. Podzielmy przestrzen na obszary, ktérych brzegami sa hiperplasz-
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czyzny. Na kazdej takiej hiperplaszczyznie albo dwa momenty z grupy maja réwne mo-
duly, albo moment o maksymalnym module zmienia znak. Minimum funkcja G osigga
w pewnym punkcie (wierzchotku), w ktérym przecina si¢ r hiperplaszczyzn. W celu zna-
lezienia tego minimum wychodzimy z pewnego punktu poczatkowego, a nastgpnie po-
ruszamy sie w sposéb dyskretny az do osiagnigcia minimum.

Powyzsze rozwazania dla przyktadu z rys. 6 przedstawia rys. 7. W tym przypadku
niomenty my, k= 1,2, tworza przestrzein dwuwymiarowa. Na rys. 7 zaznaczono linie,
na ktérych G = const, a ponadto najwigksze (co do modutu) wartoéci momentéw w da-
nym obszarze. Punktem poczatkowym metody iteracyjnej byt punkt 4. Minimum osiggane
jest w punkcie E.

Przejdzmy do zagadnienia wyznaczania wspolczynnika obciagzenia granicznego.
Niech M;’ il _]?;i ,i=1, ..., n gdzie My, jest momentem granicznym w i-tym przegubie.

0i
Mamy teraz tylko jedna grupe, do ktdrej nalezg wskazniki i. Niech i oznacza taki wskaznik
sposrdd liczb 1, ..., n, dla ktérego |M['| przyjmuje maximum. Dzielac réwnania (3.38)
przez odpowiednie warto$ci My; otrzymujemy réwnanie

(3.39.1) M= D) Bymy+Mi".

k
Oznaczmy przez F funkcje postaci
|7
Moz’

czyli ur—m: k

(3.40.1) Fe= |MY|=

Stad wynika, Ze maximum g jest osiagane, gdy F = min. Podobnie jak poprzednio, mi-
nimum to osiggane jest w wierzcholku, gdzie spetnionych jest » réwnoéci typu [M]’'| =
= |M{|. W takim punkcie -+ 1 warto$ci M}’ bedzie mie¢ jednakowe moduly, odpowiada
to r41 przegubom plastycznym, potrzebnym do utworzenia mechanizmu. Gdy pu,,.. osia-
gane jest w wickszej liczbie punktéw, wdwczas mechanizm bedzie mial mniej niz r--1
przegubdw (zniszczenie czesciowe).

4. Plyty

Problem nos$noéci granicznej dla plyt z zastosowaniem programowania liniowego
rozwazono w pracach: Koopmana, LANCE’A [12], CERADINIEGO, GAVARINIEGO [3], [4],
[5], BRUSIENCOWA, RZANICYNA [25], HOCHFELDA, CZERNIAWSKIEGO [27], TERECHINY [32],
Borkauskasa, CYRASA [2], [23], [24], [35], oraz WOLFENSBERGERA [22].

41. W pracy KoorMmawna, LANCE'A [12] sformutowano i rozwiazano zagadnienie
nosnoséci granicznej dla sztywnoplastycznych ptyt kotowych i kwadratowych w przypad-
ku swobodnego ich podparcia lub utwierdzenia.

W stanie osiowo-symetrycznym na element plyty kotowe]j dzialaja obciazenia i wielkosci
wewnetrzne takie, jak przedstawiono na rys. 8; wéwczas rézniczkowe réwnanie réwnowa-
gi dla takich stanéw ma postaé

d 1,
(4-1) W(I‘M)—N— —‘—iPr 5
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gdzie w (4.1) M, N — oznaczaja, odpowiednio, promieniowy i obwodowy moment zgi-
najacy; P oznacza réwnomierne obcigzenie ciagle, r — promieni. Na rys. 8 0 oznacza
sil¢ poprzeczng.

Réwnanie (4.1) mozna zapisaé w formic bezwymiarowej

d
4.1.1) ' (xm)—n = —%‘uxz.
W 16 iun t rzyjeto oznaczenia: —f-RZ m—JK n—--]X x=_ x €[0,1];
réwnaniu tym przyj¢ a D= My = My —No, R’ 15

ponadto M, = N, = (1/4)0h?, o, — granica plastycznosci, R jest zewngtrznym promie-
niem plyty, /1 jej gruboscia. W rozdziale drugim wspominali§my o tym, Ze dla zastosowania

Rys. 8

metody programowania konieczne jest opisanie konstrukcji w sposéb dyskretny. W tym
celu réwnanie (4.1.1) przedstawiamy w postaci réZnicowe;j

Mopr =My 4 o1 2
4.1.2) k) 73 Fm,— g zp(sé) ,

b

1 .
przy czym X;= 89, m(x) = my, n{x)=n,, s=1,...,z, 6 = —; tuta] z— oznacza
z

liczbe podprzedziatéw, na ktére podzielono przedziat [0,1].

Zaktadajac, ze plyta wykonana jest z materialu spetniajacego warunek plastycznoéci
Treski, otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie analityczne (w terminach zmiennych dys-
kretnych m;, 1 ny)

1< m=<1,
(4.1.3) 1< n<1,
—1<me—n<l1l s=1,..,z.

Réwnania (4.1.2) i nieréwnoéci (4.1.3) stanowig uklad ograniczajacy. Przy tych ograni-
czeniach nalezy znalez¢ maximum funkcji f= u. Przyjmujac, ze z == 10 (8 = 0,1), a jako
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warunek brzegowy m, = ny i dodatkowy warunek dla plyty swobodnie podpartej m,, = 0
otrzymano: ug = 5,97 (warto$¢ doktadna wynosi 6,00).

Dla ptyty utwierdzonej uzyskano ug = 11,28 (wartos¢ doktadna 11,26). Jak wida¢é z tego
poréwnania, otrzymane przyblizone wartoéci no$nosci granicznej sg praktycznie wystar-
czajace. Dla plyty utwierdzonej, polu naprezen odpowiadaja punkty lezace na bokach
DE, EF; dla swobodnie podpartej — na boku EF szescioboku Treski (rys. 9).

nk
E\10 F
D A7.0 -1
c B
Rys. 9 Rys. 10

Rozwazmy obecnie zagadnienie zginania ptyty kwadratowe]. Réwnanie rézniczkowe
réownowagi elementu ptyty ma postaé
*M, *M *M,

R, Bt 4 Ty =
x5 2oxay Tayr PO

gdzie M,, oznacza moment skrgcajacy.
Przeksztalcajac rownanie (4.2) do postaci bezwymiarowej mamy

4.2)

*my O*myg, . OPmy
2. Ly 7 Y -6y =0,
@2.1) ox? Oxdy + ay? ou
gdzie przyjeto oznaczenia
MY Mxy X

m, = = My =

X . Y
My T M, B, T YT To
J— PL2 .
=iy
niczny).
Zakladajac, ze plyta wykonana jest z idealnie plastycznego materialu, spelniajacego

warunek plastyczno§ci Treski, otrzymujemy:

1,.+m m.,—m 2 ok
_1<_n_x__Y_+[(_52_)’_) +m§y] <1,

L — oznacza potowe diugosci plyty, M, — jak dla ptyty kotowej (moment gra-

2
my+m, m,—ni, 2 2 2
(4.2.2) —IS 3 +m2,| <1,
m—m, 2 i 1/2 .
“_‘1 < 2 —T‘— +mxy g 1-

Rysunek 10 przedstawia interpretacje geometryczna warunku plastycznodci (4.2.2).
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Dla sformulowania problemu w terminach programowania liniowego nalezy:
1) zamieni¢ réwnanie (4.2.1) na réwnania réznicowe,
2) dokonaé linearyzacji warunku plastyczno$ci (4.2.2).
Przyjeto nastepujacq zlinearyzowana forme warunku plastycznodct (nz,, = 0):
—~1<my+m,, <1,
—1<mytmy, <1,
me—my-2my, <1,
—metmy,+2m, << 1.

(4.2.3)

llustracje zlinearyzowanego warunku plastycznosci (4.2.3) przedstawiono na rys. 10.
Wzdhiz przekatoej plyty: m, = m,; na osiach x = 0, y = 0; m,, = 0. Warunek brze-
gowy dla plyty swobodnie podpartej ma postad: m,, =0, dlax = +1, 0T y<< 1, W re-
zultacie, po dokonaniu dyskretyzacji, otrzymano ugs = 0,969 — dla plyty swobodnie
podpartej, a uge = 1,596 — dla plyty utwierdzone;j.

Dla pordwnania warto przytoczyé maksymalna warto$¢ statycznego mnoznika obcig-
zenia podana przez H. E. SHuLra i L. W. Hu (1963): dla plyty swobodnie podpartej
mnoznik ten rowna sie 0,826. Warto$é minimalna kinematycznego wspéiczynnika obcig-
Zenia (dla plyty swobodnie podpartej) wynosi 1. Tak wiec bigd uzyskany droga pro-
gramowania liniowego jest bardzo maly.

4.2. CERADINI, GAVARINI [3] dla plyty uzbrojonej stosuja warunki plastyczno$ci Johan-
ssena. Wowcezas dodatnie 1 ujemne momenty graniczne w funkeji kata o zawartego migdzy

kierunkiem uzbrojenia x a danym kierunkiem wyrazimy nastgpujaco:
43 Mg (o) = M.cos?a+M,sin*a,
.3) M () = Mg, cos?a+Mg,sin?a,

gdzie Mg, Mg,, M5, My, przedstawiaja momenty graniczne w dwu prostopadtych
kierunkach wuzbrojenia. Warunek plastycznosci wyrazimy zaleznosciami:

M cos?a+M,sin?a--M,,sin20 = {Mg(f) ,
— Mg ()
(4.3.1) 4 d—A{g‘(i)
Ja (M cos? o+ Mysin? a+M,,sin2a) = —dM(a)"
do
Wprowadzajac wie]k_os’ci bezwymiarowe:
_ M.+M, Mg +Ms, _ M.—M, M§.— Mg, M.,

mi = mi =

my = —F537"> — Argr 2 = T Aaaax s xy ™

1T oM, oM, "= M, M, T,
(M, oznacza moment graniczny), z (4.3.1) — po wyeliminowaniu o — otrzymujemy wa-
runki plastycznosci w postaci

(mz——m;)z—l—miy = (my—m7)?,
(ma+mz)?*+mi, = (m —m7)>.

Zwiazki (4.3.2) przedstawiaja dwa stozki kotowe (rys. 11).

(4.3.2)
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Z rys. 11 wida¢, w jaki sposéb przeprowadzié¢ linearyzacje warunku plastycznoéci (np.

przez wpisanie wielo§cianu o tréjkatnych $cianach). W pracach [3] i [5] podano przyklady
numeryczne dla plyt kwadratowych.

a preypadek ogoly b

m3=mj3 =0
(Mox =My, Mox =Mog)

!’
/772+ =m;=0' m;‘:/’ml”za
+ +
/.Max =May,
Mox =My =0)

mi=m,=0
mi=my=1
bt A —
% Mox= May =Mox ‘Nay)

pow. 2lineary-
zowana

Rys. 11

4.3. Problem wyznaczenia dolnej granicy obciaZzenia plyt zelbetowych, dla prostych
obcigzen i przy pomini¢ciu wplywu sit normalnych i poprzecznych oméwil WOLFENS-
BERGER [22]. Oméwil on rowniez zagadnienie optymalnego uzbrojenia (czyli uzbrojenia
o minimalnym ci¢zarze).

4.4. Zagadnienie no$noéci granicznej, z uwzglednieniem stacjonarnego pola temperatur,
dla plyty okraglej z otworem rozwazono w pracy HOCHFELDA, CZERNIAWSKIEGO [27].
Rozpatrzmy taka plyte przedstawiona na rys. 12.

Roéwnanie réwnowagi, ma postac

d r
(4.4) —d7<rM>—N+ f pxdx—aT = 0.

Zgodnie z warunkiem plastyczno$ci Treski mamy:
(4.4.1) M|< My, IN|<M,, |M—N|< My, My = (1/4o,h*
Roéwnanie (4.4) przedstawiamy w postaci réZnicowej

/ ! J .
(4.42) nMi— Y Nidi+ D d; D) pndi—riaT+c = 0,
f = k=1

J=1
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gdzie w (4.4.2) przyjeto oznaczenia: d; :—;-(Arj_l—}—Arj), V#£j#10, d = »12~Ar,, di=

=y Ar;, ¢ — jest stala, ktéra wyznaczy¢ mozna z warunku brzegowego.

Przy warunkach (4.4.1) i (4.4.2) nalezy znalezé maximum funkcji z = p pamigtajac
o tym, ze w warunku (4.4.1) zmienne M i N nalezy bra¢ w postaci dyskretnej.

W pracy [27] oméwiono réwniez problem dostosowywania plyty kotowej, o utwierdzo-
nym brzegu, poddanej dziataniu cyklicznie zmiennego obcigZenia i osiowo-symetrycznego

Rys. 12

pola temperatur. Podano wyniki dla przypadku, gdy obciazenie zewngtrzne jest stale,
a temperatura jest liniowa funkcja zmiennej odnoszonej wzdiuz elementu normalnego
do powierzchni $rodkowej plyty.

4.5. W pracy BRUSIENCOWA, RZANICYNA [25] przedstawiono mozliwo$¢ zastosowania
liniowego programowania parametrycznego do okreslenia nos$noéci granicznej tarczy,
w przypadku ptaskiego stanu napregzenia.

p=23lo,h
‘|P
i
] 7 Vi
< 4 X516
/ i)
- 1% P
_— I L NN —
[
‘ P 1 T
3 |
o it
Yv
- A A A
Rys. 13

Niech w stanie rownowagi granicznej linie zalomu tworza siatke kwadratowa z prze-
katnymi (rys. 13). Zat6zmy dalej, ze w stanie zniszczenia wystepuja tylko skupione od-
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ksztalcenia (wydiuzenia lub skrécenia) po linii styku odpowiednich platéw 1,2, ...,.
Skupionym wydluzeniem (skréceniem) & nazywaé bedziemy wzajemne przemieszczenie
punktéw znajdujacych si¢ na cienkiej odksztalcalnej warstwie w kierunku prostopadiym
do warstwy. Poza warstwami platy sa sztywne.

a b c d

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: u;(v;) — rzut przemieszczenia i-go plata na of
pozioma (pionowa). Dodatni kierunek dla u przyjmujemy w prawo, dla v — w dét. W za-
jemne rozchodzenia si¢ ptatéw uwazamy za dodatnie, zblizenie — ujemne. Wdwczas
skupione odksztalcenie mozna zapisa¢ w formie nastgpujacej (zgodnie z rys. 14a—d):

g; =0,5 ]E(ui*%—u]‘{’%‘), &y = (—w+uy),

(4.5) o
Eij = 0,5 ]/2 (—ui—v;—{—ui—l—v_,-), Eij = (—‘Z),-—I—‘Z)j).

Symetria i brak przesunigé po liniach styku platéw pozwalaja wyrazi¢ skupione odksztal-
cenia przez 5 niezaleznych przemieszczen u 1 v platéw 1,2, 5, 6, 111 14 (rys. 14). Prace
sit wewnetrznych dla g; > 0, ¢; < 0 wyrazaja kolejno zaleznosci:

’ li ’ l
(4'6) TZZUOEiJ_Ai” T: —"ZO‘OEU—;‘—],
iJ iJ

gdzieoy = (2 /]/§)h Aog, 09 — granica plastycznodci (jednakowa dla rozciggania i $ciskania),
h — grubo$é tarczy, 34— szeroko$¢ tarczy kwadratowej, I; — dlugoé¢ linii zalomu
i-go oraz j-go platu.

Niech

L.

(4.61) Ei’j = 8,-]'%

H

woéwczas zalezno$ci (4.6) mozna zapisa¢ wzorem: T = Z oo &;. Praca sit zewngtrznych
ij
wynosi V' = 0,5 Apv. Oznaczmy przez

(4.6.2) U=V—T

calkowita strate energii potencjalnej. Z wszystkich mozliwych form zniszezenia konstrukcji
rzeczywista jest ta, ktorej odpowiada minimum obcigzenia, czyli maximum U. Ponadto
w stanie réwnowagi granicznej U = 0. Tym samym otrzymujemy zadanie programowania
parametrycznego, polegajace na znalezieniu maximum formy U (4.6.2), przy ograniczeniach
(4.6.1). Ponadto trzeba znalez¢ taka warto$é parametru obciaZenia, przy ktérym max

3 Mechanika teoretyczna
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U = 0. Dla szczeglnego przypadku mechanizm zniszczenia i warto§¢ obciazenia gra-
nicznego podano na rys. 13.

Wykorzystujac powyzsze sformutowanie mozna tez rozwigzal zadanie, dla ktdrego
mechanizm zniszczenia oraz warto$¢ p przedstawia rys. 15.

Formutujac zagadnienie dla tarczy przedstawionej na rys. 16a jesteSmy w stanie rozwia-
zaé zadania, dla ktérych mechanizmy zniszczenia oraz warto$¢ obcigzenia podano na rys.
16b,c.

FYFTRRRIRIININNY
E >
g N E
= | =
TR
5

Rys. 15

4.6. Rozpatrzmy plyte kotowa poddana dzialaniu dowolnego niesymetrycznego ob-
ciazenia (TERECHINA [32]). W plyte kolowa wpisujemy wieloboki, ktérych liczba bokdw
zaleze¢ bedzie od wymaganej dokladnosci. Sie¢ mozliwych linii zaloméw przyjmujemy
w postaci niejednakowych tréjkatéw (rys. 17). Jako ograniczenie przyjmujemy nastg-
pujace nierdwnosci:

4.7 @ =0, = —(Mo/My)0:1;,
gdzie
I, — dtugosdé i-tej linii zalomu,
0, — kat obrotu tej linii zatomu,
My, M, — odpowiednio dodatni i ujemny moment graniczny,
@; — pomocnicza wielko$¢ nieujemna.
Strata energii potencjalnej uktadu wynosi

al
(4.8) U= Z Piwi— ZMO%',
7 i

gdzie w; — ugiecie punktu; suma pierwsza oznacza pracg Sit zewngtrznych, druga —
wewngtrznych.

W przypadku obcigZenia réwnomiernie rozlozonego g, sitg mozna przytozy¢ w $rodku
cigzkosci zakreskowanego tréjkata (rys. 17). Wowezas Py = gF;, gdzie F;— pole trdjkata.
Ugigcie §rodka cigzkoéci tréjkata mozna wyznaczy¢ jako $rednia arytmetyczng ugigé



p=0,8576,/

P

114

Iy

p| p=l386,h

RITRIRIIY

p=09256,h
{

[

Rys. 16
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jego wierzchotkdw, tj. wy; = ) D wai. Oczywiscie funkcja U powinna osiagnaé maximum,

a w stanie réwnowagi granicznej winna byé réwna zeru.

Jako przykiad w [32] podano wyniki dla plyty zelbetowej pierscieniowej, o stalej gru-
bosci, swobodnie podpartej na konturze zewngtrznym i ponadto w 4 punktach na kon-
turze wewnetrznym (rys. 18). Plyte zamieniono na dwunastobok (R = 10 m, r = 1 m).
Zadanie programowania parametry’cznego przeprowadzono na maszynie «Ural —IV»,
Otrzymano: q/My = 1,11. Mechanizm zniszczenia przedstawia rys. 18.

4
y
i
b
M [N
5 >
h—— ——///.
%
p e
\_\‘ - ol
Z
Rys. 17 Rys. 18

4.7. Borkauskas, CYrRas w pracy [23] sformutowali— w jezyku programowania
liniowego — zagadnienie projektowania i wyznaczania obciazenia granicznego dla cien-
kich plyt, uwzgledniajac tylko wplyw momentu zginajacego. W pracy [24] ci sami autorzy
omawiaja zagadnienie minimalnego cigzaru, przy zalozeniu, ze plyta skiada si¢ z obszarow
o stalej grubosci. W pracy [2] natomiast przedstawiono istote problemu dualno$ci dla
cienkiej idealnie plastycznej ptyty. Korzystajac z pracy [2] oméwimy zagadnienie dualnosci.

Cheac sformulowad rozwazane zagadnienia w terminach programowania liniowego,
musimy dysponowaé opisem dyskretnym. W tym celu dzielimy plyte na pewna liczbe
obszaréw (rys. 19), przy czym moment graniczny r-tego obszaru jest staly i wynosi My,
Rozklad momentéw granicznych w calej pltycie charakteryzuje wektor My, = (Mg,),
r=1, ..., s. Zakladamy, ze pomi¢dzy jednym obszarem a drugim istnieje cienka warstwa
przejsciowa przenoszaca momenty zginajgce. Obciazenie zewnetrzne wystepuje w punktach
wezlowych, oznaczmy go przez p;, a ponadto wzdluz warstw przejSciowych dzialajg
momenty zginajace o intensywnosci m;. W ten sposéb wektor obcigzenia ma sktadowe

okreslone nastepujaco: .
Py J=1,..,51,
Pf:{mj, je= 1, e, L
Zakladajac, Ze rzeczywisty mechanizm zniszczenia nalezy do klasy mechanizméw utwo-
rzonych przez liniowe przeguby plastyczne (sa to przeguby utworzone przez linie sieci,
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por. rys. 19), wtedy predkosci odksztalcen plastycznych opisuje wektor8 = (6,),i= 1, ..., n,
gdzie 0; = @il; przy czym ¢;, l; oznaczaja, odpowiednio, kat obrotu w i-tym przegubie
plastycznym, diugo$é i-tego przegubu. Predko$¢ przemieszczen charakteryzuje wektor
W = (W;), gdzie

W, =

J

{ Wy, j=‘—l,...,11<1,
1/)le, j:tl_l"l,...,t,

przy czym w;, y; oznaczaja, odpowiednio, predko$é przemieszezen w j-tym punkcie
weztowym, predkosé zmian kata obrotu j-tej warstwy przejéciowej. Tym samym latwo
podaé wyrazenie na moc dysypowang

(4.9) ‘ U= }; M, E,i|0i],

gdzie E == ||E,l| jest macierzq konfiguracji okreslona nastepujaco:

(1, gdy linia i nalezy do obszaru r,
" 10, gdy linia i nie nalezy od obszaru r.

punkl wezlowyy))

Q0 AA
< warstwa A
=l przejsciowa ()
. P o
A <
o |
{
¢
> 1 3 K linia (1) -
Q /
Rys. 19

Wprowadzajac tzw. zredukowang predko$é odksztalcer plastycznych w obszarze v,
ar )
#, = D, E,;|0,l na podstawie (4.9) otrzymujemy: U = >, Mo, 9,.
H r

“Moc obcigzert zewnetrznych jest dana wzorem

(4.9.1) V= PW,
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Warunki zgodnoéci kinematycznej predkosci odksztalcen i przemieszczen podaja zwiazki

(492) oi:Ec;jo, = 1,...,]7.

J
Zgodnie z twierdzeniem energetycznym o minimum energii dysypacji dla rzeczywistego

mechanizmu zniszczenia otrzymujemy nastgpujgce zadanie programowania liniowego:
znalez¢é minimum formy

(4]0) U"—“ZMOrErioi,
przy ograniczeniach
(4.10.1) W= W,
(4.10.2) 0— D, cyW; =0,
J
4.10.3) 0, =0, i=1..,n j=1, .., r=1,..5.

Wektor W = (I#;) mozna na ogdt wybra¢ dowolnie.
Mozna teraz zbudowaé zadanie dualne:
znalezé maximum formy

(4.11) D W,
J

przy ograniczeniach postaci

“.11.1) Z,< ) Ei M.,

4.11.2) Y= D ey Zi=0,
I

(4.11.3) Y, > o0.

Potézmy Y; = P;, Z; = M,;, gdzie M = (M;) jest wektorem charakteryzujacym sily
wewnetrzne. Wowcezas forma (4.11) okreéla moc obciazen zewnetrznych, Z (4.11.1) mamy
M, < D E,;M,,; jest to po prostu warunek plastycznoéci. Réwnosci (4.11.2) zapisane

w postaciiz1 ci;M; = P; wyrazaja réwnania réwnowagi. Tym samym zadanie dualne

(4.11)-(4.11.3) wyraza twierdzenie energetyczne o maximum mocy obcigZeii zewnetrznych.
Problem dualnosci dla ptyt i powtok w wielkosciach nogélnionych oméwiono w pracy
CERADINIEGO, GAVARINIEGO [4].

5. Powloki

Omowione zostaly w pracach CERADINIEGO, GAVARINIEGO, [4], [5], MIRZABIEKJANA,
REITMANA [29], NAGEvVICIUSA, CYRASA [30], RZANICYNA [31], FRAINTA [33], przy czym
w pracy [31] oméwiono mozliwosci zastosowania programowania liniowego do zadad
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réwnowagi granicznej powlok przy wykorzystaniu metody kinematycznej, a w pracach
[4], [5], [29], [30] i [33] — statycznej.

5.1. Omoéwimy najpierw prac¢ Rzanicyna [31]. Wezmy pod uwage powloke skle-
pieniowa oparta na dwu czolowych przeponach. Krawedzie podluzne moga byé swo-
bodne lub spoczywaé na podporach. Zakladamy, Ze rozpigto$§¢ L powloki jest znacznie
wigksza niz szeroko$¢ jej rzutu na plaszczyzng pozioma. Dajemy klase form zniszczenia
z liniami przegubdéw plastycznych (na tyle gesto, ze wycinek powloki miedzy sgsiednimi
przegubami mozna uwazal za plaska plytke —rys. 20) i skupionymi odksztalceniami
podiuznymi w $rodkowym przekroju poprzecznym. Obcigzenie moze byé dowolne.

Rys. 20

Ze wzgledu na mala grubo$§é plyt pomijamy wplyw podiuznych momentow zginajacych
i skrecajacych. Ponadto zakladamy, ze powloka jest nieSciSliwa w kierunku poprzecz-
nym — w przegubach plastycznych powstaja jedynie katy obrotu. Czg¢sé plyty migdzy
przegubami plastycznymi a przekrojem poprzecznym odleglym o L/2 od przepony uwa-
Zamy za sztywna.

v‘\ .
M i //" % i+l

i
iGer
\ Wieri

Vi
o
Vies

Rys. 21

Nicech parametrami formy zniszczenia beda rzuty o; przemieszczen kazdej ptytki w po-
przecznym przekroju srodkowym na plaszczyzng plytki (rys. 21).
Przy oznaczeniach, jak na rys. 21, obrét ptyty w przekroju $rodkowym wynosi

W= Wiy—Wi -1
P T s
b

przy czym b; — szeroko$¢ plyty; natomiast kat obrotu w i-tym przegubie

(5.1) 0: = Wi 1— i
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Calkowita praca sit wewnetrznych wynosi

(5.2) T=T,+T-.

We wzorze tym T, oznacza prace momentu M, (moment przypadajacy na jednostke
dtugosci) na katach obrotu 8;. 6; zmienia sig¢ liniowo na odcinku L/2; najwicksza warto$é
przyjmuje w przekroju srodkowym, a zero na przeponach. Tak wigc

(5.2.1) T, = ZAT,-z%LMOZW.

Po scatkowaniu metodg trapezéw otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie na prace sit po-
dtuznych na skupionych odksztalceniach &; (rys. 22)

, . b, ;
(5.2.2) TZ == ha‘o Z |Ei| i{"i2_*_—bl'I‘]‘I'VO'O 2 |€il ——‘+12i,
+ -

gdzie przyjeto oznaczenia: kA — grubo$¢ powloki, ¢o(vo,)— granica plastycznosci na
rozciaganie (Sciskanie). W pierwszym czionie sumujemy po przegubach rozciaganych,
w drugim — §ciskanych.

Rys. 22

Prace sit zewnetrznych mozna obliczyé, po wyznaczeniu skiadowych obciazenia dla

kierunkéw lezacych w plaszczyznach plyt, przyjmujac, ze jest ono skupione wzdtuz lini
zalomow (rys. 23). :

Rys. 23

Wéwczas
L2

(5.2.3) szz f Q,-v,2—£‘-dx= ZP‘”“
i 0 7

L2
4 . . L.
przy czym P; = T f Qixdx, gdzie Q; oznacza sil¢ dzialajaca na i-ty przegub plastyczny.
0
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Ze wzoréw (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), po prostych przeksztalceniach, otrzymujemy wy-
1aZenie na strate energii potencjalnej uktadu:

L P, P L ho
53y U= V_T:Z § (?— b_:)b"i‘—"iMo _S_ 16~ 20 _S_ (biy1+b)ei| —
I ! ! i +

/]
— *”}222 b1 t+bi)lal.

W (5.3) Z oznacza sumowanie po wszystkich plytach (przegubach plastycznych).
i

==

Ko

.

o —4— -

b

Rys. 24

Przeksztalémy wyrazenie (5.3) do nastgpujacej postaci:

- . o —1
(5.3.1) v—Lt (P’ P"“)ei— Lgl" Z@?‘——%Z (Big1+Di)ef,
H i

4L\l by
gdzie
6F = max(9;, —0),
¥ — max | &, — 2205 |,
] - 13 0‘0
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W ten sposob — w terminach programowania liniowego — zadanie sformutujemy na-
stepujaco: znalezé maximum formy U (5.3.1) przy ograniczeniach postaci

a; = 0f—0, >0,
bi == 6?‘+0i > 0>
(5.4) ¢ =¢f—e=0,

dy= ef+zg, 20, z= -

Ponadto w stanie granicznym, max U = 0,

W pracy RZANICYNA [31] — wykorzystujac sposéb zblizony do powyzZszego ——sfo1-
mulowano tez zagadnienie dla osiowo-symetrycznej powiloki sferycznej 1 walcowe;.
Mozliwe mechanizimy zniszczenia i sposob obcigzenia przedstawiono na rys. 24a i 24b.

5.2. W pracy FRAINTA [33] — korzystajac z prac KOOPMANA, LANCE'A [12] i RZANICYNA
[31] —podano mnoznik obcigZenia granicznego dla walcowej powloki przy uwzgled-
nieniu osiowo-symetrycznego stanu naprezenia; zagadnienie rozwigzano metods statyczna.
W tym przypadku réownanie réwnowagi ma postaé

M N
(5.5) —Iﬁ——i_:ﬁ‘X:O’

gdzie M — potudnikowy moment zginajacy; N — réwnoleznikowa sita normalna, R —
promien powierzchni $rodkowej powloki, X — ciénienie roztozone.
Warunek plastycznosci przyjeto w postaci

(5.6) Im<s1, 0<n<l,
. M N . - . .
gdzie m = -, n=—; M,— moment graniczny, N, — warto$¢ graniczna sily N,
M, No
Wprowadzmy funkcje i = }1}{2—’ wowczas rownanie (5.5) przybierze postac:
[¢]
d’m’  na
5. S =
-7 g T =0,

N
przy czym q = MO*’ m =1-m, 0 m' <2).
0

Roéwnanie (5.7) — po podzieleniu dtugodci powloki L na r réwnych czesci — zapi-
szemy w postaci

(5.7.1) my—2miy 1 +miy,— (@6 [Ryn; +Hixiy o =0,

L _ co . . ..
gdzie w (5.7.1) przyjeto 6 =, u== §’u. Oczywiscie roéwnania (5.7.1) przedstawiaja

dyskretny opis powloki.
Zadanie programowania liniowego sformulujemy nastepujaco:
znalez¢ maximum funkeji z = g przy ograniczeniach
yi=—m+220, i=0,1,..,1
Ye=—m+120, k=1 ..,r-1,
Yy =nad®|R = mj_—2mj+mj +ux; >0, j=1,..,r—1.
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Jako przyklad podano w pracy [33] rezultaty uzyskane dla zbiornika walcowego znajdu-
Jacego si¢ pod ci$nieniem hydrostatycznym. Przyjeto tam: ad*/R =1,r = 10, xo = 1 —
parametr obcigzenia.

Otrzymano:
me=1 my=—04, my=m3=—1, my=—0,6, ms=0,
mg = 0,6, nmg=mg=my=1,
(5.8) ny=n,=..=n,=1, ng=04, nyg=202,
‘u—:zl.l;?, X0:200M0/L2.

W (5.8) przez X, oznaczono warto$¢ graniczng obcigzenia. Z (5.8) wynika, ze w punktach
0, 2, 3, 7 powstaja przeguby plastyczne.

Rysunek 25 przedstawia wykresy momentdw zginajacych poludnikowych m i sit
normalnych réwnoleznikowych n.

= N
m Mo n'lVa
7

o S x

@

> N
[~

Rys. 25

Jezeli na calym obwodzie zbiornika wzdtuz tworzacej dziala ponadto sita Sciskajaca
pX, to wéwczas warunek plastycznosci mozna zapisaé w nastepujacej przyblizonej formie:

4
0sn<1, Z4ym—n*<ypy, n*<0, (n* = %*) )
o
gdzie gwiazdka oznacza wielkosci odnoszace si¢ do silty normalnej dzialajacej wzdluz
tworzacej. Przy zatoZeniu, ze y = 1, f = 0,5 otrzymano X, = 151,51 M, /L?, gdy y = 1,
B =1 wtedy X, = 100M,/L>.
Rysunek 26 przedstawia wykresy wielkosci wewnetrznych m, n, n* dla g = 0,5. Me-
chanizm zniszczenia, ktéry tatwo odtworzy¢ na podstawie wykreséw na rys. 26, jest stuszny
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dla B < 1; przy f = 1 zniszczenie nastepuje przy wielkodci obcigzenia pionowego réw-
nego obcigzeniu granicznemu.

m n*

a76

012

009,

qz

an i
024

Rys. 26

5.3. Rozpatrzmy zagadnienie nosnoéci granicznej dla sferycznej powloki dwuwarstwo-
we], wykorzystujac podejécie statyczne, przy uzyciu metody kollokacji (MIRZABIEKJAN,
RerrMaN [29]). Powloka jest utwierdzona na konturze, poddana dzialaniu réwnomierne-
go ciénienia wewnetrznego g i spelnia warunek plastycznodci Treski. Réwnania réwno-
wagi maja postac:

(5.9) (nysing)’ —ngcosp—kl(m,sing) —mycosgl = 0,
(ny,+ng)sing-+k[(m,sing)’'—(mycosp)1+psing = 0,
gdzie
_ Ny __ N, M, M, M, __Rg
"(JHN—O: ”tp“To: mo—Mo: ’n‘p—Mo, kﬂRNo’ P—]\To,

przy czym N,, N,, M,, M, oznaczaja kolejno potudnikowe i réwnoleznikowe sity nor-
malne oraz analogiczne momenty zginajace; natomiast My(N,) oznacza moment graniczny
(site graniczng), a R — promien powloki.

Warunek plastycznoscei natomiast zapiszemy w postaci

ng—my < 1, ne—m, < 1, —nytn,+my—m,< 1,

—ngtmyg <1, —n,+m,< 1, My—n,—my+m, < 1,

(5.10) nytmy < 1, Re+my< 1,  —nyt-n,—mpy+m,< 1,
—My—my < i, —n,—Mme < 1, ng—Hhy-+my—m, < 1.

Przyjmijmy nastepujace pole naprezen
ny, = Cgcosp+Csing-+Cgcos2p+Cosin2p+Cyo,
n, = C;,c08¢p+C;,8ing+C13c082¢0+Cry8in2¢+Cs,
my = Cigcosp+C;sing-+Cigcos2p+Ciosin2¢+-C,g,
m, = Cycosp+C,sing+C3c082¢-+Cysin2¢+4-Cs.

(5.11)
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Réwnania (5.11) — przez spetnienie zaleznosci (5.9) — doprowadzamy do postaci

ng = Cikcosp+2Cskcos2p4-2C,ksin2¢—0,5p,

np, = Cikcosp+Cik(cos2¢p+1)+Ciksin2¢—0,5p,

my = C cosp+2C,sing+C3(2cos2¢p—1)+2C,sin2¢p+Cs,
m, = Cicosp+C,singp+Cyc0829+Cysing+Cs.

(5.12)

Jako punkty kollokacji przyjmijmy np. punkty o wspélrzednych ¢ = 0°, 10°, 20°, ...,.
Problem sprowadza sie wiec do obliczenia maximum funkcji z = p przy ograniczeniach
(5.10), do ktérych wstawiono uprzednio zaleznosci (5.12). Jako przykiad liczbowy roz-

Rys. 27

wigzano powloke dla ktérej ¢, = 30° (rys. 27). Przy pomocy maszyny matematycznej
MINSK-22 otrzymano: Cy = 1,41; C, = —1,47; C5 = 1,21; C4 = 1,83; C5 = —15,18;
max z = 3,38. Dla takiego samego przypadku P. G. HODGE otrzymal warto$¢ wspoél-
czynnika no$nofci granicznej réwna 2.

5.4. NAGEVICIUS, CYRAs [30] zaproponowali prosty sposéb dyskretyzacji i linearyzacji

. . . I 1 1

warunku plastycznodci Hubera—Misesa dla powloki matowynioslej (}% < T"% <75
—l;éé —). Geometrie takiej powloki, oznaczenia i wielkoSci wewnetrzne przedstawiono

=2
na rys. 28a-—=-c.
Zaktadamy, ze powloka jest izotropowa, idealnie plastyczna i speilnia warunek pla-

stycznoéci Hubera—Misesa. W takim przypadku warunek ten ma posta

(5.12) n2—nnn2+3r24m2 =1,

dvien = Ne _ Ne N N T M 4M;
B = N T ke T N, T heg’ T hoy T M, T Foo”

Przyjmujac, ze n2—ngn,~+nZ &~ 9?, 3t2+m? ~ o2, przy czym

(5.12.1) n = max{|nyl, Ingl, lns—n.}, &= max {|y/3¢|+Im,
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wtedy réwnanie (5.12) przybierze postaé rownania okregu
(5.12.2) nt+4a?=1.

Nalezy teraz zlinearyzowaé warunek (5.12.2). Najprosciej jest zastapi¢ okrag opisanym
(lub wpisanym) kwadratem (rys. 29), wowcezas |a| = 1, [5] = 1.

N

el a Lot
a5
§‘~ X
b 9;,

Rys. 28

W rezultacie otrzymamy 12 réownad na zlinearyzowany warunek plastyczno$ci Hubera-
Misesa:

V3tim,<1, n,<1, n—n,<]l,
V3t-m<1, —n<1l1, ner. < 1,
—V3t4+m < 1, n<l, —n+4+n<I,
—V/3t-m, <1, —-n<1l, —n—n<L
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W celu przedstawienia rézniczkowych rownan réwnowagi w postaci réznicowej przyjeto

siatke utworzona na poziomym rzucie powtoki (rys. 30). Ze wzgledu na mala krzywizng
powloki mozZna przyjaé, iz siatka ta «przenosi» si¢ na powierzchnig $rodkowa.

(=171 (=) il i=lj? -3

S
7
1 5
/ ‘V\ ViR 2 20 I Vi
' >
a1 & N
\\ ' i R A T
o .
S i / y S : 45 e 45 : 4 I
_Il X
Rys. 29 Rys. 30

6. Metoda elementéw skonczonych

Metoda elementéw skoniczonych jest jedna z metod dyskretnego opisu konstrukcji.
Rozwinela si¢ ona specjalnie w zwigzku z zastosowaniem maszyn liczacych. Poczatkowo
stosowano te metode w teorii sprezystosci, w ostatnich latach takze w rozwazanych przez
nas zagadnieniach z teorii plastycznosci.

MaIErR [14], korzystajac z metody elementéw skonczonych, dokonat pewnych uogdl-
nien twierdzen Melana i Koitera o dostosowaniu. Omdéwimy poruszone w pracy [14]
zagadnienia.

Istota metody elementéw skoficzonych polega na zamianie o$rodka ciaglego przez
pewna liczbg elementédw (tzw. elementéw skonczonych), oddziatywujacych na siebie
tylko w punktach weztowych. Obciazenie zewnegtrzne dziata tylko w tych punktach. Po-
nadto MaIEr zaklada, Zze uklad moze byé poddany «dyslokacjom», ktére okresla jako
niesprezyste odksztalcenia narzucone na pewne elementy. Moga to by¢ odksztalcenia wy-
wotlane np. polami temperaturowymi. ObciaZenia i dyslokacje bedziemy charakteryzowac
wektorami, odpowiednio P, A. Oznaczmy przez ' uogdinione odksztalcenia i-tego ele-
mentu skoniczonego, okreslone przez wektor przemieszczenn weztowych u. Niech wek-
tor Q' reprezentuje wogdlnione naprezenia') (por. [21], str. 251 i dalsze). Przyjmujemy,
7e ofrodek zastapiono przez n elementéw skonczonych, tzn. i=1,...,n.

Przykiadem zastosowania metody elementéw skoriczonych do zagadnien plaskich
moze by¢ zamiana oérodka przez trojkatne elementy skoficzone, przy czym i-ty element
skoficzony jest scharakteryzowany wektorami g', Q' o trzech niezaleznych skiadowych
(rys. 31a).

Podobnie ofrodek tréjwymiarowy moze byé zastapiony przez czworosciany schara-
kteryzowane wektorami ¢, Q' o szeécin niezaleznych sktadowych (rys. 31b).

1y Autor operuje tylko wielko$ciami uogdlnionymi.
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Zalézmy, ze kazdy element ma zlinearyzowany warunek plastycznosci w przestrzeni
sit nogdlnionych. Niech bedzie dany pewien program obciazenia i dyslokacji (¢), A(t),
co nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze «skladowe» Py(z), 44(t), 0<< ¢ < co, jako funkcje
czasu ¢ zmieniaja sie w pewnych okre§lonych przedziatach w sposéb na ogét dowolny.
Przyklad takiego programu (bez dyslokacji) mielismy w punkcie 3.4, gdzie sita QO (czyli
jedna ze «skladowych») zmieniala si¢ w przedziale [0, 7 M,/Lo]; oczywiscie Q = Q(¢).

Niech p bedzie wspSlnym mnoznikiem obcigzenia dla wszystkich przedzialéw, ktére
okre$laja dany program obcigZenia i dyslokacji. Podobnie jak w punkcie 3.4., zdefiniujemy
mnoznik bezpieczny s nastgpujaco: dla u <X s uklad dostosownje sig, natomiast dla u > s
nie. Autora giéwnie interesuje zagadnienie wyznaczenia mnoznika bezpiecznego 5. Korzy-
stajac z rozszerzonego na przypadek dyslokacji twierdzenia Melana zbudujemy zadanie
programowania liniowego, ktére pozwala wyznaczy¢ mnozZnik s.

\

. /4.0; .
—~—— R 47/ /
(%

|V

/0;

\._471’
\ !

Rys. 31

Rozktad naprezen uogdlnionych w ukladzie scharakteryzujemy wektorem Q, przy
czym wektor ten przedstawiamy w postaci sumy czgsci sprezystej QF i plastycznej QP
(6.1) Q =Q*+Q".

Catkowite, sprezyste 1 plastyczne uogdlnione odksztalcenia scharakteryzujemy wektorami
odpowiednio q, e, p czyli

(6.1.1) q=etp+A=-eftef+ptA.

Ponadto
(6.1.2) Qf =Sef, Q=S¢

gdzie S jest macierzg sztywnoSci dla zakresu sprezystego. Zawiera ona na przekatnej
gléwnej macierze sztywnosci S, i=1, ..., n, elementéw skorniczonych; co zapiszemy
w ten sposéb S = diag [SY, ..., 8"]. Zwr6¢my uwagg na to, iz elementami kazdego z wpro-
wadzonych wektoréw sa wektory charakteryzujace n-elementéw skoriczonych, na

. . T T T .
ktére «podzielono» uklad, np. q = (q', ...,q*) (symbol «T» oznacza transponowanie).
Naprezenia resztkowe QF moina przedstawi¢ w postaci

(6.2) Q7 = Fp,
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gdzie p jest wektorem wielkoSci hiperstatycznych, a macierz F zalezy tylko od geometrii
vkladu. Mozemy teraz wypowiedzie¢ twierdzenie Melana rozszerzone na przypadek
dyslokacji. Zostalo ono sformutowane i udowodnione przez W. PRAGERA. Przytoczymy
je za MAIEREM [14].

a) JeSli istnieje niezalezny od czasu stan naprgzen resztkowych QF, takich, ze ich suma
z naprezeniami sprezystymi, wywolanymi przez dany program obciazenia i dyslokacji
lezy wewnatrz powierzchni plastycznodci (dla kazdego elementu skonczonego oraz dla
0 < r< o), to uktad dostosowuje sig.

b) Jesli nie istnieje niezalezny od czasu stan naprezen resztkowych QF takich, zeby
suma jak w a) nie wyprowadzata poza powierzchnie plastyczno$ci dla kazdego elementu
skoticzonego, oraz dla 0<< << o0, to dostosowanie nie nastapi.

A

Rys. 32

Korzystajac z tego twierdzenia i zaleznoéci (6.2) latwo zbudowaé nastepujace zadanie
programowania liniowego:
znalezé

(6.3) maxyu = §

przy ograniczeniach

T
(6.3.1) M+ NFp < K,
(6.3.2) ©=0.

Wyjasnimy uzyte w tym zadaniu symbole. _
Wezmy pod uwage zlinearyzowany warunek plastycznosci i~go elementu skoniczonego

(rys. 32),.
T
(6.4) ¢y =NQ—-Ki<0, j=1,..,k,

4 Mechanika teoretyczna
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gdzie skalary K! > 0 charakteryzuja wlasnosci plastyczne materiatu, N! jest wektorem
jednostkowym prostopadlym do j-tej Sciany zlinearyzowanego warunku plastycznoéei.
Wektor K ma postaé: K = [K}, K1, ..., KI']. Oznaczmy przez

6.5) ML max (NIQE(1),

0<i<n
(zakreskowany na rys. 32 wielobok, reprezentuje obszar jaki przebiega wektor QZ:(y),
gdy 7 zmienia si¢ w przedziale [0, oo]). Wystepujacy we wzorze (6.3.1) wektor M ma postac
M = [M}, M}, ..., M}, gdzie M} jest okreSlone wzorem (6.5). N jest macierza, ktorej
przekatna gléwna jest utworzona z macierzy N'= [N}, ..., Ni]. Zapiszemy wigc N =
= diag [N, ..., N"].

Zwréémy uwage, na to, ze zadanie programowania liniowego (6.3)-(6.3.2) jest ope-
ratywna wypowiedzig twierdzenia Melana.

W pracy [14] przedstawiono réwniez, przy wykorzystaniu metody elementdw skofi-
czonych i zadania dualnego do zadania (6.3)~(6.3.2), twierdzenie Koitera, rozszerzone
na przypadek dyslkacji. Ponadto sformulowano twierdzenie Melana dla materialéw
o niestowarzyszonym prawie plynigcia (por. [18]).

Kilka dalszych pozycji, omawiajacych zastosowanie metody elementéw skonczonych
do zagadnief no$nosci granicznej i dostosowania podano w pracy [14].
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Peswome

NIPUMEHEHUE JTUHEWHOI'O NMPOIPAMMUPOBAHUS IJIA ONPENEIEHILIL
HECYIEN CITOCOBHOCTH KOHCTPYKIINI

B paGOTC NpeACTaBJICHbI PaHEe IOJIYUEHHBLIC DEIYNLTATLI NMPHMEHEHHS JIMHEHOTO porpaMmmupo-
BaHUsT U1 ONPEeETICHNA Hccymeﬁ CIIOCOBHOCTH CTEPXKHEBbIX CHCTEM, IIJIMT H 060110‘-!6{(, a TaroKe JBof-
CTBE€HHBIC 3aa4l, BONTPOCHI HpHCﬂOCOGJIHCMOCTH M aBTOMATHYECKOrO pacuera pam. Paccmorpeﬂo TaKxe
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HUCIMONL30OBAHNE OKCHEPHUMEHTANILHLIX JAHHbLIX I MOL[PI(I)PIL[HDOBRHHH 3Iamauu JIMHCITHOTO nporpamMmmu-
POBAHMST JIJIsT CTCPICHEBLIX CHCTEM. I(pOMC TPagMUUMOHHBIX METOOOB HUCKPETIIONO ONHCAHUA KOHCTPYK-~
M, TIPpEJICTAaBJICHO NPHUMEHEHHE METOHNA KOHCYHBIX 3JJIEMEHTOB.

Summary

THE APPLICATION OF LINEAR PROGRAMMING TO THE DETERMINATION OF THE LIMIT
LOAD CAPACITY OF STRUCTURES
(Survey of publications)

The paper presents the results, obtained so far, of the application of linear programming to the de-
termination of the limit load capacity of rod systems, plates and shells. Tt deals also with the dual problem,
the shiake-down problem and with the automatic analysis of frames. Moreover, the use of experimental
data for the modification of the problem of linear programming for frames is discussed. Besides the tra-
ditional methods of discrete description, the paper presents the application of the method of finite clemen ts
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