


8  J.  J.  TELEGA

wiadomo,  zagadnienie  dostosowywania  ujmują   twierdzenia  Melana  i  Koitera  (por.  np.
KACZANÓW  [28], KÓN IG  [11]).

Okazuje  się ,  że  zadania  noś noś ci  granicznej  w  uję ciu  statycznym  i  kinematycznym
stanowią   parę   zadań  dualnych  programowania  liniowego  i  to  zarówno  dla  obcią ż eń
prostych,  jak  i  zmiennych  (BORKAUSKAS,  Ć YRAS  [2],  CERADINI,  GAVARIN I   [4],  CHARNES,

LEMKE,  ZIENKIEWICZ  [6],  Ć YRAS  [38],  MAIER  [14]).
Ś ciś le rzecz  biorą c,  wyznaczanie  współczynnika  obcią ż enia  granicznego,  przy  pomocy

programowania  liniowego,  moż na  uważ ać  za  automatyczne  obliczenie,  które  ogólnie
sprowadza  się   do  podania  algorytmu  rozwią zują cego.  Takim  algorytmem  dla  progra-
mowania  liniowego  jest  np. metoda sympleksowa. Nieco  inny  algorytm  dla  automatycz-
nego  obliczania  ram zaproponował   LIVESLEY  [13]. W  nastę pnym  punkcie  sformułujemy
wygodną   dla  naszych  celów  problematykę   programowania  liniowego.

2. Programowanie  liniowe

Ogólnie  rzecz  traktują c,  problematykę   programowania  moż na  sformułować  nastę-
pują co  [8]:

znaleźć minimum (maximum)  funkcji

z= f(x1,  . . . , X„ ) =

przy  ograniczeniach

gi(xu  . . . , *„ ) {< ,  ==, >}«,• ,  /   =  1,  ...,m.

Jeś li zarówno funkcja/,  noszą ca nazwę funkcji  celu, jak i funkcje  gt,  i =  1, ..., m są   liniowe,
to  wówczas  mówimy  o  zadaniu  programowania  liniowego.

Stosowanie  programowania  (liniowego  lub  nieliniowego)  do  rozważ anych  problemów
wymaga  dyskretnego  opisu  konstrukcji.  Opis  taki jest  naturalny  w  odniesieniu  do  kon-
strukcji  prę towych,  natomiast  przed  zastosowaniem  programowania  do  płyt  i  powłok
należy  dokonać  dyskretyzacji  opisu.  Jedną   z  nowszych  metod  opisu  dyskretnego,  tzw.
metodę   elementów  skoń czonych,  przedstawimy  w  rozdziale  6.

W  dalszym  cią gu  interesować  nas  bę dzie  tylko  standardowe,  kanoniczne  oraz  para-
metryczne  programowanie  liniowe,  które  w  sposób  monograficzny  uję te  jest  w  pracach
GASSA  [7];  CZERNIKOWA  [34]  i  JUDINA,  GOLSZTEJNA  [39].

Zadanie  standardowe  programowania  liniowego  formułuje  się   nastę pują co  [34]:
znaleźć  minimum  (maximum)  funkcji  liniowej  n  zmiennych

(2.1)  f(x)   =
7=1

przy  wa r u n ka ch  ogran iczają cych  n a ł oż on ych  na  zm ien ne  xx,  • • • ,  x„   postaci

(2.2)
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Zadanie  poszukiwania  minimum  (maximum)  funkcji  (2.1)  poddanej  ograniczeniom

postaci
n

(2.3)  ]£at)Xj  =  ai;  Xj >0;  i =  1, ..., m;  j  =  1,  ..., n,

nazywamy  kanonicznym  zadaniem  programowania  liniowego.  Zadanie  kanoniczne ł atwo
rozwią zać  przy  zastosowaniu  algorytmu  noszą cego  nazwę  metody  sympleksowej;  stąd
konieczność  przeprowadzenia  zadania  standardowego  do kanonicznego.  W tym celu

wystarczy  w zadaniu  standardowym  zamienić  każ dą  nierówność  JjayXj  ̂ aL  dwiema

zależ noś ciami:

(2.3')  2%*;+ z< - a< =  0 '  *«>o.
;- i

Dla  danego  zadania  programowania  liniowego  moż na  uł oż yć tzw.  zadanie  dualne,  które
dla  zadania  kanonicznego,  polegają cego  na  znalezieniu  maximum  formy  (2.1)  przy  ogra-
niczeniach  (2.3),  formuł uje  się nastę pują co  [39]:

zminimalizować  formę  m zmiennych

f(y)

przy  ograniczeniach
m

V

Jak  stąd  wynika  zmienne yt  nie  muszą  być  nieujemne.
Rozpatrzmy  teraz  zadanie  standardowe,  w którym  należy  znaleźć  maximum  formy

(2.1)  przy  ograniczeniach  (2.2). Zadanie dualne  do  niego  ma postać  nastę jyują cą:
zminimalizować  formę

f(y) ~
t

przy  ograniczeniach
m

2tjyt>bj,  j  =  i,...,«,

Najogólniejsze  zadanie, w którym  ograniczenia  są mieszane,  tzn.  mają  postać  równoś ci
lub  nierównoś ci, a wystę pują ce  zmienne niekoniecznie  są nieujemne  formuł uje  się  nastę-
pują co  [39]:

znaleźć maximum  formy

y - l
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przy  ograniczeniach
n

^atjXj^a,,  i=*  1, .., ,?«!<m,
7= 1

n

^yaijXj  — cii,  i=7n1+l,...,m,
7=1

Xj>0,  j=   1, . - . , «!<  «.

Zadanie  dualne do powyż szego  polega  na minimalizacji  formy  liniowej

m

przy ograniczeniach
m

jy- ^bj,  j=   i,  . . . , « i < «,

Przedstawione  zadania  programowania  liniowego  moż na  rozwią zać  na maszynach ma-
tematycznych, stosując  algorytmy  standardowe, jak metodę  sympleksową, dualną  metodę
sympleksową. W tym kryje  się  główna przewaga,  z praktycznego  punktu widzenia,  tego
programowania  nad programowaniem  nieliniowym,  które  na ogół  wymaga  stosowania
specjalnych  algorytmów  rozwią zują cych  (porównaj  np.  BIRON,  HODGE  [1]).

Czasami w zastosowaniach  spotykamy  się  z zadaniami, w których  albo współczynniki
funkcji  (2.1),  albo  elementy  macierzy  A= ||«y||  i = 1, .... m;j  =  1,  ...,«,  lub  też
wyrazy  wolne  at,  ...,a„  zmieniają   się  w pewnym  przedziale  na osi rzeczywistej.  Taką
postać  problemu  nazywamy  programowaniem  parametrycznym  [7].

3. Układy prę towe

Zastosowanie  programowania  liniowego  do układów  prę towych  było  przedmiotem
rozważ ań  TANAK I   [20],  SVOBODY  [19], NICHOLLSA  [15], RAUTU,  CHIROIU  [16] i  [17], CERA-

DINIEGO,  GAVARTNIEGO  [3],  CHARNESA,  LEMKEGO,  ZIENKIEWICZA  [6],  Ć YRASA  [35],  [36],

[38],  GYLYSA,  ZAKAREVICIUSA,  Ć YRASA  [26].

3.1.  W pracy  SVOBODY  [19] problem  rozwią zano  metodą   statyczną   dla obcią ż eń pro-
stych.

Autor  czyni nastę pują ce założ enia:

a) w każ dym przekróju'funkcja  M = / ( — I jest zbudowana przy przyję ciu obrazu geome-

trycznego  takiego, jak na rys. 1, gdzie przez"g" i M oznaczono, odpowiednio, krzywiznę
osi  prę ta  oraz  moment zginają cy  w rozpatrywanym  przekroju  prę ta. Z rys. 1 widać, iż
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zależ ność  moment- krzywizna  dla  ciała  sprę ż ysto- idealnie- plastycznego  nie  jest  jedno-
jednoznaczna.  Trajektorie  obcią ż ania  i  odcią ż ania  mogą  być  róż ne,  co  zilustrowano
odpowiednimi strzał kami;

b) wpł yw  sił  normalnych  i  poprzecznych  na uplastycznienie  moż na pominą ć;
c) liczba  przegubów  plastycznych  jest  dostateczna,  tzn. może  wytworzyć  się zupeł ny

lub  czę ś ciowy  mechanizm  zniszczenia;
d) odkształ cenia  są  mał e,  co  pozwala  stosować  takie  same  równania  równowagi,

jak  dla stanu  nieodkształ conego ;
e) elementy  mają  idealne  przekroje — moż na  traktować  przeguby  plastyczne  jako

punkty;
f) problem  wyboczenia  moż na pominą ć.
Przeguby  plastyczne  powstają:  w  punktach  obcią ż enia  skupionego,  w  miejscach,

gdzie  siła  poprzeczna  zmienia  znak  (ekstremum  momentu  zginają cego  w  tym punkcie)
oraz w punktach utwierdzenia.  W przypadku  obcią ż eń  cią gł ych  należy  również  zlokali-
zować  poł oż enie przegubu  plastycznego  wytworzonego  przez  to obcią ż enie,  np.  metodą
kolejnych  przybliż eń.  Na ogół   wygodniej  jest  zastą pić  obcią ż enie  cią głe  pewną  liczbą
moż liwie  gę sto  rozmieszczonych  obcią ż eń  skupionych.

M  i

•

1

/

o
i

liodc.
1
1

I
f

Rys.  1

Ponieważ  z sił  wewnę trznych  uwzglę dniono  tylko  moment  zginają cy,  więc  warunek
dopuszczalnoś ci  pola  momentów  ma  postać

(3- 1) M0,i,

gdzie symbolami MOii,  vM0$i oznaczono momenty zginają ce  graniczne w / - tym przekroju.
Równanie  (3.1) ł atwo  sprowadzić  do postaci

(3.2)  0< rt< A,

w której  symbole  F( oraz  £>; oznaczają

(3- 3)  Yt =   Mt- vMOli,   Di =   MOii- vMOii.

Warunek  (3.2) wskazuje  na  nieujemność  wielkoś ci  Yt.  Wystarczy  więc  rozważ ać
ukł ad

(3.4) 7;<A.
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Dla  pełnego  sformułowania  problemu,  oprócz  nierównoś ci  typu  (3.4) należy  doł ą czyć
jeszcze  odpowiednie, niezależ ne  równania  równowagi  wydzielonej  czę ś ci  układu.  Warunki
te  uzyskujemy  korzystając  z rys.  2.

Rys. 2

D la  prę ta  (poziomego  lub pionowego,  rys. 2a, b), otrzymujemy  równanie

(3.5)  Mi =   uM^^TWfc+ A/ - ,̂

gdzie przyję to  nastę pują ce  oznaczenia:

Mi  — wpływ od obcią ż enia  mię dzyprzę słowego,
Ma, Mb — wpływy  od  obcią ż eń  wę złowych,

yL — współczynnik  intensywnoś ci  obcią ż enia  mię dzyprzę słowego.  Po  uwzglę-
dnieniu  równoś ci  (3.3) i  równania  (3.5)  uzyskamy

(3.6)  Yt- uYa+vYb- M'tp^  - vMOii+uvMo,a- vvMo,b.

Z  rys. 2c  wynikają   równania  równowagi  wę zła

(3- 7)  M^j+M^j+M^j^+M^j+M'^jfi  = 0.

W  równaniu  (3.7) [xM'Stij  jest  danym  obcią ż eniem  momentowym  wę zła.
Z  równań  (3.3) (3.6) i (3.7)  otrzymujemy

(3- 8)  Yb^



ZASTOSOWANIE  PROGRAMOWANIA  LINIOWEGO 13

Równanie pię ter uzyskamy  z rys. 2d,

(3.9)  AllJ+Aa,j+   ... +AmJ+(Vt+   ... +Vj)/ u, = 0.

W przypadku,  gdy  wszystkie słupy j- tych pię ter mają   jednakową   wysokość h, wtedy  rów-
nanie  (3.9)—- po  pomnoż eniu go przez  h i  uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (3.3) —  przyjmie
nastę pują cą   postać:

(3.10)  Ydll,j+Yd>2l}+   .-  +Yd,m,j+Y lltUJ+   ...  +Yh,mJ+h(Vi+   ...  + Vj)fi =

=   — vM0>4ilJ—  ...  —vMa^j—vMo^ij—  • • •  —vM0,,,,mj.

Obecnie  moż na  już  jednoznacznie  sformułować  problem  w terminach  programowania
liniowego, korzystając  z twierdzenia  o dolnej granicy  obcią ż enia. Należy znaleźć maximum

g&w

M (wkNm)

5,0

Rys.  3

funkcji  z — fi, przy jednoczesnym  spełnieniu warunków  (3.4), (3.6),  (3.8), (3.9) lub  (3.10).
Przejdź my  teraz  do  omówienia  wyników  uzyskanych  w pracy  [19], a  odnoszą cych się
do  ramy  przedstawionej  na rys.  3a.  Układ  ten  został   rozwią zany  przy  nastę pują cych
danych: Mo =  5 kNm,  vM0  — —5 kNm.

Odpowiednio z równań  (3.6),  (3.8) i  (3.10)  otrzymujemy:

^- 0,5^4+ 0,5743- 2^:=  5,

=   IO ,
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=  15,

^  15,

+  Y42+&- 0,5  ft =  20,

Dla  każ dego  rozważ anego  przegubu  plastycznego,  zgodnie z  (3.4), mamy:

Tak  sformułowany problem rozwią zano  metodą  sympleksową  na maszynie matematycznej
MIŃ SK  1.  Otrzymany  współczynnik  noś noś ci  granicznej  wynosi  fiG  = 2,5.

Rysunek  3b  przedstawia  wykresy momentów zginają cych  dla ramy obcią ż onej  zgodnie
ze schematem podanym na rys.  3a,  lecz dla  obcią ż enia granicznego; obcią ż enie  to otrzy-
mujemy  zwię kszając  2,5- krotnie  wartoś ci  sił  przedstawionych  na  rys.  3a.

3.2.  Sposób  sformułowania  zagadnienia  w  uję ciu  metody  kinematycznej  podano
w pracy  TANAK I   [20] dla  obcią ż eń  prostych  i nieproporcjonalnych.  Przypadek, gdy  układ
poddany  jest  obcią ż eniom  nieproporcjonalnym  (zagadnienie  dostosowania)  omówimy
w pukcie  3.4.

Załóż my, że  na  ramę   działa  obcią ż enie  skupione.  Niech  ponadto spełnione bę dą   po-
stulaty  a-f  omówione w punkcie 3.1. Postulat małych odkształceń pozwala zamiast  zasady
mocy  przygotowanych  stosować  zasadę   prac przygotowanych.  Z definicji  kinematycznie
dopuszczalnego  mnoż nika  obcią ż enia  fj,k  [21]  mamy:

(3.11)  /»*

gdzie:
Moi{6^  — moment  graniczny  (ką t  obrotu  przygotowany)  w  i,
Pk{&k) — obcią ż enie zewnę trzne (przemieszczenie przygotowane) w k; przez i — ozna-

czono przekroje,  w  których  mogą   powstać  przeguby  plastyczne,  a  przez  k
punkty przyłoż enia obcią ż enia zewnę trznego.

Niech  dalej

(3.11.1)

gdzie  w  (3.11.1)  M  zdefiniowano  nastę pują co:

(3- 11.2)

Oznaczmy  przez  Mt  dowolny  moment  zginają cy  w  przekroju  i,  przy  czym  otrzymane
w  ten sposób  pole  momentów równoważy  obcią ż enie zewnę trzne. Zgodnie z zasadą   prac
przygotowanych  mamy  dla  pola  kinematycznie  dopuszczalnego:
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Z  (3.11.1)  i  (3.11.3)  otrzymujemy:

1  V  1
(3  12")  wi =  T ?  /   Midi  =  — .

Dla  ramy rc- krotnie statycznie  niewyznaczalnej  uzyskujemy  n  niezależ nych  rozkładów
momentów  resztkowych;  istnieje  wię c  n zależ noś ci  mię dzy  ką tami  obrotu 0,-,  Oznaczając
przez R? oc- ty moment resztkowy  w  i, na mocy zasady prac  przygotowanych  otrzymujemy:

(3.13)  ]?R?6i  =  0,  « =  1, . . . , «.
i

Zrównań  (3.11.2), (3.12) i (3.13) mamy:

(3.14)  ^ | # i l  =  l

oraz

(3.15)  m  =

W równaniach  (3.14)  i  (3.15) wprowadzono  nastę pują ce  nowe  wielkoś ci

M  MQi  Moi

W  celu  spełnienia warunku  nieujemnoś ci  (por.  (2.3), rozdz.  2)  wystarczy  przyjąć  - di —
— f?(+—i?r,  gdzie  #+  ^  0,  i?f  5s 0.  Tym samym  problem  sprowadzony  został  do znale-
zienia  maximum  formy  (3.15)  przy  ograniczeniach  (3.14).  Z  równania  bowiem  (3.12)

wynika,  że max  m =  —:  , skąd  uG  =  , co jest zgodne z odpowiednimi twierdze-
max  m

niami, por.  [21], [28], teorii stanów  granicznych. Maximum formy m moż na obliczyć przy
pomocy  dualnej  metody  sympleksowej.

Jako prosty przykład rozważ my  ramę, przedstawioną   na rys. 4a, dwukrotnie statycznie
niewyznaczalną,  o  4  krytycznych  przekrojach;  istnieją   wię c  dwa  zbiory  rozkładów mo-
mentów  resztkowych.

Dowolny rozkład momentów bę dą cych w równowadze z danym obcią ż eniem  zewnę trz-
nym oraz dwa  zbiory  momentów resztkowych  moż na otrzymać  zamieniając  daną   ramę
na  układ statycznie wyznaczalny.  Moż emy  to uzyskać  przez  wstawienie  dwu  przegubów
(rys.  4b- d).  Rysunek  4b  obrazuje  rozkład momentów  od  danego  obcią ż enia.

(3.16)  M1  B=   - ~M0,  M2»  MQ,  M3  =  M4. =   0.

Rozkłady  momentów zginają cych  pochodzą cych  od  momentów  działają cych  w prze-
gxibach  a  i  /S przedstawiają   odpowiednio, rys.  4c  i 4d.  Stąd  resztkowe  momenty R* oraz
i?f,  i =  1, 2, 3, 4 wynoszą:

(3.16.1)  R\  =   3M 0 ,  JR1 • » -   — Mo,  R% =   2M0,  Rl  =   - Mo,

(3.16.2)  M = - 3 M0 ,  i?f  =   2M0,  Rp

3 =- Mo,  R{=- 2M0.
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Z  rys.  4a  widać,  że  momenty  plastyczne  w  interesują cych  nas  przekrojach  krytycznych
wynoszą:

(3.16.3)  MOi  =  M02  =  2M0,  M03  =  M04.  =  M0.

Z równań  (3.15.1),  (3.16), (3.16.1),  (3.16.2)  i  (3.16.3)  otrzymujemy:

3  5
' l  ~2>  r2  —  2>  ' 3 —  z )  ' 4  —  *>

,./J  ^  « _  .  p _  ,  rP  —  0
' i  —  —2 " ;  "a  —  - is  "3  —  - ij  '4  —  A

1  n
«i  =  — y ,  " 2 = 2 " .  773 =  «4  = O-

2
Dla  tych  wartoś ci,  stosując  dualną   metodę  sympleksową, otrzymano  max in = • —, czyli

Mg/ Ul - Mo

A

"A!,

Rys.  4

3.3.  CHARNES,  LEMKE,  ZIENKIEWICZ [6] po  raz pierwszy  udowodnili,  iż sformułowania
statyczne  i  kinematyczne  dla  układów  prę towych  stanowią   parę   zadań  dualnych  pro-
gramowania  liniowego.

Rozpatrzmy  układ  obcią ż ony  siłami  skupionymi,  które  bę dziemy  charakteryzować
wektorem  P =   (Pls  ...,PP)

T.
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Z  zasady  prac  przygotowanych  mamy:

(3.17)  MT6  = / &*&,

gdzie  lewa  strona  przedstawia  pracę   dysypowaną   w  przegubach  plastycznych  na  ką tach
obrotu  6 =  (Gl5 ..., 0„)T,  zaś  prawa —pracę   sił   zewnę trznych  na  przemieszczeniach
8 — (5ls...,  6P)

T; M =   (Mi,  . . ., M„) T  jest  wektorem  charakteryzują cym  momenty
w układzie, / u jest mnoż nikiem obcią ż enia, zaś symbol  7" oznacza transponowanie macierzy.
Wzór  (3.17)  podany jest  w  zapisie  macierzowym.  Korzystając  z  reguł  mnoż enia macie-

"  "
rzowego  otrzymujemy  zależ noś ć:  ^ l M / 0 i  =   ia  ^ A t  Warunki  zgodnoś ci  moż na  za-

pisać w postaci

(3.18)  ce =  o,

gdzie  C  przedstawia  macierz  zgodnoś ci.
Z  warunków  geometrycznych  wynika, że

(3.19)  PT8  =  aT6.

Z  (3.19) i  (3.17)  otrzymujemy

(3.20)  (M r - / uar )6 =  0

[o ile zachodzi (3.18)].
Korzystając  z  lematu  Farkasa  (por.  [34]) wnioskujemy,  że  istnieje  wektor  u  taki,  iż

(3.21)  M T- 1Mar = uTC.

Otrzymaliś my  wię c najogólniejszą,  parametryczną   postać  równań wyraż ają cych  statyczną
równowagę   układu  (parametrem jest  wektor  u).  Jeś li  obroty  odpowiadają   moż liwemu
(tzn.  spełniają cemu  warunki  kinematycznej  zgodnoś ci)  mechanizmowi  zniszczenia,  to:

J  \

gdzie MOj  oznacza moment graniczny  w / - tym  przegubie.  Uwzglę dniając  definicję   kine-
matycznie  dopuszczalnego  mnoż nika  obcią ż enia  otrzymujemy  zadanie  programowania
nieliniowego:

znaleźć

przy ograniczeniach

C 6 = 0.
Powyż sze  zadanie  moż na  sformułować  jako  zadanie  programowania  liniowego  na-

stę pują co :
znaleźć

(3.22)  m inM j(e+ + 0- ),

przy ograniczeniach

(3.22.1)  • T ( e + - e - ) = ii

(3.22.2)  C (6+ - 8-) =  0,

(3.22.3)  6+^0,  6- ^0.
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Zadanie dualne ma postać:
znaleźć

(3.23)

przy  ograniczeniach

(3.23.1)  /i

(3.23.2)  -

Jeś li  uwzglę dnimy  (3.21),  to  zależ noś ci  (3.23)- (3.23.2)  przybiorą  postać:

znaleźć

(3.24)  max/i

przy  ograniczeniach
(3.24.1)  - Mr + / ^ ar + i i T C  =  0,

(3.24.2)  M r < M L

(3.24.3)  - M r < M S .

Zwią zki  (3.24)- (3.24.3)  są  niczym  innym, jak  wypowiedzią, w  terminach liniowego  pro-
gramowania,  twierdzenia  o  dolnej  granicy  obcią ż enia.

Ć YRAS  W pracy  [37] omówią również problem dualnoś ci, przy czym wychodzi on z dwo-
istoś ci  twierdzeń  o  maksimum mocy  obcią ż enia  zewnę trznego  przy  odpowiednich  ogra-
niczeniach  na  momenty  resztkowe  i minimum prę dkoś ci  dysypacji  energii  przy  ograni-
czeniach  na  prę dkoś ci  przemieszczeń.  Zagadnienie  to  jest  również  przedstawione  przez
tegoż autora w [38].

3.4.  Problem  dostosowywania  dla  ram  rozpatrzył   TANAKA  [20].  Twierdzenie  o  do-
stosowywaniu  dla  ram  sformuł ujemy  nastę pują co:  jeś li  istnieją  momenty  resztkowe  Rt

speł niają ce  nierównoś ci

Rt+fiM^K  Moi,  •

—Ri—,wAffapr< MOi,

to  nastą pi  dostosowanie  ramy; Ri  oznacza moment resztkowy  w przekroju  i, \ i oznacza
mnoż nik  obcią ż enia,  natomiast  M^  i  A/J7PI.  oznaczają,  odpowiednio,  maksymalny
i  minimalny  moment  sprę ż ysty  w  przekroju  i  dla  każ dej  kombinacji  danych  obcią ż eń
(stosujemy  tutaj  oznaczenia jak  przy  omawianiu metody kinematycznej w uję ciu  TANAKI) .

Twierdzenie  powyż sze jest  oczywiś cie  wnioskiem  z  uogólnionego  twierdzenia Melana
(por.  [11]). Oznaczmy  przez  s  taki  mnoż nik obcią ż enia,  że dla  / u  ̂ s  ukł ad  dostosowuje
się, natomiast dla (i >  s  nie. Autor  podaje prosty  sposób  wyznaczania mnoż nika s, który
wynika  z  twierdzenia,  bę dą cego  zarazem  wygodnym  sformuł owaniem  zadania  progra-
mowania  liniowego  dla  problemu  dostosowywania:

jeś li należy  znaleźć max  m, gdzie

(3.26)  ™^4JC£M?s9I6t~YMrspidf),  M -   YMoiO
o  '  <•   '

przy  ograniczeniach

(3.26.1)
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1
max  m =  —.

1

to

(3.26.2)

Stąd  otrzymujemy,  że s  =  — x

Mnoż nik  s  nosi  nazwę  mnoż nika  bezpiecznego  (por.  [14]).  Celem  ilustracji  rozwa-
ż ań  ogólnych  TANAK A  przedstawił   rozwią zanie  dla  prostej  ramy  przedstawionej  na
rys.  5, w  dwu  przypadkach:

1)  0 < P <  12M0/ £0,

2)  0<

Lo

10Mo

5M0 5M0

Rys.  5

Otrzymano s =  2 dla obydwu  przypadków.  W pracy  [20] sformuł owano również problem
projektowania  ram  o  minimalnym  cię ż arze,  przy  czym  projektowanie  dotyczy  noś noś ci
granicznej.

3.5.  CYRAS W swojej  ciekawej  ksią ż ce  [38], bę dą cej  niejako  podsumowaniem  dotychcza-
sowych  wyników  w  dziedzinie  zastosowania  programowania, liniowego  do  obliczeń  sprę-
ż ysto- idealnie  plastycznych,  pł askich konstrukcji  prę towych  omówił   również  interesują ce
nas  zagadnienie  noś noś ci  granicznej.  Wydaje  się  celowe  przedstawienie  w  zwię zł ej
formie  tego  sformuł owania,  gdyż  obejmuje  ono —jako  przypadki  szczególne  —  nasze
poprzednie  rozważ ania.

3.5.1. Niech  rozpatrywany  ukł ad ramowy  bę dzie  obcią ż ony  sił ami  skupionymi,  które
charakteryzować  bę dziemy  wektorem  obcią ż enia  P =   (Pt,  ...,PP)

T,  przy  czym  dla  ob-

cią ż eń  zmiennych  przyjmujemy  nastę pują ce  oznaczenia:  Pke[Pf,  P£]  (przedział   zmien-
noś ci  fc- tej  sił y).  D la okreś lonoś ci  autor  zakł ada,  że  P£ "<!  0,  zaś  i\ + >  0,  k =   1,  • • • ,p.
Oczywiś cie nie zawsze Ą+  i P£ muszą  być róż nych znaków. Oznaczmy przez  i, i =  I , ...,  n,
numer  przekroju,  w  którym  może  powstać przegub plastyczny. Wówczas  momenty  zgi-
nają ce  w  ukł adzie  charakteryzuje  wektor  M —  (Mx,  M2,  • • • , M„) T.

Niech  wektor  R =   (Rt,R2,  ...,R„)T  charakteryzuje  momenty  resztkowe.  Momenty
graniczne  wygodnie jest  przedstawić w  postaci  wektora  M o — ( M o l , . . ., MOn)

T,  a  pole
prę dkoś ci  odkształ ceń  plastycznych  wektorem  6 =   (Qi,62,  . . . , 0„ )r ;0j  oznaczać  bę dzie
prę dkość  zmian  ką ta  obrotu  w  «- tym  przegubie plastycznym.  Prę dkość  przemieszczeń
scharakteryzujemy  wektorem  9-  =   (& 1}  # 2 ,  ... # ( 1_, )T ,  gdzie  /  oznacza  stopień  statycznej
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ntewyznaczalnoś ci  ukł adu.  Ponadto  zakł adamy,  że  speł nione  są  postulaty  a-f  przed-
stawione  w punkcie 3.1.

Wiadomo,  że  warunki  statycznej  zgodnoś ci  sił  wewnę trznych  i  obcią ż eń zewnę trznych
moż na  zapisać  w  nastę pują cej,  macierzowej  postaci:

(3.27)  C r M   =  P,

natomiast  warunki  zgodnoś ci  kinematycznej  prę dkoś ci  przemieszczeń  i  prę dkoś ci  od-

kształ ceń  zależ noś cią

(3.28)  C& =  6,

gdzie  C =   \ \cy\ \  oznacza  macierz  współ czynników  zgodnoś ci,  C r  jest  macierzą  tran-
sponowaną macierzy C.

Pole momentów resztkowych  bę dziemy  nazywać:
a) dopuszczalnym,  jeś li  w  sumie  z  maksymalnymi  momentami sprę ż ystymi  nie prze-

kracza momentów granicznych,
b) statycznie  moż liwym,  jeś li  speł nia  warunki  równowagi,
c) statycznie  dopuszczalnym, jeś li  speł nia warunki  a)  i b).
Korzystając  z  twierdzenia,  które  oznaczymy  symbolem  I :  Spoś ród statycznie  dopusz-

czalnych  pól  momentów  resztkowych w ukł adzie, w stanie granicznym rzeczywistym jest  to,
przy  którym  moc  cyklu  obcią ż eń  zewnę trznych  jest  maksymalna  (por.  KACZANÓW  [28]),
moż na  sformuł ować  nastę pują ce  zadanie programowania  liniowego:

znaleźć

(3- 29)  m a x( 2 A+ ^ + -
k  k

przy  ograniczeniach

(3.30)  Y1 b& Pk

+ +  y  brk Pk + Ri <-   Moi,

(3.30.1)

(3.30.2)  -   2JcuRi=0,  i=l,...,n,  j=l,...,n- l,
i

(3.30.3)  Pk>®,  - Pk>Q>  k  =[,...,p,

gdzie  ó£(ók)  oznacza prę dkość  przemieszczeń w  kierunku  siły  Pk(Pk),  natomiast  ^l/ Ł  są
elementami  macierzy  wpł ywu.  Przyjmujemy,  że  d£ >  0,  Ó£  ^  0.

Wyraż enie  ]£ Pk

+ 8£ — £Pk  dk  oznacza  moc  sił  zewnę trznych, warunek  (3.30.2)  wy-
k  k

raża  zgodność  statyczną.  Trzeba jeszcze  zinterpretować zwią zki  (3.30) i  (3.30.1).  Moment
w przekroju  /, w  zakresie  sprę ż ystym,  moż na wyrazić  jako  Miepr  =   ^  bikPk  (bik  są  ele-

k

mentami  macierzy  wpł ywu).
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Jeś li  oznaczymy  przez

k  dla  ba  > 0,

dla  bik^0,

jO  dla  bik>Q,
( 3 - 3 L 1 )  bTk=\bik  dla  blk<0,

to  ekstremalne  wartoś ci  momentów  (zakł adając  pracę  sprę ż ystą  ukł adu) przyjmą  postać

(3.32)  M ;+ pr

(3.32.1)  Muv =  Z  K P; +  JJ bfk P£.
k  k

D la  dopuszczalnego  pola  momentów  resztkowych  powinny  być speł nione  zależ noś ci

(3.33)  - M0 , - M , 7p r < Ri<  Mol- Mttsv,  i =   1,  . . ..  n.

Uwzglę dniając  w  (3.33) zwią zki  (3.32) i (3.32.1)  otrzymujemy  statyczne  (w  sensie  twierdze-
nia  I ) sformuł owanie  problemu  noś noś ci  granicznej w  terminach programowania  linio-
wego  (3.29)- (3.30.3).  Oczywiś cie  poszukujemy  przedziału  zmiennoś ci  każ dej  z  sił  i V

3.5.2.  D la  przypadku  obcią ż eń  proporcjonalnych,  tzn.  gdy Pk

+ =  —P/T =  f^P°  (M—•
mnoż nik  obcią ż enia,  Pl—stał a  wartość  dla  każ dego  k),  przyjmując  ponadto ^- P°((5̂  —

k

— Sk)=   1 [moż na  tak przyją ć,  gdyż  Ą f, dk  nie  wchodzą  do  zwią zków  (3.30)- (3.30.3)],
otrzymujemy  z  (3.29)- —(3.30.3)  po prostych  przekształ ceniach  zadanie:

znaleźć

max/ /,

przy  ograniczeniach

gdzie  przyję to  dj =  ]?cu  £  Pkbik,  Mt=   Ri+ji.  £  P°bik.  Sformuł owanie  to  jest  oczy-
i  k  k

wiś cie  wypowiedzią  twierdzenia  o  dolnej  granicy  obcią ż enia.
3.5.3.  U dowodnimy,  iż ze  zwią zków  (3.29)- (3.30.3)  moż na  wyprowadzić  omówione

już  twierdzenie  o dostosowaniu  ram  [por.  (3.25)].  Interesować  nas  bę dzie  tylko  pole  do-
puszczalne,  więc  warunku  (3.30.2)  nie  bę dziemy  brać  pod  uwagę.

Poł óż my  P£ =  piPl+ , Pk  =  fj,P°~, gdzie  JJ, jest  mnoż nikiem  obcią ż enia,  zaś  P °+  > 0,
Pfc°-  <  0 są ustalone.  Wówczas  kł adąc % PŁ °+  <3t+-   %i\ °-   Ąp =  1, z (3.29), (3.30),  (3.30.1),

k  k

(3.30.3),  otrzymujemy  zadanie:
znaleźć
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przy  ograniczeniach

t<  Moi,

/ t>0,

co wł aś nie jest twierdzeniem  o dostosowaniu.
Wydaje  się,  iż  ostatni wniosek  nie został  do  tej  pory  nigdzie  przedstawiony.
3.5.4. Przejdź my  obecnie  do  sformuł owania  kinematycznego  (w  sensie  poniż szego

twierdzenia  II ) problemu  noś noś ci  granicznej  (Ć YRAS  [38]).
PoTe prę dkoś ci przemieszczeń bę dziemy  nazywać:
a) dopuszczalnym, jeś li  skł adowe tego pola  są  ograniczone  (indywidualnie  lub  w pe-

wnych kombinacjach),
b) kinematycznie  moż liwym,  jeś li  speł nia warunki  zgodnoś ci  kinematycznej,
c) kinematycznie dopuszczalnym, jeś li speł nia a) i b).
Zadanie  programowania  liniowego  zbudujemy,  wykorzystując  twierdzenie  I I :  Spoś ród

kinematycznie  dopuszczalnych pól prę dkoś ci przemieszczeń rzeczywistym jest pole,  któremu
odpowiada minimalna moc dysypowana.

W  sformuł owaniu  kinematycznym,  niewiadomymi  są  prę dkoś ci  odkształ ceń  i  prze-
mieszczeń,  zwią zane  warunkami  zgodnoś ci  kinematycznej.  Zamiast  macierzy  zgodnoś ci
moż na  rozpatrywać  macierz  wpł ywu,  gdyż  wówczas  również  bę dą  speł nione  warunki
zgodnoś ci.  Tak  więc prę dkość przemieszczenia  - &k  w  kierunku  dział ania fc- tej siły moż na
zapisać  nastę pują co:

(3.34.1)  ^=2  w -   S  b~^ >

(3.34.2)  tik

gdzie  0, -   et- dr,  Ot  >  0, 6f  >  0.
Zgodnie  z  okreś leniem  dopuszczalnego  pola  prę dkoś ci  przemieszczeń  istnieją  ogra-

niczenia,  które  oznaczymy  przez  d£ ̂ 0 ,  dj^  ^  0,  czyli pole  to bę dzie  speł niać warunki

(3.35.1)  Ą +> < S t t ,

(3.35.2)  ~&k>6k,  k=l,...,p.

Tak  więc  na  podstawie  ostatniego  twierdzenia,  zależ noś ci  (3.34.1)- (3.35.2)  i  okreś lenia
pola  kinematycznie  dopuszczalnego,  otrzymujemy  zadanie:

znaleźć

(3.36)

przy ograniczeniach
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(3.37.1)  -  X  W+  J£ Wt  > ti»

(3.37.2)  0,+ - 0 f-   2  Cy*, = 0,  j  =  1, ..., »-   /,

(3.37.3)  9|"- >0,  flr>0,  »  =  !, . . . , «,

gdzie  ^MoiCS^+ Of)  oznacza  moc  dysypowaną,  zaś  zwią zki  (3.37.2)  wyraż ają  warunki
i

kinematycznej zgodnoś ci.
Modele  (3.36)- (3.37.3)  oraz  (3.29)- (3.30.3)  stanowią  parę  zadań  dualnych.
W  pracy  [36]   Ć YRAS  rozpatrywał   zwią zki  mię dzy  modelami  projektowania  opty-

malnego  a  modelami,  w  których  poszukujemy  obcią ż enia  granicznego  [te  ostatnie,  to
zadania  (3.29)- (3.30.3),  (3.36)—(3.37.3)].  Okazuje  się,  iż  tylko  dla  obcią ż eń  proporcjo-
nalnych  modele  te są  równoważ ne,  tzn. z  modelu projektowania  optymalnego  otrzymu-
jemy  obcią ż enie  graniczne i  na odwrót  (por. również  [38]).

W  ksią ż ce  [38]  omówiono  również  zagadnienie  optymalnego  projektowania  na  mi-
nimum  cię ż aru  i  wyznaczania  cię ż aru  oraz  okreś lania  przemieszczeń  poprzedzają cych
zniszczenie.

3.6.  Wykorzystanie  danych  eksperymentalnych  dla  sformuł owania  zadania  noś noś ci
granicznej  rozpatrzyli  GYLYS,  ZAKAREVICITJS,  CYRAS  [26],

W  pracy  przedstawiono  modyfikację  zadania  programowania  liniowego,  w  oparciu
o  znajomość  rzeczywistego  mechanizmu zniszczenia,  dla  przypadku  obcią ż eń  prostych.
Zbadanie modelu danego ukł adu prę towego daje nam informację  co do przekrojów, w któ-
rych  tworzą  się  przeguby  plastyczne;  innymi  sł owy  poznajemy  rzeczywisty  mechanizm
zniszczenia.  Znajomość  tego  mechanizmu pozwala  zmodyfikować  zarówno  metodę  sta-
tyczną, jak  i kinematyczną.  Modyfikacja  polega na sprowadzeniu zadania programowania
liniowego  do ukł adu równań  liniowych,  co upraszcza  rozwią zanie.

Rozpatrzmy  zastosowanie  danych  eksperymentalnych  do  metody  statycznej,  dla
której  model  matematyczny  przedstawiono  w  punkcie  3.5.2.  Zał óż my,  iż  po  ekspery-
mencie okazało się, że utworzył  się  cał kowity mechanizm zniszczenia,  tzn. powstało / + 1
przegubów  plastycznych  (/  — stopień  statycznej  niewyznaczalnoś ci).  Oznacza  to, że 7+1
nierównoś ci przedstawiają cych  warunki plastycznoś ci — są to nierównoś ci typu MOi  ^  Mu
—Mi^.  MOi — przechodzi w  równoś ci.  Ponieważ  mamy n—l  równań opisują cych  zgod-
ność  statyczną,  więc  w  sumie  otrzymujemy  l+l+n— / =   n + 1  liniowo  niezależ nych
równań. Liczba niewiadomych również wynosi n+l  (mnoż nik obcią ż enia oraz n wartoś ci
momentów  Mit  i—  1, ..., ń ). Ale  ponieważ  mechanizm  zniszczenia  jest  cał kowity  więc
znamy  / + 1  momentów  M- t.  Są  one  oczywiś cie  równe  momentom  granicznym  M 0( .
Ł atwo, udowodnić,  że  pozostał ych  n—l  niewiadomych  wyznaczyć  moż na  z  nastę pują-
cego ukł adu równań:

(3.37.4)  ( )̂

gdzie  D =  ||D , —Ć ||  jest  macierzą  stopnia  n—l,  D =   (dy,  • • • ,dn_l)
T,  macierz  Ć  otrzy-

mujemy  z  macierzy  CT przez  wykreś lenie  kolumn  odpowiadają cych  momentom w  / + 1
przegubach plastycznych, macierz  Ci powstaje  z  macierzy  C r  przez wykreś lenie kolumn,
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które  odpowiadają   momentem mniejszym  od  granicznych.  Macierz C ma  (n—l)  wierszy
i  (n—/ —1) kolumn, zaś  macierz ĆL jest macierzą   o  (n—l) wierszach  i  ( / + !) kolumnach.
Wektor  M  o  (n—l—l)  składowych  powstaje  z  wektora  M =   (Mu  ...,M„) T  przez  wy-
kreś lenie  momentów  Mi  — Moi,  natomiast  wektor  M o  składa  się   z  tych  elementów
wektora  M o ,  które odpowiadają   przegubom  plastycznym  (czyli wektor  M o ma / + 1 skła-
dowych).  Macierz  D " 1  jest  macierzą   odwrotną   macierzy  D. Jak  rozumieć słowo  «odpo-
wiadają cych»?  Oto wyjaś nienie:  jeś li  np. w przekroju  oznaczonym numerem  1 powstaje
przegub  plastyczny  (Mx =  M01),  to  w  macierzy  CT  wykreś lamy  (lub  pozostawiamy)
kolumnę   pierwszą   itd.

Podobne  rozumowanie  moż na  przeprowadzić  dla  metody  kinematycznej  z  tym,  że
układ  równań zawiera  «+ l  niewiadomych  (n—l prę dkoś ci przemieszczeń i 7- f-l  prę dkoś ci
odkształceń ).

Przypadek,  gdy  model  ulega  zniszczeniu  czę ś ciowemu  (tzn. powstaje  mniej  niż / + 1
przegubów  plastycznych)  formalnie  nie  róż ni  się   od  przypadku  zniszczenia  całkowitego
tylko  dla  metody  statycznej.  Dla  metody kinematycznej  otrzymuje  się   wówczas  wię cej
równań niż  niewiadomych. Dla znalezienia tych niewiadomych  należy  zbudować  macierz
odwrotną   do  macierzy  odpowiadają cej  niezerowym  niewiadomym,  z  której  wykreś lono
wiersze odpowiadają ce  równaniom zgodnoś ci kinematycznej  dla przekrojów  znajdują cych
się   w  czę ś ci  statycznie  nieokreś lonej.

W  pracy  [26] powyż sze rozważ ania  zilustrowano  na przykładzie ramy  przedstawionej
na  rys.  5,  przy  czym  Q  — P,  Lo  =  2,5,  zaś  momenty graniczne  wszystkich  elementów
są   równe  i  wynoszą   Mo  =  1,0.  Model wykonano  z  polichlorku  winylu.  Okazało się ,  iż
w punkcie przyłoż enia  siły Q  (tzn. w przekroju  2) nie powstaje  przegub  plastyczny. Me-
chanizm zniszczenia jest oczywiś cie całkowity, gdyż liczba przegubów plastycznych wynosi
4, zaś  / + 1 =  3 + 1 = 4.  Wartoś ci  momentów  w  przekrojach  1, 3, 4, 5  są   wię c  równe
granicznym.  D la  znalezienia  pozostałych  niewiadomych  tzw.  momentu  M2,  intensyw-
noś ci  obcią ż enia  granicznego, prę dkoś ci  odkształceń i przemieszczeń,  rozważ ono metody
statyczną   i  kinematyczną,  korzystając  z  poczynionych  uprzednio  uwag.

3.7.  CERADINI,  GAVARIN I   [3]  rozpatrzyli  belkę   cią głą   i  łuk  paraboliczny.  RAUTU,

CHIROIU  [16],  [17]  omówili  problem  noś noś ci  granicznej  i  minimalnego  cię ż aru,  nato-
miast  w  pracy  NICHOLLSA  [15] omówiono  zagadnienie  minimalnego  cię ż aru  oraz  kosztu
konstrukcji  przy  założ eniu liniowej  zależ noś ci  mię dzy  momentem granicznym  Mo  a  je-
dnostkowym cię ż arem.

3.8.  Automatyczne  obliczanie  ram  poprzedziło  szersze  zastosowanie  programowania
liniowego  w  rozważ anych  przez nas zagadnieniach. Problemy automatycznego obliczania
ram omówione zostały w pracach  HEYMANA  [9], HEYMANA, PRAGERA  [10], LIVESLEYA  [13].
W  pracach  [9]  i  [10]  rozpatrzono  automatyczne  obliczanie  ram  na  minimalny  cię ż ar,
natomiast  LIVESLEY przedstawił   problem  minimalnego  cię ż aru  i  wyznaczenia  współczyn-
nika  noś noś ci.  Omówimy  wię c  pracę   LIVESLEYA.

Przyjmujemy  nastę pują ce założ enia:
1) na  ukł ad  o  ustalonej  geometrii  działają   tylko  obcią ż enia  skupione,
2) układ  składa się   z  elementów  o  stałych  przekrojach,
3) wpływ  sił   normalnych  i  poprzecznych  jest  pomijalny,
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4) moment  graniczny  Mo  każ dego  elementu  jest  proporcjonalny  do  jego  przekroju
poprzecznego.

Z  zał oż enia  4)  wynika,  że  cał kowity  cię ż ar  ukł adu  jest  liniową   funkcją   momentów
granicznych.  Problem  minimalnego  cię ż aru  sprowadza  się   do  minimalizacji  tej  funkcji
przy  pewnych  ograniczeniach.  Oznaczmy  przez  Mt,  i—  1,  ...,n,  momenty  w  przekro-
jach,  w  których  mogą   powstać  przeguby  plastyczne.  Zbiór  tych  momentów  dzielimy
na  grupy,  przy  czym  każ da  grupa  odpowiada  przekrojom,  które  są   równe.  Ponieważ
geometria  ukł adu jest  znana, wię c  z każ dą   grupą   bę dzie  zwią zana  pewna  dł ugoś ć. Wpro-
wadź my  wielkość  pomocniczą   M[,   którą   otrzymujemy  przez  pomnoż enie  każ dego  mo-
mentu  Mi  przez  dł ugość /; zwią zaną   z  grupą,  do  której  ten moment należ y.

N iech  ukł ad  bę dzie  r- krotnie  statycznie  niewyznaczalny.  Równania  równowagi  za-
piszemy  nastę pują co:

(3.38)
k

gdzie  mk,  k=  l,...,r,  to  dowolne  momenty.
Pomnóż my  (3.38)  przez  odpowiednie  dł ugoś ci  elementów.  Wówczas  otrzymujemy

zwią zek  na momenty M[

(3.39)  Mi =

Macierze  | |a; t | |,  | \Aik\   |  zależą   tylko  od  geometrii  ukł adu,  natomiast  wielkoś ci  Mt,
M\   od  obcią ż enia.

Rozważ my  dla  przykł adu  belkę   przedstawioną   na  rys.  6,

1
©

m.i
Rys.  6

dla  której  przeguby  plastyczne  mogą   powstać  w punktach 1, 2, 3, 4,  5. Jeś li jako  dowolne
przyjmiemy  momenty  w  punktach B  i  C wówczas  z  rozważ ań  statycznych  otrzymujemy

- Mr
M'2
M'3
M\

M' s_

=

" - 1  0"

2  0

4  0

- 2  - 2

0  4_

\ rnc\

+
0

0

4

_0_

Oznaczmy  przez  My  maximum  |M ( |, gdzie  wskaź nik  i  przebiega  daną   grupę   (tzn.  grupę
momentów  odpowiadają cych  okreś lonemu  przekrojowi.  Wówczas  IM7I  ^|Afi' |  (dla  da-
nej  grupy).
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Oczywiś cie  moment graniczny Mo  każ dego prę ta musi spełniać nierówność Mo  ^  \Mj\ .
Ukł ad  bę dzie  układem  o  minimalnym  cię ż arze,  gdy  Mo  =   \Mj\ (M olj  =   \M\ \ ).  Taki
ukł ad  bę dziemy  nazywać  projektem  krytycznym.  Bę dzie  on  posiadał   w  każ dej  grupie
przynajmniej  jeden  przegub  plastyczny.

Cię ż ar  G  układu —  uwzglę dniając  założ enie  4)  i  zależ noś ci  (3.39) — obliczymy  ze

wzoru

(3.40) G  =

Jeś li  moż na znaleźć  zbiór  momentów mk,  k — 1, ...,  r minimalizują cych  funkcję   G(mk),
wówczas  projekt  krytyczny  bę dzie  układem o  najmniejszym  cię ż arze.

D la  znalezienia  minimum funkcji  G,  LIVESLEY  proponuje  dwie  metody  iteracyjne,
podobne  nieco  do  metody  sympleksowej  programowania  liniowego.  Nie  bę dziemy  ich
tutaj  przytaczać, natomiast omówimy  ich sens  geometryczny.

Rys.  7

Moż na założ yć, iż momenty mr  definiują   /- - wymiarową   przestrzeń euklidesową.  Rów-
nania  (3.38) wią żą   z  każ dym jej  punktem układ  momentów Mb  a  tym  samym  pewną
wartość  funkcji  G.  Podzielmy  przestrzeń  na  obszary,  których  brzegami  są   hiperpłasz-
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czyzny.  Na każ dej  takiej  hiperpłaszczyź nie albo  dwa  momenty z grupy  mają   równe mo-
duły,  albo  moment o maksymalnym  module zmienia  znak.  Minimum funkcja  G  osią ga
w pewnym punkcie  (wierzchołku), w którym przecina się  r hiperpłaszczyzn. W celu zna-
lezienia  tego  minimum wychodzimy  z pewnego  punktu  począ tkowego,  a  nastę pnie po-
ruszamy  się  w sposób  dyskretny  aż do osią gnię cia  minimum.

Powyż sze  rozważ ania  dla przykładu z rys. 6 przedstawia  rys. 7. W tym przypadku
momenty  mk,  k = 1,2, tworzą   przestrzeń  dwuwymiarową.  Na rys. 7 zaznaczono  linie,
na których G =  const, a ponadto najwię ksze  (co do modułu) wartoś ci  momentów w  da-
nym obszarze. Punktem począ tkowym  metody iteracyjnej  był  punkt A. Minimum osią gane
jest w punkcie E.

Przejdź my  do zagadnienia  wyznaczania  współczynnika  obcią ż enia  granicznego.

Niech Ml' — - .- —-, / =  1, • • • >« gdzie Mo;  jest momentem granicznym w / - tym przegubie.
Moi

Mamy teraz tylko jedną  grupę, do której należą  wskaź niki  i. Niech i oznacza taki wskaź nik
spoś ród  liczb  1, ...,«,  dla którego  \M['\  przyjmuje  maximum.  Dzielą c  równania  (3.38)
przez odpowiednie wartoś ci Moi  otrzymujemy  równanie

(3.39.1)  Ml' =  ^ k
k

Oznaczmy  przez  F  funkcję   postaci

(,40.!,  F- m\
Stąd  wynika,  że maximum p, jest osią gane, gdy F = min. Podobnie jak poprzednio,  mi-
nimum to osią gane  jest w wierzchołku, gdzie  spełnionych jest  r  równoś ci  typu  \M"\ - =
—  \M'i'\ . W takim punkcie r- f-1  wartoś ci  M/ ' bę dzie mieć jednakowe  moduły,  odpowiada
to  r+ 1 przegubom plastycznym, potrzebnym do utworzenia mechanizmu. Gdy jj.max osią-
gane jest w wię kszej  liczbie  punktów,  wówczas  mechanizm bę dzie  miał   mniej  niż  H - 1
przegubów  (zniszczenie czę ś ciowe).

4.  Pł yty

Problem  noś noś ci  granicznej  dla płyt  z  zastosowaniem  programowania  liniowego
rozważ ono  w  pracach:  KOOPMANA,  LANCE'A  [12],  CERADINIEGO,  GAVARINIEGO  [3],  [4],
[5],  BRUSIENCOWA, RŻ ANICYNA  [25],  HOCHFELDA,  CZERNIAWSKIEGO  [27],  TERECHINY  [32],

BORKAUSKASA,  Ć YRASA  [2], [23],  [24], [35], oraz  WOLFENSBERGERA  [22].
4.1. W  pracy  KOOPMANA,  LANCE'A  [12]  sformułowano  i  rozwią zano  zagadnienie

noś noś ci  granicznej  dla sztywnoplastycznych  płyt  kołowych i kwadratowych  w przypad-
ku  swobodnego  ich podparcia  lub utwierdzenia.

W stanie osiowo- symetrycznym  na element płyty kołowej działają  obcią ż enia i wielkoś ci
wewnę trzne takie, jak przedstawiono na rys. 8; wówczas  róż niczkowe równanie  równowa-
gi  dla takich  stanów  ma postać

(4.1)  J- (rM)- N -̂ ^
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gdzie  w  (4.1)  M,  N—- oznaczają ,  odpowiednio, promieniowy  i  obwodowy  moment  zgi-
nają cy;  P  oznacza  równomierne  obcią ż enie  cią głe,  r — promień.  Na  rys.  8  Q  oznacza
sił ę  poprzeczną.

Równanie  (4.1)  moż na  zapisać  w  formie  bezwymiarowej

(4.1.1)
d 1

PRZ  M  N
W  równaniu  tym  przyję to  oznaczenia:  /* = ——,ra = - 51^-, M = —- ,

M  M  iV

r
—,  xe[0,l];
- K

ponadto  Mo  = No  — Cl/ 4)a0h
2,  ff0 — granica plastycznoś ci,  R jest  zewnę trznym promie-

niem płyty, li jej gruboś cią. W rozdziale drugim wspominaliś my  o tym, że dla zastosowania

Rys.  8

metody  programowania  konieczne jest  opisanie  konstrukcji  w  sposób  dyskretny.  W  tym
celu  równanie  (4.1.1) przedstawiamy  w postaci  róż nicowej

(4.1.2) I 1

\ - ms—ns =  — ~

1
przy  czym  xs  =   sd,  m(xs)  =   ms,  n(xs) =  ns,  s =   1, ..., z, d =  —;  tutaj  z — oznacza

z
liczbę   pod przedziałów,  na  które  podzielono  przedział   [0,1].

Zakładają c,  że  płyta  wykonana  jest  z  materiału spełniają cego  warunek  plastycznoś ci
Treski,  otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enie  analityczne  (w  terminach  zmiennych  dys-
kretnych  ms  i  ns)

(4.1.3)

ms—7

Równania  (4.1.2)  i  nierównoś ci  (4.1.3)  stanowią   układ ograniczają cy.  Przy  tych  ograni-
czeniach należy  znaleźć maximum funkcji  / =  fj,.  Przyjmują c,  że z =   10  (<5 =  0,1), a jako
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warunek brzegowy m0 =  n0 i dodatkowy warunek dla płyty swobodnie podpartej m10  = 0
otrzymano:  / nG =  5,97  (wartość  dokładna wynosi  6,00).

Dla  płyty utwierdzonej uzyskano fxa =   11,28 (wartość dokładna 11,26). Jak widać z tego
porównania,  otrzymane przybliż one  wartoś ci  noś noś ci granicznej  są   praktycznie  wystar-
czają ce.  Dla płyty  utwierdzonej,  polu  naprę ż eń  odpowiadają   punkty  leż ą ce  na bokach
DE, EF; dla swobodnie  podpartej — na boku EF sześ cioboku  Treski  (rys.  9).

pow.nmibliiona
10,1,01/  F

Rozważ my  obecnie  zagadnienie  zginania  płyty  kwadratowej.  Równanie  róż niczkowe
równowagi  elementu płyty ma postać

(4.2)
82MX  d2Mx

~dxr BY2

gdzie  Mxy  oznacza  moment  skrę cają cy.
Przekształcając  równanie  (4.2) do postaci  bezwymiarowej  mamy

(4.2.1)
d2mx  d2mxy  d2my

dx2  dxdy  dy2

gdzie  przyję to  oz;nacz;enia

Mo'
mxv  —

__ X Y

T
PL2

; L — oznacza połowę  długoś ci płyty, Mo —jak  dla płyty kołowej (moment gra-
r  6M0

niczny).
Zakładają c,  że płyta  wykonana  jest  z  idealnie  plastycznego  materiału, spełniają cego

warunek  plastycznoś ci  Treski,  otrzymujemy:

r/ m  m \ 2  l l / 2

I  ~  - rrn.xy\   ^  i ,

(4.2.2) - 1<-
1 / 2

1/ 2

Rysunek  10 przedstawia  interpretację   geometryczną   warunku  plastycznoś ci  (4.2.2).  •   .
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D la  sformuł owania problemu w terminach programowania liniowego  należ y:
1) zamienić  równanie  (4.2.1)  na  równania róż nicowe,
2) dokonać  linearyzacji  warunku  plastycznoś ci  (4.2.2).

Przyję to  nastę pują cą  zlinearyzowaną  formę  warunku  plastycznoś ci  ( m ^ ^

y^  1,

— Kmy+mxy<  1,

mx- ~my- \ - 2mxy ^  1,

—mx+my- \ - 2mXy  *C 1.

Ilustrację  zlinearyzowanego  warunku  plastycznoś ci  (4.2.3)  przedstawiono  na  rys.  10.
Wzdł uż  przeką tnej  pł yty: mx  =   my\   na  osiach  x  — 0, y  =  0;  mxy  — 0.  Warunek  brze-
gowy dla pł yty swobodnie podpartej  ma postać: mxy  =  0, dla x =   ± 1,  0 ^  j ^ 1. W re-
zultacie,  po  dokonaniu  dyskretyzacji,  otrzymano  fjia =  0,969 — dla  pł yty  swobodnie
podpartej,  a  ,£%=  1,596—dla  pł yty  utwierdzonej.

D la  porównania warto  przytoczyć maksymalną  wartość  statycznego  mnoż nika obcią-
ż enia  podaną  przez  H. E.  SHULLA  i  L. W.  Hu  (1963):  dla  pł yty  swobodnie  podpartej
mnoż nik  ten równa  się  0,826.  Wartość  minimalna kinematycznego współ czynnika obcią-
ż enia  (dla  pł yty  swobodnie  podpartej)  wynosi  1.  Tak  więc  bł ąd  uzyskany  drogą  pro-
gramowania  liniowego  jest  bardzo  mał y.

4.2.  CERADINI,  GAVARIN I   [3] dla pł yty uzbrojonej  stosują  warunki plastycznoś ci Johan-
ssena. Wówczas  dodatnie i ujemne momenty graniczne w funkcji  ką ta  a zawartego mię dzy
kierunkiem  uzbrojenia  x  a  danym kierunkiem wyrazimy  nastę pują co:

14  31

gdzie  M£x,  M£y,  MQX>  Moy  przedstawiają  momenty  graniczne  w  dwu  prostopadł ych
kierunkach  uzbrojenia.  Warunek  plastycznoś ci  wyrazimy  zależ noś ciami:

Mxcos2  a- \ - Mysin2u- \ - Mxi>sin2a. ~  I   ,
(  MQ  (ci.)

(4.3.1)

Wprowadzając

Mx+M y

2MP  '  '

d
da.  x

wielkoś ci

ni  -   Ml

s2a+ - M j,sin2a+

bezwymiarowe:

2MP  '  ™*

Mx>

Mx

Sin 2«) = .

- M*   ...
2MP  '  -

da

1  da

±   _
2

(a)'

2M,  '
m  -   M*>

{M p  oznacza  moment graniczny),  z  (4.3.1) — po wyeliminowaniu  &• —otrzymujemy  wa-
runki  plastycznoś ci  w  postaci

3  («a- »»J)*+ »̂  =  \mx- mi  )2,

Zwią zki  (4.3.2)  przedstawiają  dwa  stoż ki  koł owe  (rys.  11).
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Z  rys. 11 widać, w  jaki  sposób  przeprowadzić  linearyzację   warunku  plastycznoś ci  (np.
przez wpisanie wieloś cianu  o trójką tnych  ś cianach). W pracach  [3] i  [5] podano przykłady
numeryczne  dla płyt  kwadratowych.

przypadek ogólny

im,
Iff

d

Rys. 11

4.3. Problem  wyznaczenia  dolnej  granicy  obcią ż enia  płyt  ż elbetowych,  dla prostych
obcią ż eń  i  przy  pominię ciu  wpływu  sił  normalnych  i  poprzecznych  omówił  WOLFENS-

BERGER  [22]. Omówił  on również  zagadnienie  optymalnego  uzbrojenia  (czyli  uzbrojenia
o minimalnym cię ż arze).

4.4. Zagadnienie noś noś ci granicznej, z uwzglę dnieniem  stacjonarnego  pola temperatur,
dla  płyty  okrą głej  z  otworem  rozważ ono  w pracy  HOCHFELDA, CZERNIAWSKIEGO  [27].
Rozpatrzmy  taką   płytę   przedstawioną   na rys.  12.

Równanie  równowagi,  ma postać

(4.4)
d  r

- j- (rM)~N+ J pxdx~aT^= 0.

Zgodnie z warunkiem  plastycznoś ci  Treski  mamy:

(4.4.1)  \M\<M 0,  \N\<Ma, \M~N\<M0,  M0=(l/ 4)a0h
2.

Równanie  (4.4)  przedstawiamy  w postaci  róż nicowej

'  i  J

(4.4.2)  'riM i- yNjdj+ydjypkrkdk- riaT+c=O,
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gdzie  w  (4.4.2)  przyję to  oznaczenia:  dt  «=» — j Ą>  U d1=1r-Arl, d,—

c—  jest  stał ą, którą   wyznaczyć  moż na z  warunku  brzegowego.
2

Przy  warunkach  (4.4.1)  i  (4.4.2)  należy  znaleź ć  maximum  funkcji  z — p  pamię tając
o  tym, że w  warunku  (4.4.1)  zmienne M  i N należy  brać  w postaci  dyskretnej.

W pracy  [27] omówiono również problem dostosowywania  płyty kołowej, o utwierdzo-
nym brzegu,  poddanej  działaniu cyklicznie  zmiennego obcią ż enia  i  osiowo- symetrycznego

rn

Rys.  12

pola  temperatur.  Podano  wyniki  dla  przypadku,  gdy  obcią ż enie  zewnę trzne  jest  stałe,
a  temperatura  jest  liniową   funkcją   zmiennej  odnoszonej  wzdłuż  elementu  normalnego
do  powierzchni  ś rodkowej  płyty.

4.5. W  pracy  BRUSIENCOWA, RŻ ANICYNA  [25] przedstawiono  moż liwość  zastosowania
liniowego  programowania  parametrycznego  do  okreś lenia  noś noś ci  granicznej  tarczy,
w  przypadku  płaskiego  stanu naprę ż enia.

Rys.  13

Niech  w  stanie  równowagi  granicznej  linie  załomu  tworzą   siatkę   kwadratową   z prze-
ką tnymi  (rys.  13). Załóż my dalej,  że w  stanie  zniszczenia  wystę pują   tylko  skupione  od-
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kształ cenia  (wydł uż enia  lub  skrócenia)  po  linii  styku  odpowiednich  pł atów  1,2,...,.
Skupionym  wydł uż eniem  (skróceniem)  e  nazywać  bę dziemy  wzajemne  przemieszczenie
punktów  znajdują cych  się  na cienkiej  odkształ calnej warstwie w  kierunku prostopadł ym
do  warstwy.  Poza  warstwami  pł aty  śą  sztywne.

Rys.  14

Przyjmijmy  nastę pują ce  oznaczenia:  U;(w;)— rzut  przemieszczenia  i- go  pł ata  na  oś
poziomą  (pionową ). Dodatni kierunek dla u przyjmujemy  w prawo, dla v — w  dół. V za-
jemne  rozchodzenia  się  pł atów  uważ amy  za  dodatnie,  zbliż enie — ujemne.  Wówczas
skupione  odkształ cenie moż na  zapisać  w  formie  nastę pują cej  (zgodnie  z  rys.  14a- d):

£y  == 0,5|/ 2(w£—W;—Uj- \ - Vj),  By  =  ( —»; + «/ ),

Bij  =  0,5  7/2  ( — M; — Vi- \ - Ui- \ - Vj),  By  ==  (—©, +  ^ ) .
(4.5)

Symetria  i brak  przesunięć po liniach styku pł atów pozwalają  wyrazić skupione odkształ-
cenia przez  5 niezależ nych  przemieszczeń  u  iv  pł atów  1, 2, 5, 6, 11 i 14  (rys.  14). Pracę
sił  wewnę trznych  dla  ey >  0,  Ey  <  0 wyraż ają  kolejno  zależ noś ci:

(4.6)
; . j

gdzie crÓ =   {2l]/ 2i)hXao,ao —granica plastycznoś ci (jednakowa dla rozcią gania i ś ciskania),
h — grubość  tarczy,  3 A — szerokość  tarczy  kwadratowej,  ltJ — dł ugość  linii  zał omu
i- go  oraz  j- go  pł atu.

Niech

(4.6.1)

wówczas  zależ noś ci  (4.6)  moż na  zapisać  wzorem:  T=  Saósij-   Praca  sił  zewnę trznych
UJ

wynosi  V — 0,5 Xpv. Oznaczmy  przez

(4.6.2)  U=V—T

cał kowitą stratę energii potencjalnej. Z wszystkich moż liwych  form zniszczenia  konstrukcji
rzeczywistą  jest  ta,  której  odpowiada  minimum obcią ż enia,  czyli  maximum  U.  Ponadto
w stanie równowagi  granicznej  U =  0. Tym samym otrzymujemy  zadanie programowania
parametrycznego, polegają ce  na znalezieniu maximum formy  U (4.6.2), przy ograniczeniach
(4.6.1).  Ponadto  trzeba  znaleźć  taką  wartość  parametru  obcią ż enia,  przy  którym  max

3  Mechanika  teoretyczna
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U  — 0.  D la  szczególnego  przypadku  mechanizm  zniszczenia  i  wartość  obcią ż enia  gra-

nicznego  podano  na  rys.  13.
Wykorzystując  powyż sze  sformułowanie  moż na  też  rozwią zać  zadanie,  dla  którego

mechanizm  zniszczenia  oraz  wartość  p  przedstawia  rys.  15.
Formułując  zagadnienie dla tarczy przedstawionej na rys. 16a jesteś my w stanie rozwią -

zać zadania, dla których mechanizmy zniszczenia oraz wartość obcią ż enia podano na rys.
16b, c.

p- 1,15e0h

4.6.  Rozpatrzmy  płytę   kołową   poddaną   działaniu  dowolnego  niesymetrycznego  ob-
cią ż enia  (TERECHINA  [32]). W  płytę   kołową   wpisujemy  wieloboki,  których liczba  boków
zależ eć  bę dzie  od  wymaganej  dokładnoś ci. Sieć  moż liwych  linii  załomów  przyjmujemy
w  postaci  niejednakowych  trójką tów  (rys.  17).  Jako  ograniczenie  przyjmujemy  nastę-
pują ce  nierównoś ci:

(4.7)  <Pi^0ih,  <Pis2>—(M'olMo)Qilt,

gdzie
lt  — długość f- tej linii załomu,
Ot — ką t  obrotu tej  linii załomu,

M0,M'o  — odpowiednio  dodatni  i  ujemny  moment  graniczny,
(pt — pomocnicza wielkość nieujemna.

Strata energii potencjalnej  układu wynosi

(4.8) U= iw

gdzie  w i — ugię cie punktu;  suma  pierwsza  oznacza  pracę   sił   zewnę trznych,  druga  —
wewnę trznych.

W przypadku  obcią ż enia  równomiernie rozłoż onego q, siłę  moż na przyłoż yć w  ś rodku
cię ż koś ci zakreskowanego  trójką ta  (rys. 17). Wówczas Pt  — qFt,  gdzie Ft — pole  trójką ta.
Ugię cie  ś rodka  cię ż koś ci  trójką ta  moż na  wyznaczyć  jako  ś rednią   arytmetyczną   ugięć
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jego wierzchoł ków, tj.  wsi  — - ^- £  wai.  Oczywiś cie  funkcja  f/ powinna  osią gnąć maximum,

a w  stanie  równowagi  granicznej  winna być  równa zeru.
Jako przykł ad w  [32] podano wyniki  dla pł yty ż elbetowej  pierś cieniowej,  o stał ej gru-

boś ci,  swobodnie  podpartej  na konturze  zewnę trznym  i ponadto w  4 punktach na kon-
turze  wewnę trznym  (rys.  18). Pł ytę  zamieniono na  dwunastobok  (R =  10 m,  r =  1 m).
Zadanie  programowania  parametrycznego  przeprowadzono  na  maszynie  «Ural — IV».
Otrzymano:  qfM0—  1,11.  Mechanizm  zniszczenia  przedstawia  rys.  18.

Rys.  18

4.7.  BomcAUSKAS,  Ć YRAS  W  pracy  [23]  sformuł owali — w  ję zyku  programowania
liniowego  •— zagadnienie  projektowania  i  wyznaczania  obcią ż enia  granicznego  dla  cien-
kich pł yt, uwzglę dniając  tylko wpł yw momentu zginają cego.  W pracy  [24] ci sami autorzy
omawiają  zagadnienie minimalnego cię ż aru, przy zał oż eniu, że pł yta skł ada się z  obszarów
o  stał ej  gruboś ci.  W  pracy  [2]  natomiast przedstawiono  istotę  problemu  dualnoś ci  dla
cienkiej idealnie plastycznej pł yty. Korzystając  z pracy  [2] omówimy zagadnienie dualnoś ci.

Chcąc  sformuł ować  rozważ ane  zagadnienia  w  terminach  programowania  liniowego,
musimy  dysponować  opisem  dyskretnym.  W  tym  celu  dzielimy  pł ytę na  pewną  liczbę
obszarów  (rys.  19), przy  czym moment graniczny  r- tego  obszaru jest  stały  i  wynosi  MOr.
Rozkł ad  momentów  granicznych  w  cał ej  pł ycie  charakteryzuje  wektor  M o =   (MOr),
r  =  1, ...,s.  Zakł adamy, że pomię dzy jednym  obszarem  a drugim  istnieje  cienka warstwa
przejś ciowa przenoszą ca momenty zginają ce.  Obcią ż enie zewnę trzne wystę puje w punktach
wę zł owych,  oznaczmy  go  przez  pj,  a  ponadto  wzdł uż  warstw  przejś ciowych  dział ają
momenty  zginają ce  o  intensywnoś ci  irij.  W  ten  sposób  wektor  obcią ż enia  ma  skł adowe
okreś lone  nastę pują co:

Zakł adają c,  że  rzeczywisty  mechanizm zniszczenia  należy  do  klasy  mechanizmów utwo-
rzonych  przez  liniowe  przeguby  plastyczne  (są  to  przeguby  utworzone  przez  linie  sieci,
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por. rys. 19), wtedy prę dkoś ci odkształceń plastycznych opisuje wektor 0 =   (9,), i=   \ ,...,n,
gdzie 6; =   ę Ji  przy  czym  (pt, U oznaczają,  odpowiednio, ką t  obrotu w  ż - tym  przegubie
plastycznym,  długość  /- tego  przegubu.  Prę dkość  przemieszczeń  charakteryzuje  wektor
W -   (Wj), gdzie

przy  czym  Wj,  tpj  oznaczają,  odpowiednio,  prę dkość  przemieszczeń  w  j- tym  punkcie
wę złowym,  prę dkość  zmian  ką ta  obrotu y- tej  warstwy  przejś ciowej.  Tym  samym  łatwo
podać wyraż enie na moc  dysypowaną

(4.9)  U-

gdzie E =   \ \Efi\ \ jest macierzą konfiguracji okreś loną   nastę pują co:

ii,   gdy  linia  i należy do obszaru  /•,
E.-  =  {

"  (0,  gdy  linia  i nie należy od  obszaru ;• .

A- A

Rys.  19

Wprowadzając  tzw.  zredukowaną  prę dkoś ć  odkształceń  plastycznych  w  obszarze  r,

ftr ~  JE Eri\0(\ na podstawie  (4.9) otrzymujemy:  U =  JP, M^ft,.
i  r

Moc obcią ż eń zewnę trznych jest dana wzorem

(4.9.1)  V =
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Warunki  zgodnoś ci  kinematycznej  prę dkoś ci  odkształ ceń i przemieszczeń  podają  zwią zki

(4.9.2)  0t =  ̂   cu Wj,  t =  1, ..., n.
j

Zgodnie z twierdzeniem energetycznym  o minimum energii dysypacji dla rzeczywistego

mechanizmu zniszczenia  otrzymujemy  nastę pują ce  zadanie programowania  liniowego:

znaleźć minimum  formy

(4.10)  U =  ]?MofErldtl

przy  ograniczeniach

(4.10.1)  Wj>Wj,

(4.10.2)  0;-

(4.10.3)  6t>0,  i=l,...,n,  y = l,  ...

Wektor W =   (Wj) moż na na  ogół  wybrać dowolnie.
Moż na  teraz  zbudować zadanie dualne:
znaleźć maximum  formy

(4.11)

przy  ograniczeniach postaci

(4.11.1)  2

(4.11.2)  Yj
i

(4.11.3)  Y,>0.

Poł óż my  Yj = Pj, Zi =  Mi,  gdzie  M = (M,)  jest  wektorem  charakteryzują cym  siły
wewnę trzne. Wówczas  forma  (4.11) okreś la  moc obcią ż eń zewnę trznych. Z (4.11.1) mamy
Mi  ^  ]£ EriMOr;  jest  to po prostu  warunek  plastycznoś ci.  Równoś ci  (4.11.2)  zapisane

r

w  postaci 2" CijMi = Pj  wyraż ają  równania  równowagi.  Tym  samym  zadanie  dualne
i

(4.11)- (4.11.3)  wyraża  twierdzenie  energetyczne  o maximum mocy obcią ż eń  zewnę trznych.
Problem  dualnoś ci  dla pł yt i powł ok w wielkoś ciach  uogólnionych  omówiono w pracy

CERADINIEGO,  GAVARINIEGO [4].

5.  Powł oki

Omówione  zostały  w  pracach  CERADINIEGO,  GAVARINIEGO,  [4],  [5],  MIRZABIEKJAKA ,

REITMAN A  [29],  NAGEVICIUSA,  Ć YRASA  [30],  RŻ ANICYNA  [31],  FRAINTA  [33],  przy  czym

w  pracy  [31]  omówiono  moż liwoś ci  zastosowania  programowania  liniowego  do zadań
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równowagi  granicznej  powłok  przy  wykorzystaniu  metody  kinematycznej,  a  w  pracach
[4], [5], [29], [30] i  [33] — statycznej.

5.1. Omówimy  najpierw  pracę   RŻ ANICYNA  [31].  Weź my  pod  uwagę   powłokę   skle-
pieniową   opartą   na  dwu  czołowych  przeponach.  Krawę dzie  podłuż ne mogą   być  swo-
bodne  lub  spoczywać  na podporach. Zakładamy, że  rozpię tość  L  powłoki jest  znacznie
wię ksza niż szerokość  jej  rzutu  na płaszczyznę   poziomą.  Dajemy  klasę   form  zniszczenia
z  liniami przegubów  plastycznych  (na  tyle  gę sto,  że wycinek  powłoki mię dzy  są siednimi
przegubami  moż na  uważ ać  za  płaską   płytkę  —  rys.  20)  i  skupionymi  odkształceniami
podłuż nymi w ś rodkowym  przekroju  poprzecznym. Obcią ż enie może być dowolne.

Rys.  20

Ze wzglę du na małą  grubość  płyt pomijamy  wpływ  podłuż nych momentów  zginają cych
i  skrę cają cych.  Ponadto  zakładamy,  że  powłoka jest  nieś ciś liwa  w  kierunku  poprzecz-
nym — w  przegubach  plastycznych  powstają   jedynie  ką ty  obrotu.  Czę ść  płyty  mię dzy
przegubami  plastycznymi  a  przekrojem  poprzecznym  odległym  o  Lj2  od  przepony  uwa-
ż amy za sztywną.

Rys.  21

Niech parametrami formy  zniszczenia bę dą   rzuty vt  przemieszczeń każ dej pł ytki w po-
przecznym przekroju  ś rodkowym  na płaszczyznę  płytki  (rys. 21).

Przy oznaczeniach, jak  na rys. 21, obrót płyty w przekroju  ś rodkowym  wynosi

przy  czym bi — szerokość płyty; natomiast ką t  obrotu w /- tym przegubie

(5.1)  0i=  fi- n—Wi-
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Całkowita praca sił  wewnę trznych wynosi

(5.2)  r =
We  wzorze  tym  Tx  oznacza pracę   momentu Mo  (moment przypadają cy  na  jednostkę
długoś ci) na ką tach obrotu 0,. dt  zmienia się   liniowo na odcinku L/2; najwię kszą   wartość
przyjmuje  w przekroju  ś rodkowym, a zero na przeponach. Tak wię c

(5.2.1)

Po  scałkowaniu  metodą   trapezów  otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enie  na  pracę   sił  po-
dłuż nych na skupionych odkształceniach  e;  (rys. 22)

(5.2.2)  T2  -   ho

gdzie  przyję to  oznaczenia:  h —  grubość  powłoki,  a0(yo0)- —granica  plastycznoś ci  na
rozcią ganie  (ś ciskanie).  W  pierwszym  członie  sumujemy  po  przegubach  rozcią ganych,
w drugim —  ś ciskanych.

Rys. 22

Pracę   sił   zewnę trznych  moż na  obliczyć,  po  wyznaczeniu  składowych  obcią ż enia  dla
kierunków  leż ą cych  w  płaszczyznach płyt,  przyjmują c,  że jest  ono skupione wzdłuż  lini
załomów  (rys. 23).

Rys.  23

Wówczas

(5.2.3)
LI2

L/ 2
4  r

przy  czym  Pt  = - =-  J  Qtxdx,  gdzie Qt  oznacza siłę  działają cą  na /- ty  przegub  plastyczny.
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Ze  wzorów  (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3),  po  prostych  przekształ ceniach,  otrzymujemy  wy-
raż enie na stratę energii potencjalnej  ukł adu:

(5.3)

W (5.3) J£ oznacza sumowanie  po wszystkich pł ytach  (przegubach  plastycznych).

b

Rys.  24

Przekształ ć my wyraż enie  (5.3) do nastę pują cej  postaci:

gdzie

=   max  e,-,  — <*o i
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W  ten  sposób —  w  terminach  programowania  liniowego — zadanie  sformuł ujemy  na-
stę pują co:  znaleźć  maximum formy  U  (5.3.1) przy  ograniczeniach postaci

bt =  df+6, > 0,

(5.4)  ci ~  £f—  £;SsO =

J;  ==  ef- \ - ZSt S* 0,  Z =  - .

Ponadto w  stanie  granicznym, max  [/  =  0.
W  pracy  RŻ ANICYNA  [31] — wykorzystując  sposób  zbliż ony  do  powyż szego  — sfor-

muł owano  też zagadnienie  dla osiowo- symetrycznej  powł oki  sferycznej  i  walcowej.
Moż liwe  mechanizmy  zniszczenia  i sposób  obcią ż enia  przedstawiono  na  rys.  24a  i 24b.

5.2.  W  pracy  FRAINTA  [33]  —  korzystając  z prac  KOOPMANA,  LANCE'A  [12]  i RŻ ANICYNA

[31]—podano  mnoż nik  obcią ż enia  granicznego  dla  walcowej  powł oki  przy  uwzglę d-
nieniu osiowo- symetrycznego  stanu naprę ż enia; zagadnienie rozwią zano metodą  statyczną.
W  tym przypadku  równanie  równowagi  ma postać

gdzie  M —  poł udnikowy  moment  zginają cy;  N-—równoleż nikowa  siła  normalna,  R  —
promień powierzchni  ś rodkowej powł oki, X-— ciś nienie rozł oż one.

Warunek  plastycznoś ci  przyję to  w postaci

(5.6)  |m ]<  1,  0 < ««S 1,

,  .  M  N  , ,  ,  ,,  ,  „
gdzie  m =  - —- ,  n —- r=r- ;  Mo  — moment  graniczny,  No  — wartość  graniczna  siły N.

Wprowadź my  funkcję̂   = -  — ,  wówczas równanie  (5.5) przybierze  postać:

t .  d2m'  na

(5.7)  __r__+ ^ s=o,

przy  czym  a =  —- ,  m'  =  l—m,  ( 0<  / «'<  2).
Mo

Równanie  (5.7) —  po  podzieleniu  dł ugoś ci  powł oki L na  r  równych  czę ś ci — zapi-
szemy  w postaci
(5.7.1)  m't~2m't+1+m'l+2- {ad2fR)nw+Jix t+l  =  0,

gdzie  w  (5.7.1)  przyję to  <5  = — ,Ji~  ó2fi.  Oczywiś cie  równania  (5.7.1)  przedstawiają

dyskretny  opis powł oki.

Zadanie programowania  liniowego  sformuł ujemy  nastę pują co:
znaleźć maximum funkcji  z =   Ji przy  ograniczeniach

yi=*- ml+2>0,  i =   0,1,  ..., / -,

=   njad2IR  «  m'j_1- 2m'j+mj+1+JiXj  > 0,  j =  1,  ...,  r- l.
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Jako przykład podano w pracy  [33] rezultaty  uzyskane  dla  zbiornika  walcowego  znajdu-
ją cego  się   pod  ciś nieniem  hydrostatycznym.  Przyję to  tam:  ad2jR  =  1, r — 10, x0  =  1 —
parametr obcią ż enia.

Otrzymano:

m0  = 1 ,  m! =  —0,4,  m2  =  m3  =  — 1,  m4  =
777,5  =  0 ) 6,  m- i  =  OT8  =  OTg  =  1,

/ r  Q\   M   M   M  ,  1  M  A  A  M  A  0

200

- 0,6,  ms  =   0,

~L 2  '
Z o= = 200Mo/ L 2.

W  (5.8) przez Xo  oznaczono wartość graniczną  obcią ż enia. Z (5.8) wynika,  że w punktach
0, 2, 3, 7 powstają   przeguby  plastyczne.

Rysunek  25  przedstawia  wykresy  momentów  zginają cych  południkowych  m  i  sil
normalnych równoleż nikowych  n.

\

®

Rys.  25

Jeż eli  na  całym obwodzie  zbiornika  wzdłuż  tworzą cej  działa ponadto  siła  ś ciskają ca
J3X,  to wówczas  warunek plastycznoś ci  moż na zapisać w nastę pują cej  przybliż onej  formie:

- «*  <   y,  »• <  0,  (»*  =  —, ) ,0<n< 1,

gdzie  gwiazdka  oznacza  wielkoś ci  odnoszą ce  się   do  siły  normalnej  działają cej  wzdłuż
tworzą cej.  Przy założ eniu, że  y  =  1,  /3 =  0,5  otrzymano Xo  =  151,51MO/ I.2,  gdy  y  =  1,
j3 =  1 wtedy Xo  =  100Afo/ L

2.
Rysunek  26  przedstawia  wykresy  wielkoś ci  wewnę trznych  m, n, 77* dla  /? =  0,5. Me-

chanizm zniszczenia, który łatwo odtworzyć na podstawie wykresów na rys. 26, jest słuszny
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dla  /3 <  1;  przy  /? >  1 zniszczenie  nastę puje  przy  wielkoś ci  obcią ż enia  pionowego  rów-
nego  obcią ż eniu  granicznemu.

1,12

.0,24

0,76

\0,30

W

Rys. 26

5.3.  Rozpatrzmy zagadnienie  noś noś ci granicznej  dla sferycznej  powłoki  dwuwarstwo-
wej,  wykorzystując  podejś cie  statyczne,  przy  uż yciu  metody  kollokacji  (MIRZABIEKJAN ,
REITMAN  [29]). Powł oka jest  utwierdzona  na konturze, poddana działaniu równomierne-
go  ciś nienia wewnę trznego  q  i  spełnia warunek  plastycznoś ci  Treski.  Równania  równo-
wagi mają   postać:

(5.9)  (77( f)sin<p)'—nacos<p—k[{mipsinq))'—m0cosqĄ   =   0,

(nv+n0)sin<p+k[(m<l,sinq>y'—(mgco&<py]+psmq>  =   0,
gdzie

N9  Mg
No  Mo RNo'  P  No'

przy  czym  Ny, No,  Mlf>, Mo  oznaczają   kolejno  południkowe  i  równoleż nikowe  siły  nor-
malne oraz analogiczne  momenty zginają ce;  natomiast M0(N0)  oznacza moment graniczny
(sił ę  graniczną ),  a R — promień powłoki.

Warunek  plastycznoś ci  natomiast zapiszemy  w postaci

ne—

(5.10)

Przyjmijmy  nastę pują ce  pole naprę ż eń

(5.11)
me  =
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Równania  (5.11) — przez spełnienie zależ noś ci  (5.9) —  doprowadzamy  do postaci

n0  =   C1fccos9J+2C3fccos2c5+2C4.fcsin293—0,5/?,

w  CCosc>+ 2Csinc5+ C(2cos2c!'—l)+ 2C4sin2c>+ C5j

Jako  punkty  kollokacji  przyjmijmy  np.  punkty  o  współ rzę dnych  ę   =   0°,  10°, 20°,  ...,.
Problem  sprowadza  się   wię c do  obliczenia  maximum  funkcji  z — p  przy  ograniczeniach
(5.10),  do  których  wstawiono  uprzednio  zależ noś ci  (5.12).  Jako  przykład  liczbowy  roz-

V" ~

Rys.  27

wią zano  powłokę   dla  której  q>0  =  30°  (rys.  27).  Przy  pomocy  maszyny  matematycznej
MIŃ SK- 22  otrzymano:  C± =  1,41;  C2  =  - 1,47;  C3 ~  1,21; C4 =  1,83;  Cs  =  - 15,18;
max  z =   3,38.  Dla  takiego  samego  przypadku  P. G.  HODGE  otrzymał  wartość  współ-
czynnika noś noś ci granicznej  równą  2.

5.4. NAGEVICIUS,  CYRAS  [30]  zaproponowali  prosty  sposób  dyskretyzacji  i  linearyzacji

warunku  plastycznoś ci  Hubera- Misesa  dla powłoki małowyniosłej  I - -  <  ~jK>1~~  ^  "T

).  Geometrię   takiej  powłoki,  oznaczenia  i wielkoś ci  wewnę trzne  przedstawiono

na rys. 28a- -̂ c.
Zakładamy,  że  powłoka jest  izotropowa,  idealnie  plastyczna  i  spełnia  warunek  pla-

stycznoś ci Hubera- Misesa. W takim przypadku warunek ten ma postać

(5.12)

Nx  Ns  Ns.  •   Nx  Nx

gdae nx  -   —  -   — ,  n. -   ^  ^  ^  ^

Przyjmują c,  że «?—nsnx- \ - n\   «  rj2,  3t2+m%  fu  a2, przy czym

(5.12.1)  7]  = max{[n,|, |n, |, \ns- }tx\ },   a =  max  { j ^
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wtedy  równanie  (5.12) przybierze postać równania okrę gu

(5.12.2)  r,2 +   a 2 = l .

Należy teraz zlinearyzować warunek  (5.12.2). Najproś ciej jest zastą pić okrąg opisanym
(lub wpisanym) kwadratem  (rys. 29), wówczas  |a| = 1, |?j| = 1.

a

Rys. 28

W  rezultacie  otrzymamy  12 równań na zlinearyzowany  warunek  plastycznoś ci Hubera-
Misesa:

y'3t+ms<l,   ns<l,   ns- nx<l,

]/ 3t- ms<l,   - ns<l,   ns+nx^l,

- ]/ 3t+ms<l,   nx**l,   - «, + «*< 1,
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W celu przedstawienia  róż niczkowych  równań równowagi  w postaci  róż nicowej  przyję to
siatkę   utworzoną   na poziomym  rzucie powłoki  (rys.  30). Ze wzglę du na  małą   krzywiznę
powłoki moż na przyją ć,  iż  siatka  ta  «przenosi»  się   na  powierzchnię   ś rodkową.

i- U- i

HM

AS

X

l- lj

',/

Hi

OS

.

HH

AS

HJ+2

itf

Hi+3

AS

- tj+3
'  I

X:

Rys.  30

6.  Metoda  elementów  skoń czonych

Metoda  elementów  skoń czonych  jest  jedną   z  metod  dyskretnego  opisu  konstrukcji.
Rozwinę ła  się   ona specjalnie  w  zwią zku  z zastosowaniem  maszyn  liczą cych.  Począ tkowo
stosowano  tę  metodę  w teorii sprę ż ystoś ci,  w ostatnich latach także w rozważ anych przez
nas zagadnieniach z  teorii  plastycznoś ci.

MAIE R  [14], korzystając  z metody  elementów  skoń czonych,  dokonał   pewnych  uogól-
nień  twierdzeń  Melana  i  Koitera  o  dostosowaniu.  Omówimy  poruszone  w  pracy  [14]
zagadnienia.

Istota  metody  elementów  skoń czonych  polega  na  zamianie  oś rodka  cią głego  przez
pewną   liczbę   elementów  (tzw.  elementów  skoń czonych),  oddziaływują cych  na  siebie
tylko  w punktach wę złowych.  Obcią ż enie  zewnę trzne  działa  tylko  w  tych  punktach. Po-
nadto  MAIER  zakłada, że  układ  może  być  poddany  «dyslokacjom»,  które  okreś la  jako
niesprę ż yste  odkształcenia narzucone  na pewne elementy. Mogą   to  być  odkształcenia wy-
wołane np. polami temperaturowymi. Obcią ż enia  i dyslokacje bę dziemy  charakteryzować
wektorami,  odpowiednio  P, A.  Oznaczmy przez  q!  uogólnione  odkształcenia  / - tego  ele-
mentu  skoń czonego,  okreś lone  przez  wektor  przemieszczeń  wę złowych  u".  Niech  wek-
tor  Q!  reprezentuje  uogólnione  naprę ż enia1)  (por.  [21], str.  251  i  dalsze).  Przyjmujemy,
że  oś rodek  zastą piono  przez  n  elementów  skoń czonych,  tzn.  i =  1,  • • - ,«.

Przykładem  zastosowania  metody  elementów  skoń czonych  do  zagadnień  płaskich
może być  zamiana  oś rodka  przez  trójką tne  elementy  skoń czone, przy  czym  /- ty element
skoń czony  jest  scharakteryzowany  wektorami  qł, Q!  o  trzech  niezależ nych  składowych
(rys. 31a).

Podobnie  oś rodek  trójwymiarowy  może  być  zastą piony  przez  czworoś ciany  schara-
kteryzowane  wektorami  qf, Q'  o  sześ ciu  niezależ nych  składowych  (rys.  31b).

1) Autor  operuje  tylko wielkoś ciami  uogólnionymi.
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Zał óż my,  że  każ dy  element ma  zlinearyzowany  warunek  plastycznoś ci  w przestrzeni
sił  uogólnionych.  Niech  bę dzie  dany  pewien  program  obcią ż enia  i  dyslokacji P(t), A(0,
co należy  rozumieć w  ten  sposób,  że  «skł adowe»  Ph(j),Ah(t),0  ̂ / <  co, jako  funkcje
czasu  t  zmieniają  się  w  pewnych  okreś lonych  przedział ach w  sposób  na  ogół   dowolny.
Przykł ad  takiego  programu  (bez  dyslokacji) mieliś my  w punkcie 3.4,  gdzie  siła  Q  (czyli
jedna  ze  «skł adowych»)  zmieniała się  w  przedziale  [0,7M0/ L 0];   oczywiś cie  2  =  2(0-

Niech  ju bę dzie  wspólnym  mnoż nikiem obcią ż enia  dla  wszystkich  przedział ów, które
okreś lają  dany program obcią ż enia i dyslokacji. Podobnie jak w punkcie 3.4.,  zdefiniujemy
mnoż nik  bezpieczny s nastę pują co: dla / J, ^  s ukł ad dostosowuje  się, natomiast dla / J,  >  s
nie. Autora  gł ównie interesuje zagadnienie wyznaczenia mnoż nika bezpiecznego s. Korzy-
stając  z  rozszerzonego  na  przypadek  dyslokacji twierdzenia  Melana zbudujemy  zadanie
programowania  liniowego,  które  pozwala  wyznaczyć  mnoż nik  s.

Rys. 31

Rozkł ad  naprę ż eń  uogólnionych  w  ukł adzie  scharakteryzujemy  wektorem  Q,  przy
czym wektor  ten przedstawiamy  w postaci sumy czę ś ci sprę ż ystej  Q£  i plastycznej  Qp

(6.1)  Q =  QE + QP .

Cał kowite, sprę ż yste  i plastyczne uogólnione odkształ cenia scharakteryzujemy  wektorami
odpowiednio q, e, p  czyli

(6.1.1)  q = e

Ponadto

(6.1.2)  Q

gdzie  S  jest  macierzą  sztywnoś ci  dla  zakresu  sprę ż ystego.  Zawiera  ona  na  przeką tnej
gł ównej  macierze  sztywnoś ci  S£,  i =  1, ..., n,  elementów  skoń czonych;  co  zapiszemy
w ten sposób S =  diag  [S1, ..., S"]. Zwróć my uwagę na to, iż elementami każ dego z wpro-
wadzonych  wektorów  są  wektory  charakteryzują ce  ra- elementów  skoń czonych,  na

T T T

które  «podzielono»  ukł ad,  np. q =  (q1,  ...,q2)  (symbol  «T»  oznacza transponowanie).
Naprę ż enia  resztkowe  Qf  moż na przedstawić  w postaci
(6- 2)  Qp = Fp,
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gdzie  p jest wektorem  wielkoś ci  hiperstatycznych,  a macierz  F zależy  tylko  od  geometrii
ukł adu.  Moż emy  teraz  wypowiedzieć  twierdzenie  Melana  rozszerzone  na  przypadek
dyslokacji. Zostało  ono  sformułowane  i  udowodnione przez  W.  PRAGERA.  Przytoczymy
je  za  MAIEREM   [14].

a)  Jeś li  istnieje  niezależ ny  od czasu stan naprę ż eń resztkowych  Qf,  takich, że ich suma
z  naprę ż eniami  sprę ż ystymi,  wywołanymi  przez  dany  program  obcią ż enia  i  dyslokacji
leży  wewną trz  powierzchni  plastycznoś ci  (dla  każ dego  elementu  skoń czonego  oraz  dla
0 5̂  z1 <  oo), to  układ  dostosowuje  się .

b) Jeś li  nie  istnieje  niezależ ny  od  czasu  stan  naprę ż eń  resztkowych  Qf  takich,  ż eby
suma jak  w  a) nie wyprowadzała  poza  powierzchnię  plastycznoś ci  dla  każ dego  elementu
skoń czonego,  oraz  dla  ( X  f^  oo,  to  dostosowanie  nie  nastą pi.

Rys. 32

Korzystając  z  tego  twierdzenia  i  zależ noś ci  (6.2)  ł atwo  zbudować  nastę pują ce  zadanie
programowania  liniowego:

znaleźć

(6.3)

przy ograniczeniach

(6.3.1)

(6.3.2)

= s

ftM+   NFp <  K,

Wyjaś nimy  uż yte w  tym zadaniu  symbole.
Weź my  pod uwagę  zlinearyzowany  warunek  plastycznoś ci  z- go  elementu  skoń czonego

(rys. 32),

(6.4)  <p) =  N'jQ'- K)  <  0,  /  -   1, ...»  kh

4  Mechanika  teoretyczna
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gdzie  skalary  K'j >  0  charakteryzują  wł asnoś ci  plastyczne  materiał u, N] jest  wektorem
jednostkowym  prostopadł ym  do / - tej  ś ciany  zlinearyzowanego  warunku  plastycznoś ci.
Wektor  K  ma  postać:  K =   [K\ ,  K\ ,  ..., KQ.  Oznaczmy  przez

df  T

(6.5)  M'j=   max  {N}Q £'(0},

(zakreskowany  na  rys.  32  wielobok,  reprezentuje  obszar  jaki  przebiega  wektor  QE / (0,
gdy  t zmienia się w przedziale  [0, oo]).  Wystę pują cy  we wzorze (6.3.1) wektor M ma postać
M  —  \M\ , M\ ,  ..., Mi',,],  gdzie M)  jest  okreś lone wzorem  (6.5). N jest  macierzą,  której
przeką tna  gł ówna jest  utworzona  z  macierzy  N' =  [N i , . . . , N y.  Zapiszemy  więc  N =
=   diag,[N\ ...,N"] .

Zwróć my  uwagę,  na  to, że zadanie programowania  liniowego  (6.3)- (6.3.2)  jest  ope-
ratywną  wypowiedzią  twierdzenia Melana.

W  pracy  [14]  przedstawiono  również,  przy  wykorzystaniu  metody  elementów  skoń-
czonych  i  zadania  dualnego  do  zadania  (6.3)~(6.3.2),  twierdzenie  Koitera, rozszerzone
na  przypadek  dyslokacji.  Ponadto  sformuł owano  twierdzenie  Melana  dla  materiał ów
o  niestowarzyszonym  prawie  pł ynię cia  (por.  [18]).

Kilk a  dalszych  pozycji,  omawiają cych  zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych
do  zagadnień noś noś ci granicznej  i  dostosowania podano w pracy [14].
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P  e 3 »  M e

riPHMEHEHHE  JIHHEHHOrO  nPOrPAMMHPOBAHHH JLTCH
CnOCOBHOCTH

B  pa6ore  npeflCTaBJieHW  paHee  nonyMeHHŁie  peayjitTaTbi  npHMeHeHHH  JinH efeoro  nporpaiWMHpo-

i a  onpeflejieHHH  Hecymefi cnocoSHOCTii CTep>KHeBWX cHCTeM, ruiHT  H  OSOJIOICK,  a Taiowe  ^BOK-

CTBenHt- ie safla^iH, Bonpocw npHcnoco6ajieMocTn  H aBTOMain^ecKoro  pac^eia paw.  PaccMOTpeHo Tai<M<e
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HCnojn>30BaHne  3KcnepiiMeiiTajibHbrx
Jia  CTCp>KHeBbrX  CHCieM.  KpOMe  TpaflHIlHOHHBIX MeTOflOB flHCKpeTHOrO OnHCaHHH  KOHCTpyK-

npeflciaBJieHO  npHMeneHHe MeTOfla  Koneiuibix  3JieineHT0B.

S u m m a ry

THE  APPLICATION OF LINEAR PROGRAMMING TO THE DETERMINATION OF THE LIMI T
LOAD  CAPACITY  OF STRUCTURES

(Survey  of publications)

The  paper  presents  the  results,  obtained  so  far,  of  the application  of  linear programming  to  the de-
termination  of  the limit load capacity of  rod systems, plates and shells. I t deals also with the dual problem,
the  shake- down  problem  and  with  the automatic analysis of  frames.  Moreover,  the use  of  experimental
data  for  the  modification  of  the problem  of  linear programming  for  frames  is discussed.  Besides  the tra-
ditional methods of discrete description, the paper presents the application of  the  method of finite elemen ts
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