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W pracy dokonano przegladu modeli konstytutywnych, stosowanych obe-
cnie w analizie mechanicznej tkanek zywych. Omoéwiono wlasnosci me-
chaniczne podstawowych skladnikéw mikrostruktury tkanek zwierzecych
(widkna tkanki lacznej, hydroksyapatyt, komorki miesniowe). Nastepnie,
na podstawie dostepnej literatury, przedstawiono szereg modeli konstytu-
tywnych dla réznych rodzajéw tkanek, klasyfiknjac je ze wzgledu na ro-
dzaje zaleznosci konstytutywnych. Wyrozmono trzy zasadnicze grupy mo-
deli: lepkosprqzyste nieliniowo-sprezyste oraz liniowo-sprezyste. Podano
przyklady réwnan konstytutywnych, omawiajac ich wlasnoéci 1 zakres stoso-
wania.

Wazniejsze oznaczenia

X1, X2, X3 - poczatkowe wspélrzedne kartezjaiskie,

z1, Z2, 23  — aktualne wspélrzedne kartezjanskie,

Ty 0, 2 — wspdlrzedne walcowe,

A '~ tensor gradientu deformacji: \;; = 8z;/9X;,

A1, A2, A3 — gléwne wydluzenia wzgledne,

L, L, I - niezmienniki tensora A : A;j = AgiAgj, W szczegélnym
przypadku: A = diag{A}, 22,23},

E — tensor odksztalcenia Greena: Ej; = %(AH)«H - 6ij),

E,, E;, E3 - " odksztalcenia gléwne Greena,

J1, J2, J3 — niezmienniki tensora E,

€ - tensor odksztalcenia Cauchy’ego:

&5 = 3(Nj + Xji — 2855),

T - I tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa,
S — Il.tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa,
o - tensor“naprqienia Eulera, -

Pos P — gesto$é poczatkowa i aktualna,

? — §rednie ci$nienie hydrostatyczne.

O ile nie zaznaczono inaczej, powtarzajace si¢ indeksy oznaczaja sumowanie.
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1. Wstep

Tkanki biologiczne sg materialami zupelnie innymi niz te, z ktérymi in-
zynierowie zwykli spotykaé si¢ w technice. Wyrdziniaja sig¢ przede wszystkim
réznorodnoécia, oraz znacznie bardziej skomplikowanymi wlasno$ciami mecha-
nicznymi. Mamy tu do czynienia z oSrodkami niejednorodnymi, wykazujacymi
anizotropie i nieliniowoéé zaleznoéci naprezeri od deformacji. Nieliniowo$¢ wigze
sie z wystepowaniem skoficzonych odksztalced, niekiedy bardzo duzych, a takze z
nieliniowa lepkosprezystoscia wynikajaca gléwnie z obecnosci substancji plynnych
w strukturze tkanek.

Wlasnoéci mechaniczne tkanki sa ponadto uzaleznione od wielu czynnikéw.
Wymieni¢ tu mozna m. in.: ’

o indywidualne cechy danego organizmu,
o umiejscowienie tkanki w ciele i funkcje jakie ona spelnia,
o wiek, wszelkiego rodzaju stany chorobowe, a takze ciaza,

e procesy fizjologiczne zachodzace w tkance (np. kurczenie si¢ mie$nia pod
wplywem impulsu nerwowego),

o dzialanie srodkéw farmakologicznych.

Nalezy tu jeszcze wspomnieé o tym, Ze wlasnos$ci mechaniczne tkanki biologicz-
nej zmieniaja sie zwykle znacznie w chwili, gdy zostaje ona odlaczona od zywego
organizmu lub gdy nastapl Smier¢ calego organizmu Jest to o tyle istotne, ze
pomiary eksperymentalne dokonywane na tkankach lub ich prébkach sg jedyna
podstawa do okreslania ich wlasnosci mechanicznych. Tam, gdzie niemozliwe jest
wykonanie pomiaréw in vivo, trzeba sie liczy¢ z wystapieniem trudnego do osza-
cowdnia bledu w danych.

Z tej krétkiej charakterystyki materialéw biologicznych moina juz wywnio-
skowaé, ze utworzenie mozliwie dokladnego modelu konstytutywnego przydatnego
w praktycznych obliczeniach wymaga od inZzyniera uporania si¢ z szeroka klasa
probleméw i pogodzenia licznych sprzecznosci. I chociaz w literaturze fachowej
napisano juz na ten temat wiele i podano liczne przyklady bardziej lub mniej
dokladnych modeli i réwnan konstytutywnych dla réZnych biomaterialéw, to trzeba
przyznal, ze wobec wielu kwestii w tej dziedzinie nauka do dzié pozostaje bezradna.

W niniejszej pracy dokonano przegladu i krétkiego oméwienia modeli konsty-
tutywnych stosowanych obecnie dla zywych tkanek zwierzecych (w tym okresleniu
mieszcza sig rowniez tkanki ludzkie). Podstawa byla dostepna literatura fachowa.
Mimo, ze nie wszystkie pozycje zagraniczne sa w kraju dostepne, to wydaje sie,
Ze ponizsze zestawienie jest reprezentatywne dla obecnego stanu wiedzy na ten
temat.
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2. Wlasnosci mechaniczne podstawowych skladnikéw wigkszosci
tkanek

Z histologicznego punktu widzenia tkanki zwierzece dziela sie na: nablonkowa,
laczna, mie$niowa, nerwowa, oraz krew. W wiekszosci narzadéw wystepuja wszy-
stkie te rodzaje tkanek, przenikajac sie nawzajem i tworzac misterne i niezwy-
kle skomplikowane struktury geometryczne. O wlasnosciach mechanicznych tych
struktur decyduja gléwnie tkanka laczna i migsniowa, a niekiedy réwniez krew oraz
napiecia powierzchniowe plynéw pokrywajacych niektore delikatne blony.

Tkanka laczna jako taka ma réwniez doé¢ skomplikowansa strukture wewne-
trzna. Sklada sie z pojedynczych komérek zawieszonych w substancji miedzyko-
moérkowej zawierajacej siatke rdznego rodzaju wldkien. Te ostatnie maja decyduja-
ce znaczenie dla wlasnoéci mechanicznych tkanki. Dziela sie na tzw. widkna spre-
zyste, kolagenowe oraz retykulinowe. Pozostala przestrzeri wypelniona jest plynna
zawiesina mukopolisacharydéw, a w przypadku tkanki kostnej i zebnej ~ osnowa z
twardych soli wapiennych (hydroksyapatyt), stanowiacych réwniez wazny skladnik
struktury z punktu widzenia wlasnosci mechanicznych.

WIl6kna kolagenowe, zwane tez klejorodnymi, wystepuja w postaci pasm o §re-
dnicy 1+ 12um, skladajacych sie z wielu drobniejszych mikrowldkienek o $rednicy
rzedu 0.1 um. pod wzgledem chemicznym s3 to splecione spiralnie laficuchowe
czasteczki bialka zwanego kolagenem. Sa one doéé¢ sztywne (po osiagnieciu pew-
nego wydluzenia modul Younga przy rozciaganiu jest rzedu 1 GPa) i wykazuja
znaczna nieliniowo$é zaleznosci o(¢). Typowy wykres tej funkcji dla jednoosio-
wego rozciagania przedstawia rys.l.

300 c [kP&]

100

Rys. 1. Krzywa jednoosiowego rozciagania widkna kolagenowego (obciazanie i
odciazanie)

Obserwuje sig tez silne wlasno$ci lepkosprezyste: widoczng na rys. 1 histereze,
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zmiennosé przebiegu.krzywej o(€) w kolejnych cyklach obciazenia, a takie pelzanie
i relaksacje naprezei. Wlasnosci te zwiazane sa zapewne z obecnoscia plynéw w
substancji spajajacej wldkienka.

W16kna retykulinowe maja podobng budowe chemiczna do wlékien kolageno-
wych, sa jednak od nich znacznie ciefisze i delikatniejsze. W literaturze trudno
jest znalezé przyklady badaf wlasnosci mechanicznych tych wldkien.

Wiékna sprezyste sa to nitki o srednicy 0.2+1 pum, zloZone z ciefiszych niteczek
o érednicy ok. 350 A. Z chemicznego punktu widzenia sa to wieloczasteczkowe
laficuchy bialka zwanego elastyna. Latwo rozciagaja sig, osiagajac 2.5-krotne
wydluzenie, po czym powaracaja do pierwotnego ksztaltu, wykazujac nieznaczna
histereze. Typowy wykres o(¢) dla jednoosiowego rozciagania wiokna sprezystego
przedstawia rys. 2. Zjawiska lepkosprezyste, o ktérych byla mowa przy omawia-
niu widkien kolagenowych, wystepuja tu w niewielkim stopniu. np. relaksacja
napre¢zenia nie przekracza 10%. Zwykle traktuje sie widkna sprezyste jako nieli-
niowo sprezyste w sensie mechaniki ciala stalego.

2.0 5 o [kPe]
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Rys. 2. Krzywa jednoosiowego rozciggania widkna sprezystego (obciazanie i odciazanie)

Nieorganiczna osnowa tkanki kostnej i zgbnej wypelnia wraz z wiéknami prze-
strzenn miedzykomdrkowa tych tkanek. Sklada sie z krysztaléw hydroksyapatytu
o siatce heksagonalnej wykazujacych wlasnosci sprezyste poprzecznie izotropowe.
Modul Younga waha si¢ w granicach 130 + 180 GPa. Odksztalcenia sa tak male
ze mozna je opisywal liniowym tensorem Cauchy’ego i postugiwaé sie pojeciami
liniowej teorii sprezystosci.

Tkanka miesniowa sklada si¢ z silnie wydluzonych komérek mieéniowych
zawierajacych liczne widkienka bialkowe. Posiadaja one zdolno$¢ kurczenia sig
pod wplywem impulsu elektrycznego, co jest réwnoznaczne z generacja sily obcia-
zajacej, jezeli kurczenie jest w jaki§ sposéb blokowane. Komérki migéniowe sa
oplecione i spojoné ze soba przez gesta i delikatna sie¢ wldkien tkanki lacznej,
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dlatego nie mozna rozpatrywaé wlasno$ci mechanicznych tkanki mie$niowej nie-
zaleznie od owej widknistej osnowy.
]
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Rys. 3. Krzywa je&noosiowego rozciagania komorki miesnia gladkiego (obciazanie i
odciazanie)

Rys. 3. przedstawia typowy wykres rozciagania komoérki miesnia gladkiego w
stanie rozluZnionym. Jest ona bardzo wiotka (sztywnos$¢ ok. 10-krotnie mniej-
sza niz w przypadku elastyny) i wykazuje bardzo silne wlasnoéci lepkosprezyste:
rozlegla histereza, prawie stuprocentowa relaksacja naprezes.

Wlasnoéci te zmieniaja sie znacznie gdy miesiet zosta,e pobudzony do skurczu.
Powstale wiedy zmiany struktury obserwowane s3 jui na poziomie budowy ato-
mowej (kurczenie wiaze sig z reakcjami chemicznymi w laicuchach biatkowych),
mamy wiec do czynienia z zupelnie nowym materialem. Jak dotad, nie udalo
sie opracowa¢ modelu konstytuwnego opisujacego w sposéb zadowalajacy mecha-
niczne zachowanie si¢ tkanki migéniowej w zaleznoéci od stanu skurczenia.

Powyiej oméwiono w skrécie wlasnoéci mechaniczne podstawowych sktadnikéw
wigkszoéci tkanek zywych. Kazda tkanke mozna traktowaé jako mikrostrukture
kompozytows. W skali makro zaklada si¢ jednak, Ze stanowi ona osrodek ciagly.
Jego wlasnoéci mechaniczne sa wypadkowa wlasnoéci mechanicznych skladnikéw
struktury na poziomie mikroskopowym (pewng rol¢ moga tez odgrywaé wzajemne
oddzialywania tych skladnikéw), stad najbardziej naturalna droga poszukiwania
modelu konstytutywnego wydaje sie analiza tej mikrostruktury a nastgpnie prze-
jécie do poziomu makroskopowego. Ta metoda nastrecza jednak wiele trudnosci
wynikajacych z wysoce skomplikowanej geometrii struktury oraz jej niepowtarzal-
noéci w przestrzeni. Jedynie niewielu autoréw podjelo trud péjécia ta droga, m.in.
[7,11,14,20,23). Otrzymane przez nich wyniki zostaly osiagnicte kosztem wprowa-
dzenia wielu zalozen upraszczajacych.

Wigkszosé autoréw wybiera droge latwiejsza, choé bardziej oderwana od rze-
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czywistosci. rozwazajac zaleznosci konstytutywne biomaterialow bez wnikania w
ich wewnetrzng, strukture.

3. Modele lepkosprezyste

Wszystkie tkanki biologiczne wykazuja w mniejszym lub wiekszym stopniu
wlasnosci lepkosprezyste. Wynika to przede wszystkim z obecnosci substancji
plynnych, wypeliajacych wolne przestrzenie w widknistej mikrostrukturze tkanki
lacznej oraz wnetrze wszelkiego rodzaju zywych komoérek. Dlatego model kon-
stytutywny ma_]a,cy opisywal zachowanie sie tkanki z duza dokladnoécig musi
uwzgledniaé zaleznoéé wlasnodci mechamcznych od czasu i -historii odksztaicenia.
Tylko wtedy bowiem mozliwe jest wyjasnienie za jego pomoca takich powszech-
nych w biomechanice zjawisk, jak pelzanie, relaksacja naprezen, czy tez zmiennoéé
zaleznoéci o(¢) w kolejnych cyklach obciazenia.

Najogdlniej réwnanie konstytutywne materialu lepkosprezystego mozna zapisaé
w postaci [5]:

t
5i5(8) = Qij (Bu(7), (1)), (3.1)

gdzie Q - pewien funkcjonal calkowy o wartosciach temsorowych a Si E -
odpowiednio: I tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa i tensor odksztalcenia Greera.
Zamiast nich moga by¢ oczywiscie uZyte inne tensory opisujace stan naprezenia
i odksztalcenia, np. czesto uzywany przez autoréw II tensor Pioli-Kirchhoffa T,
czy tensor gradientu deformacji A, ktéry w ukladzie zwiazanym z knerunkamj
glownymi odksztalcenia wyraza sie przez wydluzenia wzgledne:

A = diag{Ay, A2, A3}

W praktyce zaklada sie funkcjonal Q w postaci liniowej:

Si(t) = /G]kl(t_ )%‘;(—‘)‘ T, (3.2)

lub quasi-liniowej [9]:

35’ (E(T))

Sii(t) = / G (t - (3.3)

gdzie S°(E) - tzw. odpowiedZ spreiysta (jezeli jest ona liniowa, to (3.3) jest
jednym z przypadkéw modelu liniowego (3.2)). G(t) i G*(¢) sq to odpowiednio
tensorowa i zredukowana funkcja relaksacji. Fulikcje te sa okreslone na calym
zbiorze liczb rzeczywistych, ale zaklada sie, Ze przyjmuja wartoéci niezerowe tylko
dla dodatnich wartosci t.
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Jezeli historia odksztalcenia zaczyna sie w chwili ¢ = 0, tzn. daje sie opisaé
funkcja E(t)-1(t) (1 - funkcja Heaviside’a), to calke po czasie w réwnaniach (3.2)
i (3.3) mozna rozbié na dwa czlony i zapisaé w postaci:

Sij(t) = G,’jk{(t) . EH(O) + /G,‘ju(t - T)aEg—fr(T)dT, (3.4)

lub: t
Sii(t) = G*(1) - S5;(E(0)) + /G'(t - T)giicj(,(:ﬂdr. (3.5)

0

Powyzsze réwnania wymagaja dodatkowej modyfikacji jezeli material jest trak-
towany jako niescidliwy. W tym wypadku konieczne jest dodanie czlonu —pgi;
zaleznego od ciSnienia hydrostatycznego p. g jest tensorem metrycznym odpo-
wiednim dla rodzaju uzywanego w réwnaniu konstytutywnym tensora naprezenia.
Np. dla tensora S: g;j = /\,:'-1/\,"']-‘ a dlatensora T: g = /\J-'il.

Przykladem liniowego lepkosprezystego réwnania konstytutywnego jest podane
przez Younga i in. [44] réwnanie $ciany naczynia krwionosnego. Zalozyli oni, ze
w ukladzie wspélrzednych walcowych tensor G(t) przedstawia si¢ jako macierz
funkcji czasu w postaci:

a+b-exp(—ct?), (3.6)

gdzie @,b,c,d — dodatnie stale materialowe, rézne dla réznych elementéw G;j.
Stale a, o wymiarze naprezenia, sa modulami sztywno$ci koricowej (tj. przy
t — oo0), b, o podobnym wymiarze, obrazuja réznice pomiedzy sztywnoscia
w chwili skokowego przyrostu odksztalcenia a sztywnoscia koficows — przy
naprezeniach zrelaksowanych. Stale ¢i d stanowia o szybkosci osiagania stanu
réwnowagi, w ktérym zmiana naprezenia w czasie przy stalym odksztalceniu jest
juz niezauwazalna.

Traktujac naczynie krwionoéne jako gruboscienna, osiowosymetryczna rure
z materialu jednorodnego, anizotropowego i nieiciSliwego i zakladajac, ze w
wickszoéci przypadkéw rzeczywistego obciazenia kierunki gléwne odksztalcen
pokrywaja sie z osiami wspélrzednych walcowych, autorzy [44] wykazali, ze tensor
G(t) zawiera tylko cztery niezalezne funkcje:

i
(So=S:)1) = / [Ryo(t = T)E() + Ros(t — 7)Es(r)ldr,
B ‘ (3.7)

t
(8:=5)1) = [ [Rglt = NVE(7) + Ras(t = (),



340 P.KOWALCZYK

gdzie Ri; (i, = <p,:z) - funkcje postaci (3.6).

Eksperymenty przeprowadzone przez autoréw na wycinkach aorty psa potwier-
dzily przydatnoéé modelu do opisu tego rodzaju tkanek.

Inny przyklad liniowego réwnania lepkosprezystego podal Moskowitz [29] dla
érédsierdzia w stanie rozkurczu. Srédsierdzie jest jedna z warstw tworzacych £ciany
serca, skladajaca si¢ glownie z podluznych, réwnolegle ulozonych komdérek tkanki
migéniowej. Traktujac tkanke jako jednorodna, niescisliwg i lokalnie poprzecz-
nie izotropows (w plaszczyinie poprzecznej widkien miesniowych) autor uproscit
réwnanie (3.2) do postaci:

»

Si(ty = / it = T)Eiir)dr — p- 8, : (3.8)
gdzie: )
%u(t)  da ij=1,2
7i(t) = { 2(t) da i=j=3 -,

p(t)+v(t) da i=3, J 1,2
zaé funkc_)e u(t) i -»(t) sa postaci:

Aoty AV, (3.9)
J=l .

Utworzenie modelu qnn—ﬁmowego (w postad (3.3)) wymaga salozenia postaci
dwéch funkeji: G*(t) ovaz 'S*(E). -

Prostym, jednowymiarowym modelem tego typu jest model jednoosiowo
rozciaganego wibkna kolagenowego, podany przez Haut’a i Little'a [18]. Zalozyk.
oni kwadratowa zaleznoi napreienia od odksztalcenia:

| Q)+ ofe)=c
: (3.10)

b) Gt =K1-plnt), t>0,

gdzie b,e,u — dodatnie stale.

Stosowanie tego modelu jest moiliwe tylko dla ograniczonych wartoéci t (G*
nie mozZe byé ujemne) i ¢, jednak, jak wykazali autorzy, daje on dobre rezultaty
w konfrontacji z danymi doswiadczalnymi (cykliczne obciazanie). Pewne trudno-
fci moga nastreczal préby uogélnienia go na przypadek dwu- lub tréjwymiarowy,
poniewaz nie uwzglednia on oddzialywait tnacych we wléknach i pomiedzy mimi.
Warto zaznaczy¢, ze model ten jest jednoczesnie uproszczonym modelem konstytu-
tywnym $ciegna, skladajacego sie niemal wylacznie z réwnolegle ulozonych wiékien
kolagenowych.
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Inna jednowymiarowsa postaé funkcji odpowiedzi sprezystej podal m.in. Fung
[12], poslugujac sie pojeciami naprezenia T odniesionego do wymiaréw pocza-
tkowych oraz wydluzenia wzglednego A. Jest to postac¢ wykladnicza:

T%(A) = B(e*P—2) _ 1) 4 Tye*(A—d0), (3.11)
gdzie a, B — pewne stale oraz T¢(Ag) = Tp. Postal ta opiera si¢ na stwierdzonej
doswiadczalnie dla wielu biomaterialéw liniowej zaleznosci sztywnosci d7/dA od
naprezenia 7T'. :

Fung [12] podal réwniez przyklady zredukowanej funkcji relaksacji. Jedna z
nich jest podana przez niego juz wczesniej [9] funkcja:

n
2 ciexp(—vit)
G'(t) = T, >0, . (3.12)
2 G
=1
gdzie ¢;, v; — stale materialowe, »; > 0. Funkcja przyjmuje wartos¢ 1 dla
t = 0, co oznacza, ze naprezenie W tym momencie jest réwne odpowiedzi sprezystej
pa skokowy przyrost odksztalcenia. Fung ostrzega jednak, ze stale materialowe
dla tej postaci funkcji G* sa bardzo wrailiwe na nieznaczne réznice w danych
eksperymentalnych, co moze prowadzié do niejednoznacznoéci w opisie zachowania
biomaterialu.
Pewnym uogélnieniem postaci (3.12) jest zaproponowana przez Funga [9] funk-
Ga:
a0
1+ [ S(r)e~rdr
G*(t) = — , t>0, (3.13)
14 [ S(r)dr
.0

gdzie S(r) - funkcja widmowa traktowana jako stala materialowa. Chen i Fung
[4] stosowali te postaé dla blony krezkowej krélika, zakladajac, ze:

S(r)= ; dla <7< ™, _
' (3.14)
S(r) =0 dla pozostalych T,

¢, 71, T3 — stale, wéwczas:

'

G = (B:(z) - 5(3)] '(3.15)
| trem(z)

gdzie E; - funkcja specjalna, tzw. calkowo-wykladnicza.
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Te sama postaé' funkcji relaksacji stosowali nastepnie Tanaka i Fung [35]
dla réinych rodzajéw naczyi krwionoénych. Wpyniki w obu wypadkach byly
zadowalajace w poréwnaniu z danymi do$wiadczalnymi. Fung [12] sugeruje, ze tak
przyjeta funkcje mozna stosowaé dla innych rodzajow tkanek miekkich. Szczegdlna,
jej zaleta jest mala wrazliwo$é zaleznosci S(E,t) na predkosé odksztalcenia dla
duzego przedzialu tych predkosci. Jest to wlasno$¢ obserwowana dla wiekszoéci
biomaterialéw, jezeli tylko zostaly wstepnie poddane kilke cyklom obcigzenia (pre-
condition). Proste modele lepkosprezyste (np. Voigta, Maxwella, czy standardowe
cialo stale Kelvina) nie uwzgledniaja tego zjawiska, stad ich rzadkie stosowanie w
biomechanice.

Simon i in. [32], badajac lepkosprezyste wlasnosci chrza,stek, poréwnywali
nastepujace modele quasi-liniowe (jednowymiarowe):

n

T°(\) = Y ai(A - 1), (3.16)

i=1

lub T¢(\) — w postaci wykltadniczej (3.11)
oraz

G(t)=1+bh (exp(—bgt) - 1) (model Kelvina) 317)

lub G*(t) — w postaci spektralnej (3.15).

Zestawienie tych modeli z wynikami do§wiadczen pozwolilo m.in. wywnio-
skowal, ze dla A < 1.15 postaé¢ wielomianowa funkeji 7°¢(A) moze byé z po-
wodzeniem zredukowana do pierwszego czlonu (n = 1), gdyz nastepne niewiele
zwiekszaja dokladno$¢ modelu. Przyjecie funkcji relaksacji w postaci (3.17) powo-
dowalo znaczng wrazliwosé petli histerezy na predko$¢ odksztalcenia w poréwnaniu
z modelem zakladajacym postaé spektralng (3.15) (o czym wspominano wyzej).
Autorzy wskazuja jednak na lepsza przydatnoéé modelu Kelvina do opisu zacho--
wania sie chrzastki w doswiadczeniach na pelzanie.

W literaturze poSwieconej lepkosprezystym wlasnosciom biomaterialéw spo-
tyka si¢ réwniez modele bedace uogdlnieniem réwnai (3.2) i (3.3). Przykladem
moze by uzaleznienje funkcji relaksacji od tensora odksztalcenia. Jenkins i Little
[21] proponuja nastepujacy model dla jedoosiowo rozciaganej tkanki zbudowanej z
réwnoleglych wldkien sprezystych (np. wigzadlo szyjne):

t
o(t) = / G (e(t-1), t— T)WBT, (3.18)

gdzie: G*(e,t) = 1—pelnt, t> 0,

oraz o%(¢) = ce + de?,

c,d,u — stale materialowe, ¢, u > (.

Zestawienie z danymi doswiadczalnymi (cykliczne obciazanie) dalo zadowalajace
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rezultaty, oczywiscie dla pewnego zakresu ¢ (przy t — oo G* jest ujemne). War-
todci stalej p byly bardzo male, co wiaze sie z tym, ze elastyna wykazuje w malym
stopniu wlasnosci lepkosprezyste (przy g = 0 model jest nieliniowo sprezysty).

Lakes i Katz [26], badajac lepkosprezyste wlasnosci tkanki kostnej podali
nastepujaca zaleznosé¢ funkcji relaksacji od od}\sztalcema (przypadek jednowymia-
rowy — skrecanie):

o(t) = / Glt — 7, ¢(r)] - é(r)dr,

G(t,€) = Go(t)la) — a2 exp(—a2e?)), {3.19)
a;, 1=1,2,3, - stale.

Funkcja Go(t) zostala przyjeta jako kombinacja liniowa kilku postaci spektraliaych
(3.15) o réznych wartosciach par 7y i 72.

Innym przykladem uogdlnienia modelu liniowego jest podane przez Greena i
Rivlina [17] rozwiniecie réwnania konstytutywnego w szereg czlek wielokrotmych:

Si;(t) = Z W), (3.20)

k=0

gdzie:

Q‘(k) = / / Gmlﬂl mkﬂk(t - T, ...,t - Tk) .

'me'nl (Tl) fenet Emknk(Tk)dTl...di.

Czlon dla k = 0 moze by¢ zerowy lub, w przypadku materialu nieécisliwego, moze
oznaczaé ciénienie hydrostatyczne. Powyisze réwnanie analizowali dla przypadku
n =2 m. in. Young i in. [44] oraz Wu i Lee [42] dla écian naczyh krwionosnych,
przyjmujac funkcje G-w postaci wykladniczej, analogicznej do (3.6). Wyniki nie-
wiele sie réznily od uzyskanych przy pomocy modelu liniowego (n = 1), nieraniej
autorzy [44] uznaja, ze uzycie modelu drugiego rzedu jest niezbedne w przypadku
krytycznej analizy dokladnosci modelu liniowego.

4. Modele nieliniowo—sprezyste. Koncepcja pseudosprezystosci

Stosowanie modeli lepkosprezystych umozliwia opis mechaniczny biomate-
rialéw z duza dokladnoscis ale powoduje znaczre komplikacje w obliczeniach. Po-
staé réwnai konstytutywnych zaleznych od czasu i zawierajacych cziony calkowe w
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duzym stopniu utrudnia stosowanie metod numerycznych i czyni obliczenia zinud-
nymi i dlugotrwalymi. Naturalne jest wigc poszukiwanie wszelkich mozliwosci
uproszczenia modelu lepkosprezystego. Owocem tych poszukiwai. jest np. kon-
cepcja pseudosprezystoéci zaproponowana przez Funga, m.in. [9], [10].

Pomysl opiera sie na obserwacji, ze podczas wielokrotnego obciazania cy-
klicznego biomaterialu lepkosprezystego krzywa o(e), poczatkowo zmienna, po
pewnej liczbie cykli ustala si¢ i pozostaje praktycznie niewrazliwa na szybkosé
odksztalcenia. Jakkolwiek nadal istnieje réznica miedzy krzywa obciazania i
odciazania (histereza), to moina juz postugiwaé siq kategoriami nieliniowej teo-
it sprezystoéci i traktowaé material jako sprezysty o réznych wlasnoéciach przy
obciazaniu i odcigzanin. Fung zaproponowal réwniez istnienie funkcji energii od-
ksztalcenia W, znanej z teorii sprezystoéci, spelniajacej warunek:

- _ W) HoW)
Sij = 9E, b T;= o v 4.1)
a dla materialéw mesuéhwych
w
Sy = 0(;; ) — g
4.2)
b T = 8(‘;”'{?7)— 27,

gdzie p — frednie cifnienie hydrostatyczme. Kaidy material odpowiadajacy
powyzszym zalozeniom ma wigc dwie psendo—funkcje energu odksztalcenia: jedna

dla obciazania a drugy dla odcigzania.
Wybér sprezystego modelu konstytutywnego tak tra.ktowa.nego lnoma.tena.lu

polega na przyjeciu okreflonej postaci funkcji energii odksztalcenia i wyznaczenia .
wartosci wystepujacych w niej wspdlczynnikéw na podstawie danych eksperymen-
talnych.

Wiekszosé uzywanych w lnomechamce funkcji W daje si¢ sklasyfikowaé jako
przypadki szczegdlne dwéch nastepujacych postaci ogblnych: =~

w = ), (4.3)
Wb W = PHE)+PIE)-exp(PL(E)), (4.4)

gdzie oznaczenie P*(E) oznacza wielomian k-tego stopnia wzgledem elementéw
tensora E:

'PE(E) =ag + Z (a.'”',,,_.',j, « Eigy v e E;,_,',) , (4.5)
p=1

(wszystkie wspllczynniki a s3 stalymi materialowymi). Latwo zauwazyé, ze oby-
dwie postacie (4.3) i (4.4) mozna sprowadzi¢ do uogdlnionego prawa Hooke’a przez
pozostawienie niezerowymi tylko wspélczynnikéw a;ji w wielomianach Py i P;.
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Funkcja energii odksztalcenia w postaci wielomianowej (4.3) znalazla zasto-
sowanie m. in. w pracach [30,38] i [43] do opisu mechanicznego $cian na-
czyfi kriowonénych. Zakladajac, ze matewrial jest niedciSliwy oraz ze przy
wiekszoéci obciazen fizjologicznych kierunki odksztalcen gléwnych pokrywaja sie
z osiami wspélrzednych walcowych, Patel i Vaishnaw [30] zaproponowali taka
dwuwymiarowa postac funkcji W: ’

W® = E?+a,E,E, + a3E? + a4E3 +
+0.5E:E; + asEcpE;z + a7E,2, (46)

ap,...,a7 — stale materialowe. Autorzy przyjeli, ze naprezenia w kierunku radial-
nym sz pomijalnie male. Vaishnaw i in. [38] rozwazali ponadto postaé (4.6)
rozszerzona o czlony czwartego stopnia, wykazujac, ze wyniki otrzymane ta droga,
niewiele lepiej przyblizaja dane eksperymentalne niz wielomian 3-go stopnia (4.6).

W i in. [43] zajmowali sie tréjwymiarowym stanem naprezenia w naczyniach
krwionosnych, zakladajac jednak poprzeczna izotropie. W tym wypadku, jak wy-
kazano w [16], funkcja energii odksztalcenia ma postaé:

W = W(J1,J2,J3,Es3, Erx3E31 + E23E33), (4.7)

zaé po pominigciu odksztalcen postaciowych i przejsciu do wspélrzednych walco-
wych:

W = W(h,J2,J3, E;). (4.8)
Autorzy [43] zalozyli ponadto nieécisliwo$é materiahu, tzn. J; = f(J1, J2), i podali
nastgpujaca postaé W: |

w o= 2 ;2"112 + 2y + 20111 E, + a2E2 +

+2mhJ2 + anle, + a4 2 E, + dleEZ + deE‘:, (4.9)

1
+2mJ?+

A, lym,ay,..., ag — stale materialowe.

Postaé wielomianowa (4.3) funkcji energii odksztalcenia, choé¢ wydaje si¢ pro-
stsza i "poreczniejsza” od postaci wykladniczej (4.4), nie znajduje wielu zwolenni-
kéw. Jej podstawowa wada jest duza wrazliwoéé stalych wspélczynnikéw na drobne
réznice w danych do§wiadczalnych. Fung i in. [13] pokazali przyklad dwéch iden-
tycznych eksperymentéw na tej samej prébee aorty, w ktérych otrzymano nieznacz-
nie sie rézniace przebiegi a('e), natomiast zestawy stalych materialowych ay,...,ar
(4.6) obliczone na ich podstawie sa od siebie zupelnie rézne. Co wiecej, stale a, i
a3, odpowiadajace modulom sprezystosci liniowej w kierunkach ¢ i z, wyznaczone
podobnie jak pozostale stale metoda najmniejszych kwadratéw, przyjmowaly dla
niektorych doswiadczer wartosci ujemne, co jest réwniez godne podkreslenia.

Funkcja W w postaci wykladniczej okazuje si¢ byé bardziej przydatna w Swie-
tle omawianych wyzej probleméw. Przy takich samych zalozeniach, jak w [30]



346 P.KOWALCZYK

Fung i in. [13] pod;\li alternatywna w stosunku do (4.6) postaé¢ funkcji energii
odksztalcenia:
¢
w@ = 5 expla; E? + a3 E? + 2a4E,E;), (4.10)

uzyskujac podobng dokladnosé wynikéw przy znacznie wickszej stabilnosci wspdi-
czynnikéw aq,as,a4 i ¢ dla réznych eksperymentéw.

Chuong i Fung [6] analizowali tréjwymiarowy rozklad naprezein w Sciskanej
radialnie tetnicy, opisujac go réwnaniem analogicznym do (4.10):

W = g-exp(asz + a2E? + a3Er +
+2a4E,E, + 2asE,E, + 2a6E, E,) ‘ (4.11)

Autorzy wyznaczyli wspolczynniki a,, ..., 2¢ na podstawie danych do§wiadczalnych
przy zalozeniu nieéci§liwosci oraz bez tego zalozenia. Otrzymane zestawy stalych
réznily sie od siebie, jednak rozklady naprezeii w materjale wyznaczone obydwoma
modelami byly bardzo podobne.

Postaé (4.10) funkcji W dla przypadku dwuwymiarowego znajduje réwniez
zastosowanie dla innych rodzajéw tkanek. Tong i Fung [37], badajac skdre krdlika
zalozyli poczatkowo bardziej ogdlng postat wykladnicza:

1
W = 3 (Ofol + @Ej, + a3(El + E3y) + 2&4Elegz) +
c
+§ exp (alEf, + 02E2, + a3(EY + E3) + 204 E11 Eny +
+1E + 1B + MEL En + ‘)’sEngu)- - (412)

Po dokonaniu analizy wynikéw autorzy uznali, Ze obecno$é czlondw trzeciego rzgdu .
slabo poprawia dokladno§é modelu, a przy wiekszych wartosciach naprezei i od-

ksztalcefi mozna pominaé takze czlony ze wspdlczynnikami o;. Wyrazajac tak

uproszczona funkcje w odksztalceniach giéwnych otrzymuje sig¢ postaé (4.10).

Tej samej funkcji uzyl Fung [11] do opisu blony miedzypecherzykowej w tkance
plucnej. Zakladajac izotropie blony oraz ze tworzy ona w plucu tréjwymiarowa,
cienkoscienna strukture, ktérej powtarzalnym elementem jest szeScienna skrzynka,
wyprowadzil on funkcje energii odksztalcenia miekiszu plucnego traktowanego ma-
kroskopowo jako oérodek ciagly.

W = clexp(ai(E} + E2) + 204F1 Ey) + (4.13)
+ exp(a1(E} + E}) + 204 E5 Ba) + exp(aa(E} + E}) + 204 E5 B ).

Funkcja ta opisuje tylko wlasno$ci sprezyste tkanki, nie uwzgledniajac obecnosci sit
napiecia powierzchniowego plynu pokrywajacego scianki. W tym wypadku maja
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one duze znaczenie. Fung [11] zaproponowal taks postaé¢ rozkladu naprezenia w
miazszu pochodzacego od tych sil:

O 111 G ) N G|
i " X

, (4.14)

1,7,k = 1,2,3, cyklicznie 7,5 — napiecie powierzchniowe podzielone przez diugosc
boku szesciennego segmentu.

W pracy [14] Fung i in. kontynuowali te rozwazania, zakladajac tym razem, ze
pecherzyki sa poczatkowo izotropowymi sferami o srednicy A. Wyprowadzili oni
réwnanie funkcji energii odksztatcenia miazszu plucnego, ktdra jest suma skladowej
pochodzacej od pseudosprezystosci tkanki:

[

W=
24

exp(aJ? + BJ2), ‘ (4.15)

oraz od napiecia powierzchnuiowego, traktowanego jako zachowawcza sila wew-
netrzna makroskopowego kontinuum:

6
W o= C+—{tmin(A - Amn) + (4.16)
. W =
+ (7 - 7mm)(Amax - Anun)[‘2— - ,,2;1 ;‘?(COS mrf - 1)] },
gdzie:
C’ ¢ a, ﬂ’c‘n - Sta-},e’

4 — napiecie powierzchniowe,

A - calkowite wzgledne pole powierzchni pgcherzykéw,
przyjete jako 3(J1 + J2) - 1,

§ = (A- Amin)/(Amu ~ Amin).

Indeksy "min” 1 "max” odnosza sie do minimalnej i maksymalnej objetosci pluc
w cyklu oddechowym.

Istnieje spora grupa modeli konstytutywnych opartych na postaci wykladniczej
(4.4), utworzonych przy zalozeniu izotropii biomaterialu. Jak wiadomo z teorii
sprezystosci [16], w takim wypadku funkcja energii odksztalcenia zalezy tylko od
niezmiennikéw tensora odksztalcenia:

W = W(Jh,J2,J3), (4.17)

lub inaczej:
w = W(]l,Ig. 13), (418)

gdzie Jy,J3,J3 — niezmienniki tensora E, natomiast I, I3, I3 — niezmienniki ten-
sora A : Ay = Ak,
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Zwykle zaklada sxe za Shinozuoka [31], ze energia odksztalcenia jest suma ener-

gii odksztalcenia postaciowego i energii dylatacji:
W = Wi(h, I2) + Wa(13), (4.19)

przy czym Ws(I3 # 1) = 0 (brak zmiany objgtosci). Ponizej przedstawionych jest
kilka modeli konstytutywnych bedacych szczegélnymi przypadkami postaci (4.19):
- Veronda, Westmann [40]:

W = ey (3 ~ 1) + ea(L - 3) + 9(Ja), (4.20)
9(1)=0, f>0, >0,
— Demiray [8]:
W=c(efB=9-1), ef>0, (4.21)
lub, u;ivzglednia.jap tylko pierwszy czlon Tozwinigcia (4.21) w szereg potegowy:
W = ¢f(h - 3), ' (4.22)
- Gou [15]: ’ ‘
« W = cexp[BL(I? - 3L)], ¢8>0, (4.23)
~ Tani i in. [36]:
W = ¢, exp[B( ~ 3)*] + ca(Iz - 213 — 1), (4.24)
— Snyder [33]):
W= %eﬂ(q'l) - Q, (4.25).
L -i-..\/l" -3n
Q=Qh k)= ——.

We wszystkich réwnaniach (4.20 — 4.25) ¢, ¢1,¢2, 8 — stale.

Trudno jest wypowiadaé sig, ktéra z powyzszych postaci funkcji energii od-
ksztalcenia jest "lepsza” a ktdéra “gorsza”. Ich autorzy nie przeprowadzaja w
swych pracach szerszej dyskusji na temat poréwnania swojego modelu z innymi juz
istniejacymi. Pokazuja natomiast przyklady zastosowania tego modelu bazujac na
danych doéwiadczalnych otrzymanych dla jakiej$ konkretnej tkanki, stwierdzajac
zadowalajace rezultaty. I tak Veronda i Westmann [40] rozwazali dane dla skéry
kota, Demiray [8] - dla mieénia brodawkowego kota, Tani i in. [36] — dla miaZszu
plucnego, Snyder [33] - dla jednoosiowego rozciagania i skrecania wlékna prze-
dniego miesnia goleniowego. Wszyscy autorzy (z wyjatkiem Tani’ego i in. [36],
zajmujacych sie wylacznie miazszem plucnym) zaznaczaja, ze podane przez nich
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modele moga by¢ uzywane dla szerokiej klasy biomaterialéw. Faktycznie, np. mo-
del Demiray’a (4.21) byl stosowany z powodzeniem np. przez Tabera [34] dla blony
galki ocznej oraz przez Humphrey’a i Yina [20] dla migdzywldéknistej matrycy roz-
kurczonego miesnia sercowego.

Izotropowa funkcje energii odksztalcenia opartg na postaci wielomianowej (4.3)
podal Lai-Fook [25] dla miaszu plucnego. W odréznieniu od Funga [11] nie wdawal
sie on w rozwazania mikroskopowe dotyczace geometrii pecherzykéw i réwnaii
konstytutywnych poszczegdlnych skladnikéw mikrostruktury, lecz podal od razu
réwnanie dla tkanki traktowanej jako makroskopowe kontinuum:

W =agJ1 + a1J2 + (12]12 +azhiJ + a.;Jf + asJs, (426)

ag, .., a5 — stale.

W oparciu o te same zalozenia Liu i Lee [28] zaproponowali postaé (4.26)
rozszerzona o czlony czwartego rzedu wzgledem E;;, nie przeprowadzajac jednak
poréwnania dokladnosci wynikéw swego modelu z modelem trzeciego rzedu.

Humphrey i in. [19] analizowali dane do$wiadczalne dla blony ophicnowej
poslugujac si¢ funkcja:

W = P(E) + c(exp(Q(E)) - 1), (4.27)
P,Q - wielomiany zawierajace tylko czlony drugiego stopnia wzgledem E;;.

Rozwazali trzy réine postacie pary funkcji P i Q:
a) material izotropowy

P=0, Q= %an + bJa, (4.28)
b) material poprzecznie izotropowy
P=0, @= %a;(Ef + E2) + a2 B\ By + a3(E1 + E3)Es + %a4E32, (4.29)
c) material i?otropowy, modeul plaski
- %bl(Ef +EN+ hEE, Q= %al(Ef + E2). (4.30)
Whioski byly nastepujace: w réwnaniu (4.29) stala a3 przyjmowa:la wartosci bliskie
zeru, za$ dla duzych odksztalceri réwniez czlony ze stalymi a; i a4 mozna bylo

wykluczyé z modelu. W sumie najbardziej dokladne wyniki otrzymano stosujac
model plaski {4.30), w ktérym dla duzych odksztalceri mozna pominaé czlon ze

stala b,.
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Istnieje takie grupa modeli konstytutywnych zakladajacych, ze energia od-
ksztalcenia jest suma energii odksztalcei w trzech kierunkach gléwnych tensora
odksztalcenia. Ogolnie mozna to zapisaé za Valanisem i Landelem [39]:

3
W= f(N). (4.31)
=1
Przyklady postaci funkeji f zaproponowali Blatz i in. [2]:
f8) = A -1), p22, (4.32)
f(N) c{exp[a(A} - 1)] - 1}. (4.33)

Autorzy posluzyli si¢ danymi dos§wiadczalnymi dla réznych roddzajéw mieéni oraz
blony krezkowej, uzyskujac rézne wartoéci stalych ¢i @ w réwnaniu (4.33). Wartosé
a wahala sie w granicach od 8 do 18.

5. Modele liniowo—sprezyste

Tkankami, dla ktérych mozna stosowaé liniowo—sprezyste modele konstytu-
tywne, sa kosci oraz zeby. Sa to kompozyty skladajace sie z sieci widkien kolage-
nowych, wzdtuz ktorych ulozone sa krysztaly twardych soli wapiennych o skladzie
chemicznym zblizonym do hydroksyapatytu. Tkanki te sa na tyle sztywne, ze ich
odksztalcenia mozna opisad tensorem liniowym:

oo Lo Oy
Eij = 2(6X, +6X.-)’ (51).

gdzie uw; = z; — X;. Wobec tak malych odksztalcen silnie nieliniowe wlasnoéci
kolagenu (rys.2.1) moga byé pominiete i réwnanie konstytutywne mozna zapisaé
W postaci:

0ij = Cijki€xl- (5.2)

Jakkolwiek doswiadczalnie stwierdzono, ze sztywnosé kosci zmienia si¢ wraz ze
zmiana predkoéci odksztalcenia (dla szerokiego przedzialu tych predkosci) [26], to
w wiekszosci praktycznych zastosowan pomija sie te nieznaczne zmiany i traktuje
sie elementy tensora C jako stale materialowe. Zaleznosc (5.2) jest shuszna dla koéci
suchych (martwych) w calym zakresie odksztalced az do zmiszczenia, natomiast
dla kosci wilgotnych — w granicach |e| < 0.004 (dla jednoosiowego rozciagania —
na podst. [12]). Powyzej tej wartosci sztywnoéé maleje. Jedynie dla odksztalcert
rzedu 107 stwierdza sie wieksze wartosci modulu Younga (Katz, [22]), jednak te
fluktuacje nie maja wigkszego znaczenia dla dalszego przebiegu krzywej o(c).
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Jedyna nieliniowa wlasno$¢ réwnania (5.2) polega na tym, Ze stale materialowe
réznig sie dla $ciskania i dla rozciagania. Wynika to z faktu, Zze wiékna kolagenowe
nie stawiaja oporu przy sciskaniu.

Tkanki kostna i zebna sa niejednorodne i anizotropowe. Anizotropia na po-
ziomie mikroskopowym wiaze sie z okreslonym uloZzeniem wldkien i krysztalow
w blaszce kostnej — podstawowym elemencie struktury kosci. W tkance zebuej,
zaréwno w zebinie, jak i w szkliwie réwniez obserwuje sie kierunkowo$¢ uiozenia
krysztaléw i widkien (szkliwo prawie nie zawiera widkien i sklada sie w 92% 2 nie-
organicznych krysztaléw). W skali makro mamy do czynienia z niejednorodna, wy-
soce skomplikowana geometrycznie struktura blaszek (kosé) lub krystalitéw (zab).
Zwykle jednak traktuje sie te strukture jako osrodek makroskopowo ciagly, ktdry
w ogllnym przypadku réwniez wykazuje wlasnosci anizotropowe.

Wilasnosci sprezyste kosci zwartej, bedacej podstawowym budulcem trzonéw
koéci dlugich, badali m.in. Katz [23,24] craz Bonfield i Grynpas [3]. Z ich analiz
wynika, ze moduly Younga w kierunku radialnym i obwodowym s3 ponad dwukrot-
nie mniejsze niz w kierunku wzdluznym. Sztywnoéé w tym ostatnim przypadku
Jjest rzedu 20 GPa przy rozciaganiu i 5 GPa przy sciskaniu.

Jezeli chodzi o inne rodzaje kosci, to mozna powiedziel, ze w kazdym przy-
padku mamy do czynienia z innym rodzajem anizotropii. WiaZe sie to ze spe-
cyficznym ulozeniem blaszek kostnych, ich wielkoscig i skladem. W szczegd'nosci
niektore kodci moga w skali makro wykazywaé wlasnosci izotropowe, tak, jak to
zauwazyli np. Ashman i in. [1] dla szczeki psa.

Lees i Rollins [27] wyznaczyli wartosci pieciu stalych materiatlowych dla tkanek
twardych zeba (szkliwo i zebina) przy zaloZeniu poprzeczuej izotropii struktury.
Doéé dokladna analiza geometrii struktury zeba i wlasnosci jej skladnikéw zostala
dokonana przez Watersa [41].
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Summary

The paper presents a review of constitutive models recently applied in the mecha-
nical analysis of living tissues. The mechanical properties of the basic microstructural
components of animal tissues (connective tissue fibers, hydroxyapatite, muscular cells) are
discussed. Next, on the basis of available literature, a series of constitutive models for
various tissues is presented. The models are classified in regard to the type of constitutive
relations. Three basic groups of models are distinguished: viscoelastic, nonlinearly-elastic
and linearly-elastic. Examples of constitutive equations are provided, followed by the
discussion of their properties and range of applicability.
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