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DRGANIA BELKI NA INERCYINYM PODLOZU SPREZYSTYM

ZBIGNIEW ONISZCZUK

Politechnika Rzeszowska

W pracy rozpatrzono swobodne i wymuszone drgania poprzeczne belki
znajdujacej sie na inercyjnej warstwie sprezystej. Warstwe sprezysta zamode-
lowano zespolem niezaleznych pretéw sprezystych. Belke poddano dzialaniu
dowolnego obcigzenia rozlozonego w sposéb ciagly. Ruch ukladu opisano
dwoma rézniczkowymi réwnaniami czastkowymi. Drgania swobodne okre-
slono stosujac metode Bernoulliego-Fouriera, drgania wymuszone znaleziono
metoda rozwiniecia w szereg wedlug ukladu postaci drgan wlasnych.

W formie przykladu rozwiazano belke swobodnie podparta obciazona w
srodku sila harmoniczna. Rezultaty poréwnano z dwoma szczegdlnymi przy-
padkami ukladu.

1. Wprowadzenie

Problem drgan belki na podlozu sprezystym ma istotne znaczenie praktyczne.
Zagadnienie to bylo rozwazane przez wielu autorédw, wiekszoéé ktérych przyj-
mowala najprostsza wersje niewazkiego , ciaglego podloza typu Winklera. Model
ten jest dopuszczalny w przypadku miekkiego i lekkiego podloza [1,2]. Saito za-
proponowal ogdlniejszy model sprezystego podloza, ktéry umozliwia uwzglednienie
wplywu jego masy na drgania belki. Inercyjne podloze przedstawia si¢ w formie
zespolu pretéw sprezystych, ktérych wzajemne oddzialywanie pomija sie. Model
ten wykorzystano przy analizie drgan belki pojedynczej w pracach [2,7,8] oraz
zastosowano w ukladach dwéch belek polaczonych sprezyscie [1,5,6,7].

W niniejszej pracy przedstawimy pelna analize nietlumionych, swobodnych i
wymuszonych ogdlnym obcigzeniem drgad belki znajdujacej sie na inercyjnej war-
stwie sprezystej.

2. Sformulowanie problemu

Rozpatrujemy drgania smuklej, jednorodnej, pryzmatycznej belki spoczywa-
jacej na inercyjnej warstwie sprezystej (rys.1), ktéra traktujemy jako zespdt nie-
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zaleznych pretow spfeiystych [2,8]. Prety wykonujs podiuzne drgania wywolane
poprzecznymi przemieszczeniami przekrojéw belki.

foct)

X

Rys. 1.

Oznaczenia dotyczace belki:

w = w(z,t) - przemieszczenia przekrojow,

f = f(z,t) - obciazenie wymuszajace,

p=p(z,t) — reakcje jednostkowe prgtéw na belke,

z — wspoélrzedna przestrzenna,

t - czas,

l - dlugosé,

F,J - przekrdj poprzeczny i moment bezwladnosci,

p, E -~ masa wlasciwa i modul Younga.
Oznaczenia dotyczace preta sprezystego:

u = u(z,y,t) - przemieszczenia przekrojow,

Y - wspélrzedna polozenia przekroju,

b, h - szeroko$¢ i wysokosé,

po, Eo - masa wladciwa i modul Younga,

ko = Egb/h - wspdlczynnik sprezystcéci.

Rézniczkowe réwnania ruchu (zgodnie z teoria Bernoulliego-Eulera) ukladu
m:_3 postaé nastepujacy [2,5,8):

Mw 0w
9% 0%u du

(2.2)

ol ® _ 5o = kb2 .
05y? Pog 0, p k"hay {,0,0)

Dla réwnania (2.2) mamy geometryczne warunki brzegowe:

u(z,0,t) = w(z,t), u(z,h,t)=0. (2.3)
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W celu zachowania ogdlnosci rozwiazan nie bedziemy precyzowal warunkéw brze-
gowych dla belki, zastrzegajac jedynie brak mas skupionych. Warunki poczatkowe
przyjmujemy w ogélnej formie:

Jw

w(z,0) = we(z), '371(1.0)

= ’vo(:t), (24)

u(:c,y,O) = u0(11y) (1 - %)w0(5)7

(2.5)

Ou
El(z,y,O) = 80(1,3/) = (1—%)‘00(1:).

3. Drgania swobodne

Drgania swobodne belki okreflamy jako rozwiazania ogdlne jednorodnego
ukladu réwnai (2.1) i (2.2). Stosujac metode Bernoulliego-Fouriera przewidujemy
drgania harmoniczne uktadu w postaci:

w(z,t) = X(2)T(t), u(z,y,t)=U(z,y)T(t), 3..

gdzie:
T(t) = Asin(wt) + B cos(wt), (3.2)

Przy czym w jest nieznana czestoscia drgai wlasnych.
Podstawiajac (3.1),(3.2) do (2.1),(2.2),(2.3) mamy:

v_ 1 [porikn2l ] _
X ol pFuw* + koh 3y l(=0) X =0, (3.3)
°U o, 2_ Po 2
— = = —w’, 3.4
3y +aU=0, a Eow (3.4)
U(z,0) = X(z), U(z,h)=0. (3.5)
Rozwiazanie réwnania (3.4):
U(z,y) = C(a)sin(ay) + D(z)cos(ay), (36)

po uwzglednieniu (3.5) ma postal:

U(z,y) = X(z)[cos(ay) — ctg(ah)sin(ay)). (3.7
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Whprowadzajac (3.7) do (3.3) otrzymujemy nastepujace réwnanie okreslajace po-
stacie drgait swobodnych belki:

X - ELJ{ Fu? - koh (%)%wctg [w (%)%hJ}X =0, (3.8)

XV - kX =0, (3.9)

K = 1—5,17 {pnﬂ ~ koh (%) : wc;g [w (%) : h] } . (3.10)

Ogélnym rozwiazaniem réwnania (3.9) jest wyrazenie:

lub

gdzie:

X(z) = A, sinh(kz) + Az cosh(kz) + Ajsin(kz) + A4 cos(kz). (3.11)

Stale A; wyznaczamy podstawiajac (3.11) do przyjetych warunkéw. brzego-
wych. Przeksztalcajac jednorodny uklad czterech réwnan algebraicznych otrzy-
mamy réwnanie, z ktérego wyznaczymy nieskoniczony ciag czestoéci wy, a nastepnie
okreslamy odpowiadajace im wspélczynniki k,, i ay, postacie drgai X, i U, oraz
funkcje czasu T),.

Rozwiazania (3.1),(3.2) mozemy przedstawi¢ w formie:

w(z,t) = f: Xa(2)Ta(t) = f:[A,. sin(wat) + By, cos(wnt)] X (3.12)
n=1 n=1
X [Ainsinh(knz) + A2y cosh(k,z) + A3 sin(kaz) + Agn cos(knz))],
w(z,y,t) = Y Un(z,9)Tu(t) = (3.13)°
n=1

= S lcos(end) - cte(amh) sin(any)}Xn(z)Ta ),

n=1

Ta(t) = Apsin(wapt)+ By cos(wyt),
Xn(z) = Ajnsinh(knz) + Azn cosh(knz) + Aan sin(knz) + A4y cos(kaz),

Un(z,y) = [cos(any) — ctg(anh)sin(any)]Xn(z), (3.14)
_ 1 Po i P ¥
K = 7 {psz —~ koh (E) wnctg [w,. (-E%) h] } ,
a2 = P02

I, Wy
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Nieznane stale A,, B, wyznaczamy na podstawie warunkéw poczatkowych
wykorzystujac warunek ortogonalnosci postaci drgail. Warunek ten tworzymy w
oparciu o réwnania (3.4) i (3.9). Postacie drgai X;, X; oraz U;, U; spelniaja:
*U,
ay?
skad po wykonaniu odpowiednich transformacji calkowych uzyskujemy zwiazki:

XV _kix, =0, +a2Un=0, n=i,j,

1
(K — k;)/x.-xjdz =0,
0

h
H —W?)pob/U.-U,-dy = (gi — 9;)XiX;,
0

gn = koanhctg(anh).
Laczac je otrzymujemy zaleznoséé:

i h
(w? —u?-)/[pFX.'X_,' +pob/U,-U_,~dy]dz =0,
0 0
ktéra prowadzi do nastepujacego warunku ortogonalnosci:
‘ h : . .
/[pFX.-Xj +pob/U.-U,'dy]da: = { 2? gllz :fj , (3.15)
[} 0
gdzie:
1 A
b? = / [pFX,? + pob / U,?dy] dz.
0 0

Wprowadzamy (3.12),(3.13) do warunkéw poczatkowych (2.4),(2.5):

wo(z) = D BuXn(z), v(z) = iu,,A,.X"(a:),
n=] n=1
uo(a:,y) = Z BnUn(za y)a SO(Iay) = anAnU'n(z.a y)-

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen i wykorzystujac warunek ortogonalnosci
(3.15) otrzymujemy wzory na poszukiwane stale:

wpb?

{ h
An = ! /(pF‘voX" +Pob/30Undy)dIa
0 o]
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i h

1

By = 4 / oFwoX, + pob / uoUndy)dz
(1] (1]

n

Podstawiajac up, vp z (2.5) ostatecznie mamy:

I
A, = “%b%[pl"' + /;_(:f(a,%h — ctg(a,.h))] /voX,,da:,

° (3.16)
B, = bz[ F + %‘:—b(ﬁ—ctg(anh) ]/on dz, |

gdzie:

1
= {pF + %pobh[cosecz(a"h) - (anh)'lctg(a,,h)]}/X:dz.
i)

4. Drgania wymuszone

Rozpatrzymy drgania wywolane dowolnym obciazeniem nieinercyjnym rozlo-
zonym w sposéb ciagly wzdluz belki. Drgania wymuszone wyznaczymy znajdujac
rozwiazania szczegélne niejednorodnego ukladu réwnaf (2.1),(2.2). W tym celu
zastosujemy metode rozwiniecia w szereg wedlug ukladu postaci drgafi wlasnych
[3,5,9].

Rozwiazania przedstawiamy w formie:

oo . o0
w(z,t) = 2 Xa(z)Sa(t), u(z,y,t)= z Un(z,y)Sa(2), (4.1)
n=1 n=1
gdzie:
Sa(t) ~ funkcje czasu podlegajace okresleniu,
Xn(z), Up(z,y) — postacie drgai swobodnych.
Podstawiajac (4.1) do (2.1),(2.2) mamy:

3U,,

g{ﬁnppx,. + Sa|BIXIV - (:o)]} = f,

(4.2)

o 2
’;{s,,pou,, - s,,Bo"’(,,—:;"} ~ 0.
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Poniewaz z (3.3),(3.4) wynika, ze:

%*U,
= wfzz_pFXrn EO ayz = —wfzzPOUns

oU,

EJXIV _ kb
" 0 ay (z,0)

- wigc z (4.2) otrzymujemy: .

(o] v o0 .

Yo [Su+wiSaloFXa=f, 3 [8n+wiSa]poln =0,
n=1 n=1

Réwnania te mnozymy w kolejnosci odpowiednio przez X i bUp, calkujac
przy tym drugie réwnanie wzgledem y w przedziale (0,k), a nastgpnie uzyskane
zaleznosci sumujemy i calkujemy z kolei wzgledem z w przedziale (0,!):

" ] h ]
S (8, + w2S,) / [PFXiXo + pob / UpUndy] dz = / FXydz.
n=1 0 i 0
Na mocy warunku ortogonalnodci (3.15) otrzymujemy ciag réwnan rézniczko-
wych:

{
5',, +w,2,S,, = blz/f(z,t)X,,(z)d::,
"o

ktérych rozwiazania przy zerowych warunkach poczatkowych 5,(0) = g"l(o) =0
sa okreslone calkami:

t .
Salt) = w—,,lb_z JUf 5(2,9)Xa(a)da]sinfon(t - 5)) ds. (4.3)

Drgania wymuszone belki opisuje wyrazenie:

% t 1
w(z,t)= 3 w—lﬁxn(z) / [ / (2, 8)Xn(2)de] sinfwn(t — 3)] ds,
LT )

a drgania podluzne pretéw warstwy sprezystej wyrazenie:

o t 1
w(e,,8) = 3 —5Un(a9) [1f f(@25)Xa(@)ie]sinfun(t - )ds
=110 00
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5. Podsumowanie

W pracy rozwazono uktad, ktéry umozliwia uwzglednienie wplywu masy podlo-
za na drgania belki. Model niewazkiego podloza Winklera, ktérego podstawows
zalety jest prostota, dostatecznie przybliza rzeczywiste podloze tylko w przypadku -
lekkiego i miekkiego podloza oraz przy niskich czestosciach drgad belki {1,2]. Iner-
cyjue podloze przedstawione jako zespél niezaleznych pretéw sprezystych wykazuje
jakoéciowo odmienne oddzialywanie na ruch ukladu. Czgstoici drgaii swobodnych
belki s3 nizsze niz w przypadku podloza niewazkiego.

W pracach [1,5,6,7] rozpatrywano drgania ukladu dwéch belek polaczonych
inercyjuym elementem spre¢zystym. Usztywnienie i unieruchomienie jednej z be-
lek prowadzi do szczegélnego przypadku - belki drgajacej na inercyjnym podlozu
sprezystym. Z ogélnych rozwiazad drgad ukladu "dwubelkowego” mozna otrzymaé
odpowiednie formuly wyrazajace ruch belki pojedynczej.

Latwo wykazaé, ze analizowany problem jest uogdlnieniem zagadnienia drgad
belki na niewazkim podlozu. Pomijajac mase pretéw sprezystych otrzymuje sie
oddzialywanie podloza w znanej postaci:

Hah

= —koT 31_13‘1) [cos(ah)sm(ah)

p = lim kg ]X = —kow(z,t).

a0 ha—y (z.0.t)

6. Przyklad

Rozpatrzymy wplyw masy podloza na drgania b-lki swobodnie podpartej i
obciazonej w srodku sila harmoniczng P(t) = P sin(pt) (rys.2).

d 1/" d -

Rys. 2.

P [N] - znana amplituda sily wymuszajacej.
Dane liczbowe:
E=1-10Nm™?, p=2-10%kgm™3, F=5-10"%m?, J=4-10"Ym
Eo=5-10°[Nm™?), po=18-10kgm™>), b5=5.10"%m), h=5-10"}m
ko =5-105Nm~%, I =2d=10[m], p = 100[s~1],



DRGANIA BELKI... 295

Warunki brzegowe:
— " - —Y” =
X(0) = X |(o) =X()=X iu) = 0.

Wprowadzajac (3.11) do warunkéw brzegowych otrzymujemy réwnanie charakte-
rystyczne: '

=Ta n=1,23,..,

sin(kl) = 0, wiec k, ;

oraz postacie drgad wlasnych:
Xn =sin(kqz) = sin(%na:).

Obliczenia ogra.niczymy don=3.
Dla k = TU’ ky = 21’-"0, k3 = 31’% z zaleznosci (3.10) okreslamy trzy pierwsze
czestoéci wlasne:

wy = 68.460, w, = 98.840, w3 = 178.309[s7'].

Nastgpnie z (4.3) dla f(z,t) = Psin(pt)é(z — d) obliczamy (zachowujac tylko .
czlon wyrazajacy drgania ustalone):

Sa(t) = (s;n(lcpzd))b2 Psin(pt),

}

B2 = é {pF+ -2-quh[cosec2(a,.h) - (a,.h,"lctg(a,.h)]} ,

przy czym: b} = 579.5, b3 = 585.0; b3 = 622.2(kg].
Ogdlnie ustalone drgania wymuszone zapiszemy w tym przypadku w postaci:

w(z,t) = P sin(pt) E (_SI-D(-,L%)F sin(knz).

Po przeksztalceniach otrzjrmujemy‘
w(z,t) = — Psin(pt) [0 325 sm(—z) +0.074 sm(3——a:)] 1078,
Uzyskane rezultaty poréwnamy z dwdma. skrajnymi przypadkami, kiedy
podloze jest niewazkie i kiedy masa calego podloza jest zwiazana z belka, 4].

Przyjmujac po =0 z (3.10) mamy:

1 _
wl= ;—F—(E.Ik;“ + ko),
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ads wp = 73.414, wp = 105.991, w3 = 191.208[s7'], wéwczas:
. LT . T -6
w(z,t) = — Psin(pt) |0.434 sxn(—lﬁz) +0.075 sm(31—0:c) -107°.

W drugim przypadku réwnanie ruchu belki ma postac [4]:

9w
EJ oy +(p1"’+pobh)(92 + kow = f(z,t).
Znajdujemy:
I = EJES + ko
"7 pF + pobh’

wiec: wy = 60.967, wy = 88.020, ws = 158.786[s1], wtedy:

w(z, t) = — Psin(pt) [0.220 sin(lloz) +0.091 sin(sl”—oz)] .10°%.

& T
o~ P — YR
fy A [T X
0 5 40 {m]
wW

Rys. 3.

Na rys.3 przedstawione sa maksymalne przemieszczenia. belki dla trzech roz-
patrywanych wariantow ukladu.

Przy przyjetej czestosci wymuszajacej p = 100[s~!] pominigcie masy podloza
prowadzi w konsekwencji do wyzszych od rzeczywistych amplitud drgain. Nie
zachodzi to jednak dla wszystkich czestosci wymuszenia. Przeprowadzilismy
przykladowo obliczenia dla §rodkowego (z = d) przekroju belki, ktérego drgania
opisuje zaleznos¢:

sin?(kid sin?(kzd .
I -] ~ APPse0

w(d,t) = Psin(pt)

Na rys.4 pokazane sa wykresy rezonansowe dla ukladu z podlozem inercyjnym
i niewazkim.

Jak wida¢ amplitudy drgan belki na podlozu inercyjnym sa nizsze w przedziale
czestosci 0 + 20 [s~!] i obszarach nadrezonansowych (80 <140 [s~!], p > 200),
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Rys. 4.

natomiast w obszarach przedrezonansowych obserwujemy amplitudy wyzsze niz
dla podloza niewazkiego.

W rozwiazaniu nie uwzgledniliSmy wyzszych harmonicznych (zwiazanych z
czestosciami ws, wy, itd.), ktére w rozpatrzonym zakresic czestodci 0 <+ 250 [s~1]
sa malymi wyzszego rzedu. Tym niemniej dla modelu inercyjnego nalezy oczekiwaé
mniejszych amplitud w obszarach nadrezonansowych i wiekszych w podrezonan-
sowych takie przy p > 250 [s~1].
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Summary

This paper deals with an analysis of free and forced transverse vibrations of the beam
lying on the inertial elastic layer. The elastic layer is represented by a system of inde-
pendent bars. The beam is subjected to an arbitrarily distributed continuous load. The
motion of the system is described by two partial differential equations. The solutions are
obtained with the aid of both the Bernoulli-Fourier method and the method of expansion
of the normal modes of vibration in a series.

As a numerical example the vibrations of simply supported beam subjected to one
concentrated harmonic force are treated.
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