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1. Introduction

Dans le travail [1] a présenté une conception de la mécanique des milieux dé-
nombrables, i.e. des systémes matériels dont des configurations peuvent-étre dé-
terminées a l’aide des suites (généralisées). Sous les hypotheses de la mécanique
classique déterministe on a introduit des définitions du milieu dénombrable, de
I’espace de configuration et de ’espace des fonctions du mouvement ainsi que des
notions et des équations fondamentales de la cinématique et de la dynamique des
milieux dénombrables. La forme de ces notions et équations est une généralisa-
tion sur des espaces vectoriels des suites infinies de la forme des notions et des
équations connues de la mécanique analitique des systémes & nombre fini des dé-
grés de liberté. On a présenté aussi la génése du théme, on a discuté quelques
problémes importants de nature mathématique et on a indiqué sur des possibilités
d’applications de tels milieux. . )

Le travail [2] contient certain dévéloppement des idés exposées dans I’article [1].
En cas des espaces normés des configurations et des fonctions du mouvement deux
fois continiment dérivables (par rapport & la variable temporelle) on a présenté
des éléments de la cinématique et la dynamique des milieux dénombrables. Les
considérations théoriques du mémoire [2] on a illustré dans [3] d’un exemple du
systéme infini (linéaire) des particules isolées avec des intéractions et des liaisons
intérieures. Pour cet exemple on a démontré quelques théorémes sur ’existence et
Punicité de la solution du probléme de Cauchy ainsi que sur 'approximation de
cette solution dans un espace de dimension finie.

Dans ce travail nous proposons un dévéloppement ultérieur de conception [1]
de la mécanique des milieux dénombrables. Comme 1’espace de configuration nous
posons un espace de Hilbert mais comme 1’espace des fonctions du mouvement
un espace des fonctions integrables au sens de Lebegue-Bochner sur lintervalle
de temps et dérivables au sens généralisé. Nous allons présenter cette propositon
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sur un exemple origina.l du milieu matériel mais, 3 notre avis, des considérations
contenues aux paragraphes suivants peuvent-étre traitées comme réprésentatives
pour certaine classe des systémes matériels. Ce milieu n’est ni continu ni discret
mais infini et borné. Il se compose des particules dont les coordonnées dans une
configuration de référence forment un ensemble dénombrable, dense et borné sur
I'axe réel.

Nous allons prouver ’existence et I'unicité de la solution du probléme de Cau-
chy pour le milieu en question ainsi que nous allons montrer un théoréme sur
I’approximation de cette solution par }a solution pour un systéme fini ce qui rend
possible d’éffectuer une analyse quantitative du milieu. Pour cela nous allons ap-
pliquer les méthodes abstractives de ’analyse fonctionnelle ainsi que nous allons
suivre respecivement les méthodes des espaces de Sobolev car analyse qualitative
du milieu en question est presque analogiques comme pour des milieux continus.

En vue de la densité de coordonnées des particules du milieu dénombrable
dans l'intérvalle numérique nous allons le comparer en cas particulier avec un mi-
lieu continu a une dimension respectivement choisi. Cette comparison conduit aux
conclusions intéréssantes, Malgré que le milieu dénombrable a été inventé i la
fagon rationnelle (speculative) il a des bonnes propriétés 4 modeler des milieux
matériels solides (physiques). Pour les ”longues ondes” de déformation il se com-
porte similairement comme des milieux continus et pour les "courtes ondes” de
déformation son comportement parait-étre plus proche de matériaux réels.

Le but de ce travail est la présentation et 1’étude fondamental du milieu dé-
nombrable en question. Cet étude n’épuise pas de sujet et doit-&tre continué et
approfondi. Nous croyons quand-méme que des résulats déja obtenus et exposés
dans les paragraphes suivants sont originaux et intéréssants.

2. Equations et rélations fondamentales

Considérons un systéme matériel, schematisé, sur la fig.1. 1l se compose des
particules p(a*) avec

w:ug+%y i=0,1,2,....1, j=0,1,..,

(2.1)
p;i=0,1,2,..,2 ~1si i<, p;=0si=]L

La particule p(a”) possede la masse m(a*) et elle est liée avec la suivante par un

ressort a caracteristique k(a*). En outre, les particules aux niveaux j, 741,742, ...
et de mémes coordonnées i+ u;/2? sont jointes par des tiges rigides de coordonnées

a=i+zk, i=0,1,..I, j=0,1,..,
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(2:2)
vi=0si j=0oui=1I v;=13,5...,2 =135 j>0.
Tout systéme se compose des travées "1 —i+1” avec 1 = 0,1,...,] — 1 (sur la fig.1:

I=2).

N 1
0 i =1 1 122
kiD.0) ™0, k{01)

k(L) [MABY w1 ie) [l wirny [P kit 34)

T T

Fig. 1.

Par le milieu dénombrable (D) nous comprenons I’ensemble des particules
p(a*). Notons que les ressorts peuvent-étre interpretés comme des interactions
entre les particules et les tiges comme des liaisons intérieures réalisantes la com-
patibilité de déplacements des particules situées sur la méme tige.

Admettons que sous l’absence des forces extérieures le milieu est em état
d’équilibre naturel et que le mouvement possible des particules p{a”) s’accomplit
le long des directions ”j”.

Désignos par z(t,a*) le déplacement de p(a*) en instant t et par ¢(¢,a") la
force de direction ”j” agissante sur p(a*) en instant t avec

teT =[0,T]. (2.3)

Soit z(t,a) le déplacement de la tige de coordonnée a. Aiors pour toutes les
particules liées & lui on a (v.(2.1),(2.2) et fig.1)

2(t,(s,@)) = z(t,a), s=jj+1,j+2 ., (t€T) (2.4)

Admettons encore que les tiges de coordonnées a = 0 et & = I sont fixées, i.e.

z(t,0) = z(¢t,1), teT. (2.5)

Notons que les considérations ultérieures restent valables (aprés des petites modi-
fications au plus) aussi en cas de 'une des tiges fixée et 1’autre libre.

Soit D = {a} (v.(2.2)). Nous pouvons traiter D comme une configuration de
référence du milieu (D). Remarquons que D est dense dans Vintervalle [0, I].

En écrivant les équations du mouvement (de Newton) pour toute particule du
milieu (D) et ensuite en tenant compte de (2.4),(2.5) et eliminant les reactions
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causées par les tiges nous arrivons aux équations suivantes du mouvement de (D)
{i.e. équations du mouvement des tiges avec des particules de coordonnées «)

i m(s, a)i(t,a) — i{k(s,a)[:&:(t,a + 21—3 - z(t,a)]+

~ (s, - 3)la(t, @) — alt, &~ 5)I} = Plt,a), (2.6)
z(t,0) = z(¢t,I) = 0, a€eD, teT

ou

P(t,0) = 3°Q(t (5, ). 27)

8=j

Adjoignons aux équations (2.6) les conditions initiales
z(0,a) =z (a), #(0,a) =2 (a), (2.8)

ol z (), v () sont donnés pour a € D (par #(t,a) et (¢, @) nous avons noté la
premiére et la deuxiéme dérivée de z(t,a) par rapport a t).

Multiplitinos forméllement les équations (2.6) par y(«) et additionnons les pour
tout & € D. En vue de (2.1) - (2.5) nous obtenons

I-1 oo

Y33 mG,i+ EDaei+ £t + B+
$=0 ;=0 K;
I-1 oo .
OSSR+ ED e i+ Bt Dy~ e+ B (29)
$=0 j=0 #;

[y(1+/‘1+ )~ Wi+ )]} ZEZP(t:+ '..)y(i+g), teT.

=0 j=0 v;

L’équation (2.9) est dite I’équation du mouvement (du milieu (D)) en forme va-
riationnelle. En cas statique il suffit poser dans (2.6),(2.7) et (2.9)

z(t,@) = z(a); P(t,a) = Ple), Qta")=Q(a") (2.10)

et omettre les conditions initiales (2.8).
Dans la suite nous nous occupons du cas dynamique. Le cas statique sera
etudié séparément.
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3. Probléme de Cauchy

3.1. Notions et propositions auxiliaires

Soit I’ensemble des suites infinies (généralisées)
X = {z = (s(a)) = {z(0) € R;a € D}; 2(0) = 2(I) = 0} (3.1)
étant espace vectoriel sur le corps R avec les lois de compositon suivantes

z+y=(2(a) +y(a)), az=(az(a)) (3-2)

pour tout z = (z(a)), y = (y(a)) de X et a € R. Les éléments z de X nous
allons appeler les configurations du milieu (D).
Proposition 1. Le sous-espace linéaire de X

I-1 oo
H={zeX: EZE—|$(1+ ) < oo} (3.3)

1=0 =0 v,

"est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

I-1 oo
<z,y >H—Ezz_z(1+ ’)y( + ’) (3.4)
=0 7=0 ¥;
et par rapport a la norme
1 1 3
lzllr =< z,2 >3= (3 -47|z(a)|2) . (3.5)

a€D

De plus H est séparablee
Preuve. Les conditions de définition du produit scalaire sont ev1dentes Montrons
brévement que H est complet.

Soit {z(n)} une suite de Cauchy des éléments.de H. Alors Ve > 0 3N tel que
|Z(n) — Z(m)ll# < & pour tout n,m > N. En vue de (3.5) on a

I-1 J : :
™ Z Flemi+ ) — s+ P <e’ nm>N, JeN (36)
=0 j=0 ¥;

(N — Iensemble des entiers positifs) et

1
vlEm(e) - zmy(@)? <€, n,m>N, aeD. 3.7)
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De (3.5) il découle qu’il existe
z(a) = nango zn)(a), a€D.
En passant avec m et puis avec J vers l'infini dans (3.6) nous déduisons que
||a:—z(,,)|| <eg, n>N
d’ou z = (z(a)) € H et nango I(n) = Z.
L’espace H est séparable car les suites & composantes
0, >, |
u(a) = a €D, (3.8)
€Q, j<J,

(J € N, @ - 'ensemble des rationnels) forment I’ensmble dénombrable et dense
dans He
Remarque 1. L’espace

>(X)={z¢€ X; sup |z(a)] < oo} (3.9)

est un sous-espace linéaire de He
Proposition 2. Soit

I-1 o
- . ; k1 i B
V={zeH; i§=o:j§=:o§u:,- (i + 55 + 55) — =(i+ 5Dl < o). (310)

Alors V est un sous-espace dense dans He
Remargue 2. Soit £ = £(9) une fonction de classe C! sur [0,7] C R et telle que
£(0)=¢(I)=0. Siz=(£a)),alorsz € Ve -
En effet, comme ;sug |€(¥)| < oo, donc en vertu de la remarque 1 z € H. Puis,
0,

X = sup |¢'(¥)| < oo entraine
[o.7]

I-1 oo

T | . M
22 2 laGi+ 5+ 5) —ai+ 5P < 2D

1=0 j=0 u;
Preuve de la proposition 2. Posons

z(a), j<J
Z(a) = a€D, JeEN. (3.11)
0, i>J
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Alors en vue de (3.5)

uz—zuH—Z Z Z_|z(, el (3.12)

1=0 j=J+1 v5

on peut faire arbitrairement petit pour J suffisamment grand.
Soit ensuite {25} C V I'ensemble fini (pour J fixé) des suites

za(a) = z(@)¢a(a), €D

{a -;% €D;j<J} (3.13)
ol & = £a(9) est de classe C! sur [0,I] & support S, = [& — -23;,& + —,},;] et 3

valeurs dans lintervalle [0,1] avec £5(&) = 1. Pour J fixé on peut trouver ng tel
que si n > ng on a S, CJ0,I[ et

13- 3 zally < X le@ Y gléa(a) <

&€D aeD &#a€D
~ 1
<Y k@ Y =X I@ )P) (3.14)
&eD &£ QESn &€D
De (3.12)-(3.14) il découle que pour tout z € H on peut choisir Y z5 € V (v.
&eD
rem. 2) arbitrairement prés au sens de norme || - [|z®
Propposition 8. Soit
I-1 o 1
<zy>v=3 3 Y le(i+ S+ ) —a(i+ N+ ) - (i + 53],
=0 ;=0 85
1 .
|zlv =< z,2 >¢, =z,yeV. (3.15)

Alors:
(i) < -,+ > est un produit scalaire et | - | est une norme sur V,
(i) Jlz|lzr £ ¢|z|v pour tout z € V (c =const> 0)s
Preuve. (i) Le produit (3.15) est évidement bien défini, bilinéaire et symetrique
(en vertue de sa définition et de (3.10)). Puis, < z,z >y> 0 pour tout z € V.
Supposons que < z,z >y= 0. Alors uelque soit @ € D on & z{a + ) = z(a).
Comme z(0) = 0 on peut successivement montrer que z(a) = 0 pour tout a € D.
(ii) Montrons cette inégalité importante pour I = 1. Mais on peut facilement
généraliser la démonstration pour I arbitraire.

Nous avons
—pour j =0:

0= z(l) = 2:(1) - 2:(0), 0= l’-'?(l) - Z(O)IZ’
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- pour j = ki
0= 2(1) = [(1) - 2 )] + [=(3) = 2O)), ~ 2(3) = a(3) - 2(0),
0< 2lle(1) - (S +12(3) - 20)F),
FEGI? < Frle(3) - 2O,

1 1 1 1
TGP < la(3) = 2O + [2(1) - 2(3)P,
—pour j=J:

0= 2(0) = o(1) - s o+ [o(5) - =00}

z(g + 2%) = [2(;—5 + 21—J) - z(%%)] + ot [:1:(5:1—.) - z(0)],

(A =0,1,2,..,27 — 1),

J J_
< Slla() ~ (55D + 4 falz) = 2(0)P),

/\J'+1 1

G+ o) < 22 (CE 4 Dy GO 44 la5) — 0P

f,—lz(gj)lz < wla7) - 2O,
o
DR S SR S 4 gp) - =(5)F <

ps 1 B
< Z|$(§'j tor)-2 §7)|2, (ky=0,1,..,2" - 1),
By

d’ou

ZZ (N < ZEII( +35) - (5P

J=0 #j =0 Hj

En apercevant que la somme & gauche est égale a 3|z||% (v.(2.1), (2.2), (3.4), (3.5)
et la somme & droite est égale |z|? (v.(3.15)) nous arrivons a l'inégalité énoncée

avec ¢ = /3/2.
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1l est & noter que pour I arbitraire on obtient c = ¢'I (¢/ > 0) o
Remarque 8. La norme |- |y n’est pas équivalente a || - || car pour la suite {z(n)}
telle que

2a, a € [0, p]
=3¢ (k- e, 2 D 3.16
x(n)(a) (2'71' a), o€ [T’r’ T’f]’ (a € ) ( - )
0, a> 22,;
on a (v.(3.5) et rem. 1)
2 _ 1 2< ad 2 'n—oooo
[ EEDY e (@l < 2 g
aE'Dn[O,—z—’ﬁ-] j=n—-1

et (v.(3.15) et rem.2)

1 e
ol = Zz]z("’ + 57) = a )_2221 ngnif? = do

j=n Hj J—ﬂ

Proposition §. Soit

KL,y >v=<z,y>v +<z,y>y, %Y€YV, (3.17)
et . ’
i 1
lzlly =< 2,2 3= (2l + =llZ%)?, =ze€V. (3.18)
Alors: '
(i) les normés || - [|v et | - |v sont équivalentes,

(i) Vespace V est de Hilbert par rapport au produit scalaire < -, >v,
(iii) espace V est séparables
Preuve. (i) En vertu de (3.18) et de thése (ii) de la proposition 3 nous dedmsons

- ' evlizllv < lzlv < llzllv : (3.19)

avec ey = 1/(1 + ¢%)1/2,

(ii) Comme < -,- > et < -,- >y sont des produits scalairs sur V' (v. propositions 1
et 3,V C H) alors < -, v est un produit scalaire également. La démonstration
du complet de V est analogique a celle de la proposition 1.

(iii) Montrons d’abord que I’ensemble des éléments £ = (£(a)) tels que

i+ ) =i+ )+ 2726+ 5 ) 2+ NG -59), (320

BJ BJ
56[2,,2,+2,], pr=0,1,.,27 -1, JeN
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avec z = (z(i + -'-)) E V est dense dans V (Z = Z(«a) est linéaire par morceaux).
En effet, comme z(z +3Z)==z(i+ ) si j <J ona(v.(3.15))

I-1 oo .
o2 =3 3 Cllati+yf +a5) - ali+ B0

$=0 s=J+1 4;

a6+ 5+ ) - (:+"’)n2<2zz:z:|z(z+ +55) - ali+ B+

i=0 j=J+1 #;

Y 5 YD B by e -

i=0 j=J+1 Hj

2 Y leli+ 4 4 2y - s B

1=0 j=J #;

d’ol |z — Z|ly — 0 si J — oo. Puisque Z est déterminé par le nombre fini des
coefficients z(i + 52}) (7 =0,1,...,J) alors approchant les respectivement par des
nombres rationnels nous pouvons construire un ensemble dénombrable dense dans
Ve

Corollaire 1. La conclusion immédiate des propositions 24 est

VcCHcCV (3.21)
ou V’ est ’espace adjoint & V. Si nous notons par < -,- > le produit dual
<z'yz>=12'(z), eV, zeV, . (3.22)

correspondant au produit scalaire < «,- >, i.e.

<z,z>=<zz>y, < €H, z€V (3.23)
alors
lz'llvr = sup |<2z;2>], zeV (3.24)
ll=llv <1

est une norme sur V's
Proposition 5. Soit

I-1 o

M(z,9) = 30 303 m(G,i+ ED)=(i+ EDuli + £2). (3.25)

=0 j=0 4;
Si

m(j,i+ “’) = —m’(],z+ ) 0<m. <m(j,i+ %) <m*<oo (3.26)
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(v.(2.1)) alors M : H x H — R est une forme bilinéaire, symétrique, continue et
strictement positive avec

%m., = %m'). (3.27)
Nous allons I’appeler la forme d’inertie du milieu (D)e
Preuve. La thése découle de la forme de M et du fait qu’en vertue de (2.1), (2.2)

et de (3.4) on a

ezl < M(z,2) < llallly, (ea =

I-1 oo I 1 oo
ZZZ—IIH SH? = ZEZ |z<z+ 2= —nzu%- (3.28)
$=0 =0 u, =0 ;=0 vy

Remarque 4. Si les conditions (3.26) sont remplies la masse totale d’une "travee”
[#,% + 1] du milieu (D) (v. fig. 2.1) est finie et égale &

Z Z m(J, 1 + (2m. < m; < 2m™)e (3.29)
=0 Hj

Corollaire 2. Comme M verifie les conditions de définition du produit scalaire,
I’espace H = H muni de produit M est un espace de Hilbert car la norme

lzllg = (M(z,2)3, zeH (3.30)

est, en vue de (3.27), équivalente 3 la norme || - ||g.
Notons par (z',z) (z' € V', z € V) le produit dual correspondant au produit
scalaire M, i.e.
(z',z) = M(z',z), 2 €H, z€Ve (3.31)

Corollaire 3. La forme M définit uniquement 'opérateur M : H € H dit
Popérateur d’inertie de (D) tel que

M(z,y) =< Mz,y >i, z,y€H, (3.32)
ie. (v.(3.4) et (3.25))
(Mz)(e) = (E m(s,i+ 2 ))4’z(a), (a=i + 2 D). (3.33)

s=;
Cet opérateur est continu, strictement pnsitif et symétrique, i.e. (v.(3.27) et (3.32))

cllell < IMzll < Cllallr, < Mz,y>p=<z,My>ge (334
Proposition 6. Soit )

I-1 oo

K(z,0) = 30 30 S kG i+ EDle(i4 Bt ) ~a (4 EDln(i 524 5) - a4 D)L
=0 j=0 u;
(3.35)
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Si .
0< k. <k(ji+ %)5k'<oo (3.36)

(v.(2.1)) alors K : V x V — R est une formé bilinéaire, symétrique, continue et
strictement positive avec

kzly < K(z,z) <k*|z]y  (z €V)e (3.37)

Elle est dite la formé de rigidité (ou d’élasticité).
La preuve découle immediatement de (3.15), (3.35) et de (3.36). Appercevons
qu’en vue de (3.19) on peut remplacer la norme |- |y dans les inégalités (3.37) par

la norme || - ||y.
Proposition 7. Soit K : Vg € H 1’epérateur linéaire suivant

(Kz)(a) = 4 i{k(s,a)[z(a + 2—1’- - z(a)] + (3.38)

s=j

1 1.,
= ks,a-Fz(e)-2(a-3)]), z€VKCH (acD)
Si k(j,i + 4) vérifient la condition (3.36) et
R 7Y R | 7Y -1 - '
|k(5,% + 97 + 2;) k(j,t 4+ o ) < Ic2J (k = const > 0), (3.39)
alors Vi est un sous-espace linéaire dense dans H, Vg C V et

< Kz,y >p= -K(z,y), z€Vk, y€Vo (3.40)

Preuve. En vertu de (2.1), (2.2), (34), (3.35) et de (3.39) nous avons

I-1 oo . Vi
<Kzy>u= Y3 3 (Ko + 2l + ) = ~K(z,).

1=0 j=0 v,

Soit £ = £(Y) une fonction de classe C? sur [0,I] telle que £(0) = £(1) = €. Si
z = (§{(a)), alors = € Vk. En effet, comme £ = £() est bornée sur [0,1] donc en
vue de la remarque 1, z € H. Puis, en vertu de la formule de Taylar, de (3.36) et
de (3.39)

[K(s, @)fa(ar + ) = 2(@)] = k(s, @ = 57)la(@) = z(a = )]l < Ay

avec A = k*1 sup |€”(9)| + k sup |€'(9)]. Alors (v.(3.40))
[0,1] [o.1]

()@l < Y42 = A
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dou Kz € H (v. rem.1)., i.e. z € Vk.

L’ensemble des éléments z tels que z(a) = £(a) avec £ = £(V) de classe C?
ot £(0) = &(I) = 0 est dense dans V et dans H (au sens de norme || - ||z). La
" -monstration est analogique 3 celle de la preuve de la proposition 2e
roposition 8. Soit

P(a) = ZIJ—.P’(a), a=it -;% €D (3.41)
. ou P = (P'(a)) € H. Alors
P(z) = E P(a)z(a) =< P,z >y ) (3.42)
a€D

définit une forme linéaire et continue sur H et sur Ve
En effet, car en vertu de (3.44) et de la these (ii) de proposition 3 nous avons

[P()l = | < Pz >u | < |P'Yullzlln < el Pllalzlv.

Soit U un espace de Banach (ol de Hilbert) avec une norme || - |l (ol avec un
produit scalaire < -,- >p) et soit U’ I’espace adjoint & U. Les espaces suivants des
fonziions u : T — U intégrables au sens de Lebésgue — Bochner sur 7 = [0, 7]

T
(T,0) = fu = w5 el = ([ a0} <o), 1<p< e
0 (3.43)
LT, U} = {u = u(t); ||luflleo ='§2;955||"(t)”0 <o}, p=o0

sont des espaces de Banach pour tout p (1 £ p £ o) et de Hilbert pour p = 2
avec le produit scalaire

] .
(w0)) = / < u(t),o(t) >u dt. (3.44)
[+]

si U est de Hilbert (les fonctions égales presque partoit nous comptons comme
des éléments égaux dans LP(T,U).

3.2. Théordmes sur Dexistence et 'unicité

Formulons le probléme de Cauchy pour le milieu dénombrable (D). En tenant
compte de (3.1), (3.25), (3.35), (3.42) nous pouvons forméllement écrire ’équation
(2.9) sous la forme

M(E(2),y) + K(=(t),y) = P(t)(3), teT , (3.45)
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ol bien (en vue de (5.31), (3.32)) comme suit
(3(2),y) + K(z(t),y) =< P(t),y >, teT. {(3.46)
Les conditions initiales (2.8) s’écrivent dans la forme
z(0) =z, (0)=v. (3.47)

Par le probléme de Cauchy nous allons comprendre le probleme suivant: tro-
uver une fonction du mouvement z : 7 — V qui vérifie dans 7 I’équation (3.46)
pour tout y € V et en t = 0 les conditions initiales (3.47). Le couple (.%,13) ainsi
que la fonction P = P(¢t) (t € T) sont donnés. Les derivées £ (d’ordre un) et Z
d’ordre deux) de z par rapport i ¢ nous allons comprendre au sens généralisé, i.e.
comme des fonctions 2 : 7 — V', Z:7T — V' telles que

T T T
JG. et =~ [, e =~ [ Maw,e0),
° ° ° (3.48)

T T
[, = - [, b,
0 0

pour toutes ¢ = (1) et ¥ = P(t) de classe C'(7,V) avec p(0) = ¥(0) = o(T) =
WT) = 0.

Theoreme 1. Si

(1) 0<m <4m(j,i+ )< m* < 00,0 <k, <k(j,i+5)<k* <oo

pour tout a* = (§,i + ) (v.(2.1)),

(2) zeV, veH, P,PelLl¥T,V'),

alors il existe la solution unique du probléme de Cauchy (3.46), (3.47) telle que

z€L®(T,V), &€lLl®T,H), zelLl®T,V")e (3.49)

Preyve. Le théoreme énoncé decoule immédiatement d’un théoréme démontré dans
I’ouvrage [4] (chap.II, par.4) car en vertu des propositions 1-6 ses assumptions sont
rempliese
Remarque 5. La solution du probleme de Cauchy (3.46), (3.47) dont I’existence
découle du théoréme 1 est une solution généralisée (contrairement & la solution
classique de classe C%(7,V)). De plus elle est dite faible car elle est la limite
faible d’une suite des éléments de ’espace L°(7,V )e

Dans le paragraph 3.3 nous allons utiliser la proposition suivante qui sous
des hypotheses plus fortes qu’au théoreme 1 assure une regularité amplifie de la
solution du probléme de Cauchy (3.46), (3.47).



SUR UN MILIEU... 279

Theqneme2. Si .
(1) O<m. <¥m(f,i+5)<m" <0, 0<k.<k(ji+5)<k* <00,

K N o] 1
k(g,i+ 55 + ')—k(z,z+§)|5k§;

pour tout & = (j,i + §) (v.(2.1); m,,,m‘,k.;k‘,le - constantes positives),

(2) %€ Vg, 56 v,

3) P(t,a)= P’(t a) (teT,a€D)et P = P’(t) = (P'(t,)) est de classe
C\(7,H),

alors le probleme de Cauchy (3.45), (3.47) ala solutlon unique telle que

zeC(T,V), &€L®(T,V), &€L®(T,H)» (3.50)

Preuve. Pour démontrer ce théordme il suffit modifier un peu la preuve du théo-
réeme de 'ouvrage [4] (chap. 11, par.4) en utilisant les propriétés des espaces H et
V ainisi que des formes M, K et P nommées aux propositions 1-8.

'3.3. Approximation & 'aide d’un systéme fini

Le but de ce paragraph est de montrer que la solution du probléme de Cau-
chy pour le milieu dénombrable (D) (v.fig.1) peut-étre (sous certaines hypothéses)
déterminée d’une maniére approchée de la solution pour le systéme fini (Dy),
composé des éléments de (D) situés sur les niveaux (les "couches”) j = 0,1,...,J.
Autrement dit, nous allons prouver que les solutions obtenues pour (D) tendent
vers la solution exacte pour (D) si J tend vers l'infini. Ce fait est trés impor-
tant car il rend possible d’obtenir effectivement des solutions des problémes de
Cauchy pour le milieu (D) avec I’exactitude arbitraire (au sens précisé plus loin).
De plus, pour trouver la solution du probléme de Cauchy pour le systéme (D)
nous utilisons I'une des méthodes d’analyse propes aux systémes a nombre fini des
dégrés de liberté. Mais nous ne sommes pas obligés construire I’appareil special
d’approximationn c_ofnme pour des mileux continus. Il suffit profiter immédiate-
ment des équations du mouvement de (D) en "coupant” les respectivement au
nivean j = J.

Soit (v.(2.2)) :
Dy={as=i+ 2 eD;j< ) (3.51)

et soit 'espace vectoriel (de dimension finie)

Hy={€= (&(as)) = {€(as) € R; ay € Dy}; E0) =ET) =0}  (3:52)
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muni des normes

I-1 J Vs %
lels = (X X3 glet+ 5r)°,
=0 ;=0 ¥j
{(3.53)
I-1J B 1 1
s = (LR lG+57+5 1) - &G+ 2HP)°
=0 j=0 Hj
et du produit scalaire
I-1 J
<6n>r=3 3 2.5 f(t+ J)77( +3 ), (<&E>0= €D, (3:54)
=0 j=0 ¥j .

11 existe une constante ¢ > 0 ne dépendant pas de J telle que (v.la preuve de la
proposition 3)

lélls < cléls, €€ Hy. (3.55)
Soit ensuite :
-1 J ;i .
M Byl Ry MoEn) = 35Sl + B0+ e+ £,
1=0 =0 u;
' I-1 J
Kj:HyxHy~R;  Ki§n)=) ) ) k(,i+ ”’)[&( + 55 Ly —)+
=0 =0 Hy
~€(+ S0t + B+ ) - i+ %)1, (3.56)
1 1 J _ .
PriHs—R;  Pr€)=3 3D Pli+ DEG+50)
=0 ;=0 vy

(la signification de m(j,i + 54), k(j,i+ &) et de P(i + 31) a été expliquée au
par.2). )

Les formes My, K sont bilinéaires, symétriques et positives la forme Py
est linéaire. En outre, sous les hypothéses (3.26), (3.36) elles ont les propnetes
suivantes (v.(3.27), (3. 37))

c.liéllr < Ma(€,€) < |i€ll3,
kuelr < Ks(6,6) < k)€

ainsi que (v. le corollaire 3 et les propositions 7 et 8)

Ml(fsﬂ) = <MJ£17’ >J,
Ki(€,m) ~ < Ki,n >y, (3.58)
PJ(&) (PJvf) =< P.'hf >,

(3.57)
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o

My:Hy— Hy; (Mjé)(ay) = (EJ: m(s,a_;))4j£(a_1),

s=j
Ky:Hy— Hy;  (Kjé)(ay) = i“j{k(&ﬂ.l)[f(w + 21—,) = §(as)] +
a=j
—k(s, a0 = o)E(as) - &(as = 1), (3.59)
Pyas) = #Psas)  (as=(i+3)) € Dy).

Remarque 6. Si J — oo espace Hj, les normes || - |7, |- |s et les formes

My, Kj, Py deviennent H, ||-|lu, |- |v, M, K, P respectivement (v. par.3.1)e
Les équations du mouvement pour le systéme (D) peuvent-étre écrites sous
la forme (v.(2.6) et (3.59))

MyE(t) - Kyé(t) = Pi(t), teT, (3.60)

ol £ = {(t) est la fonction du mouvement, P’ = P'(t) - la fonction (donnée) des
forces extérieures agissantes sur (Dy).
La forme variationnelle de (3.60) est

My(E),n) + Ka(E@),m) = (Pa(t),n), ne€H; teT. (3.61)

Aux équations du mouvement nous adjoignons des conditions initiales

£0)=£, £0)=7. (3.62)

Remarque 7. Le probléme de Cauchy (3.61), (3.62) a la solution unique car le
" systéme des équations différentialles ordinaires de deuxiéme ordre (3.60) est fini,
linéaire, & coefficients constants et M est nonsinguliere

Soit ’application linéaire définie comme suit:

Hyz—-z"€Hy; z%(ay)=z(ay). (3.63)

Théoréme 3. Si :
(1) O<m,<4m(ji+5)<m* <00, O0<k.<k(ji+ %)<k <o,

.o My 2eh L M 71
lk(.h"*' E;‘ + '2_]') = k(])’ + '271)| < k2_17
pour tout o* = (7,1 + %-}) (v.(2.1); ma,m", k., k*, E — constantes positives),
[}

o o = = ] o
(2) zeVk, vV, €=z, 1=v, |KjE&ls<k|Kzlu (x>0),
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(3) P eCNT,H), Pjt)=P"({t) (teT)

alors
Jim [sup(llé(2) - #* (I3 + JE() - =" (OIF)] = 0, (3.64)
=00 4T

oll £ = £(t) est la solution du probleme de Cauchy (3.61), (3.62) et z = z(t) - la
solution du probléme de Cauchy (3.45), (3.47)e

Preuve. Pour démontrer ce théoréme nous utilisons les propriétés des espaces H,V
et Hj, des formes M, K et P ainsi que des formes M j,K; et Py prouvées dans le
par.3.1 et au dessus. En soustrayant les équations (3.41) et (3.61) nous dérivons
une estimation énergétique qui apreés avoir appliqué 1'inégalité de Gronwall conduit
4 la these (3.64). Le raisonnement est semblable 4 ceux des preuves de convergence
pour la méthode de Galerkin (v. e.g.[5])e

Remarque 8. 1l vaut mentionner que les méthodes de démonstration des théorémes
1-3 sont assez typiques et connues dans la littérature consacrée aux équations
différentialles dans les espaces vectoriels abstraits. 11 suffisait les suivre et adopter
au cas considéré dans ce travail en prouvant d’abord les propositions 1-8 du par.
3.1.

4. Exemple des vibrations

En général, la détermination exacte de la solution du probléme de Cauchy (ol
d’autres problémes) pour le milieu (D) est impossible. C’est pourquoi nous allons
chercher une solution approchée en utilisant le théoréme 3 du paragraph 3.3. Pour
la trouver nous allons appliquer ’'une des méthodes numériques, par exemple le
schema de Crank-Nicolson (v. e.g. [6]) qui se présente comme suit:

©=f £ =fiath +%(At)2MI Ky € +PY),

{ At)z M€~ 264 €4) — SKG(6 4+ €)= B, (4.1)
(1=1,2,.,5; 1-At=T),
ou
g=¢1-ar), Pi=P-A1, 1=1,..,1 (4.2)

Il est de deuxiéme ordre d’approximation (par rapport & At), implicite mais abso-
lument stable.
A titre d’exemple nous considérons le cas:

Z(a)=0, #(a)=uvsin—, Pt,a)=0 (e€D,teT) (4.3)
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et (v.(2.1), (2.2))

1
m(j, 1+ 2_,7 = Emo k(7,1 + —27) = ko, (4.4)

vérifiant les hypothéses des théoremes 2 et 3 du par.3.
Comme solution de référence zg = zr(¢) nous prenons la solution de I’équation

0%z 9%z
m*a?—kw=0, 196[0,1], te 7T (4.5)
avec les conditions
z(t,0)=z(¢,/)=0, z(0,9)=0, £(0,9)= vosin ﬁ, (4.6)

1

i.e.

t 9
z(t,9) = vo— \/ksm,/?:“]sinﬂ?, (4.7)

Notons que c’est la solution de l’équation variationnelle (v.(3.45))
M(&(t),y) + K(z(1),y) =0, wyeV, teT (4.8)
'avec les conditions (4.6) ol maintenant (v. e.g.[4],[5])

(}([0’ I])’ H= Lz([oa I])a (4'9)

I I
()= [me(o@)as, Ky = [k (0.
0 ]

Nous avons choisi cette solution car elle décrit les vibrations d’un élément é-
lastique (par exemple d’une barre) dont le modéle mathématique, dit continu, est
réprésenté par 1’équation (4.5). Remarquons que les équations (2.6) peuvent-étre
traitées aussi comme les équations d’un modéle mathématique (appelé dénombra-
ble) des vibrations longitudinales d'un élément matériel. Notamment, en projetant
les particules du milieu (D) sur le segment de niveau j = 0 ou bien passant vers zero
avec les longueurs des tiges joignant les masses de (D) nous obtenons une structure
a une dimension dont la configuration de référence est l’ensemble D dense dans
'inervalle [0, I].

Prenons mp et ko dans (4.4) de telle fagon pour que la masse totale d’une

O .
"travée” soit m et sa rigidité eflective (globale) 3 ko/27 soit k. Alors
/=0

. ko= = (4.10)
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Pour des calculs posons
m=1, k=1, I=2, wvp== T=2. (4.11)

Des épreuves ont montré que l’exactitude des calculs est suffisante pour At =
0.125 (f = 16) ainsi que des résultats numériques se stabilisent a partir de J = 4.
" Saur la figure 2 on i présenté les configurations du milieu (D) et du milieu
continu en quelques instants successifs (e vue de symétrie on n’a envisagé que la
travée [0,1]).
On voit que la fonction z = z(t,a) est "presque sinusoidale” par rapport
i o, les déplacements z(t,a) et zg(t,a) se different pas trop et on observe un
certain retard des vibrations de (D) par rapport au milieu continu. Les résultats
semblables on obtient aussi en cas des conditions initiales

z(0, @) = sin "7" #(0,a)=0 (a€ D). (4.12)

Il est & noter que si nous augmentons / de telle fagon pour que ml = 2
et k/I = 1/2, i.e. pour que la masse totale et la rigidite globale ne changent
pas les déplacements z(t,a) et zg(t,a) deviennent pratiquement (physiquement)
indistincts.
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é e
1 2 3 ¢ n
Fig. 3.

Alors il parait qu’on peut formuler le corollaire que le milieu deiombrable (D)
est un bon modéle mathématique des vibrations de certains milieux matériels.

Il faut mentionner encore qu’il a le spectre dénombrable, comme le milieu
continu. Mais ce que (D) est importnant, le spectre de (D) s’accorde pratiquement
avec celui du milieu continu de référence pour des premiéres fréquences et ensuite
les fréquences de (D) tendent vers I'infini plus lentement que du milieu continu.

Sur la figure 3 on i présenté quelques premiéres fréquences des vibrations
propres de tous les deux milieux en question, calculées pour les valeurs (4.11) des
parameétres du probleme. Les fréquences de (D) rous avons trouvé approchément
en calculant les pour le systeme (D) fini avec J = 4. Les valeurs numériques de
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i, = 1.2,3) commencent a se stabiliser a partir de J = 3. Pour le milieu

continu on 2 fv. (4.3))
™ .
Hn = '? {n= 1,2, e (413)

Si nous augmentons I de telle fagon pour que mf = 2 et k/2 = 1/2 les différences
entre des premieres valeurs de wy, et uyy, diminueront.

Bien sir les propriétés mécaniques et le comportement du milieu (D) deman-
dent encore d’un étude approfondi, mais il nous parait que les résultats déja obte-
nis et présentés dans ce travail sont intéréssants.
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Streszczenie

Praca dotyczy ukladu materialnego zlozonego z ”przeliczalnej liczby” czastek, zwa-
nego osrodkiem przeliczalnym. Czastki sg zawarte w ograniczonym odcinku, ale na nie-
skonczenie wieiu ” wewnetrznych poziomach” w ten sposdb, ze ich wspdlrzedne w pewnej
konfiguracji odniesienia tworza zbiér przeliczalny i ggsty w ograniczonym przedziale liczbo-
wym. Czastki te sa polaczone w pewien okreslony sposéb elementami liniowo—sprezystymi i
sztywnym lacznikami symbolizujacymi odpowiednio wewnetrzne oddzialywania i sztywne
wigzy. Przedstawione rozwazania zawieraja rozwiniecie koncepcji [1] modelowania oérod-
kow materialnych (w ramach zalozeri mechaniki klasyczne)) za pomocs ukladéw o przeli-
czalnej "liczbie” stopni swobody. Podstawowym celem pracy jest zaprezentowanie orygi-
nalnego osrodka przeliczalnego, ktory nie jest ani ciagly an1 dyskretny, ale nieskonczony
1 ograniczony, a nastepnie wykazanie, ze jest on matematycznie poprawny; m.in. istnieje
Jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego. Wykazano takze istnienie metody
przyblizone) analizy ilosciowe) powyzszego osrodka, tj. metody aproksymacji skonczenie
wymiarowej rozwiazania zagadnienia poczatkowego. Warto przy tym nadmienié, ze analize
jakosciows (w aspekcie matematycznym) przeprowadzono za pomoca metod analizy funk-
cjonalnej podobnych de metod przestrzeni Sobolewa w mechanice odrodkéw ciaglych.

Praca wplynela do Redakeji dnia 15 czerwca 1988 roku



