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Z ZAGADNIEN STATYKI TARCZ O SREDNIEJ GRUBOSCI

EuvGENIUSZ BARON
Politechnika Slasks, Ghiwice

1. Wstep

W pracy przedlozano pewna propozycje podejécia do zagadniesi z zakresu teorii
tarcz sprezystych, w ktérych stan naprezenia nie moze by¢ aproksymowany stanem
plaskim, a wiec i stosowanie metod opartych na teorii klasycznej jest niemozliwe.
Korzystajac z zalozeri mechaniki analitycznej kontinuum materialnego z wigzami,
przetestowano pewna klase zagadnieri z zakresu teorii tarcz. Do opisu tarcz o $re-
dniej gruboéci zaproponowano model nazwany pseudoplaskim stanem réwnowagi
[1], dla ktérego klasyczny plaski stan napreZenia jest przypadkiem asymptotycz-
nym. Model ten umozliwia sprowadzenie rozwiazania zagadnien przestrzennych,
w ramach liniowej teorii tarcz, do rozwiazania plaskiego zagadnienia granicznego.
Podobnie - i na ym gidwnie skoncentrowano sie w niniejszej pracy — model ten
pozwala sprowadzi¢ rozwiazanie klasycznego zagadnienia plaskiego do rozwiazania
zagadnienia granicznego przy jednej zmiennej niezaleinej, czyli rozwiazania ukladu
© réwnan rézniczkowych zwyczajnych zamiast czastkowych.

Spis aznaczei

a, f — wskainiki przebiegajace ciag 1,2,
i,J — wskaéniki przebiegajace ciag 1,2,3,
X; — skiadowe sit masowych,
" 2h — gruboéé tarczy,
A, g — stale Lame’go,
v — wspolczynnik Poissona,
g2 Aate
h2 X+ 2’

A4 2u K_3z\+2y ,_‘__54\+A6p

Ko = P = T : TN Ko = K— K.
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2. Pseudoplaski stan réwnowagi sprezystej dla tarczy izotropowej

Ax

X2

Rys. 1.

Cialo bedace w stanie naturalnym (rys.l) utozsamiaé bedziemy z regular-
nym obszarem {2 w przestrzeni R? parametryzowanej prostokatnym kartezjardskim
ukladem wspélrzednych {z;}. Obszar 2 da si¢ przedstawié¢ w postaci iloczynu kar-
tezjafiskiego 2 = IT x L regularnych obszaréw I € R?, L=< —h,h >C R.

Deformacja ciala opisywana bedzie wektorem przemieszczenia w o skladowych
w; = wi(Za,Z3), 2 stan mapreZenia symetrycznym tensorem naprezenia oy =
a'ij'(za’ :3)'

Na skladowe wektora przemieszczenia zostaly narzucone wiezy geometryczne:

Wa = :ua(:ﬁ)’

&(za)zs. (2.1)

w3

Jest to nmajprostsza postaé wiezéw geometrycznych sprowadzajaca przestrrzenna,
deformacje do plaskiego zagadnienia granicznego. Wyraza ona hipoteze, ze wiékno
materialne réwnolegle do tworzacych brzegu 81I x L, ograniczajacych cialo w kon-
figuracji wyjsciowej, pozostaja rownolegle do tych tworzacych w kazdej konfiguracji
i doznaja tylko jednorodnych odksztalceri podiuznych [1].

Korzystajac z zalozei mechaniki analitycznej kontinuum materialnego z
wiezami [6], wprowadzamy do réwnania idealnosci wiezéw geometrycznych
zaleznosci wynikajace z réwnani réwnowagi wewnetrznej (przy X3 = 0) i kinetycz-
nych warunkéw brzegowych. Uwzgledniajac nastepnie réwnania konstytutywne
oraz réwnania (2.1), po formalnych przeksztalceniach i wykorzystaniu lemmatu
du Bois-Reymonda dochodzimy do nastepujacych, przemieszczeniowych réwnai
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réwnowagi w obszarze II':

)
1
K930 + (At W)tgap + Moo+ 57 [ Xades =0,
“h

h2
p—s-vge — (A4 2pn)e ~ Augg =0, (2.2)

oraz kinetycznych warunkdéw brzegowych na 0IT:

h
1
I‘("a,ﬂ # uﬁ.a)nﬁ + ’\uﬁ,ﬁ.nu + deny = 'ﬁ / g, dz3,
~h

A

3 .

Heala = opg / g3z3dzs, (23)
~h

gdzie n, sa skladowymi wektora normalnego do 81T x L [1],[3].
Do réwnai (2.3) nalezy dolaczyé geometryczne warunki brzegowe.

3. Pasmo tarczowe o éredniej grubofei obcigzone réwnomiernie

A
XpaX

Rys. 2.

Réwnania (2.2) i (2.3) zastosowano do rozwiazania pasma tarczowego (rys.2) o
szerokosci 2b i grubosci 2k, rozciagajacego sie nieograniczenie w kierunku dodatnim
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i ujemnym osi z3. Przyjeto obciaZenie zewnetrzne stale, rOéwnomiernie rozlozone
na gruboéci tarczy, o jednej niezerowej skladowej: .

¢ = ¢ = const,

przylbéone w plaszczyznach z; = 0 lub z; = 2b.
Zalozomo dalej, Ze takie sily masowe sg stale i posiadaja jedna niezerowa skladowa:
X1 = X = const.

Przy takich zaloieniach przemieszczenia, odksztalcenmia i naprezenia sa nie-
zaleine od zmiennej z3.

Oznaczajac 71 = z oraz Q%g—)- = f(z), Q%)—;gﬂ = f"(z), uklad réwnai
(2.2) redukuje sie do ukladu réwnas rézniczkowych zwyczajnych:

(M4 2008 +2¢' - X =0,
“g=01 (3.1)

[l%’—()+2ﬂ)€-— Auy =0,

z kinetycznymi warunkami brzegowymi:
(A + 2“‘)""1 + Ae= -4,

— | @

g = 0, :

dla z = 0 lub z = 2b. !
Rozwiazaniem ukladu réwnai (3.1) s funkcje:

Cwm = cl—noqz—zl—gcasinhkz-n—;;thkz—%K,OX'::’,

u2 = Dy+ Dy, (3-3)
€ = ‘e3+ c3coshkx + e4sinhkz — Xz,

ia ¥ = A
gdzie X - mx .

Z warunku symetrii i (3.3); wynika, ze Dy = Dy = 0, a wiec i u3 = 0. Skiadowe
tensora naprezenia okreflamy ze wzordw:

on = (A+ 2p)u’1 + Ag, o13 = pe'zs,
o = My +¢), o3 = o2 = 0. (3.4)
o33 = Ay +(A+2p),
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Pomijajac dla uproszezenia wplyw sil masowych (tzn. przyjmujac X = 0),
uzyskane rozwiazanie (3.3) posluzy¢ moze do oceny konsekwencji czesto stoso-
wanej zamiany geometrycznych warunkéw brzegowych na kinetyczne. Jesh na
plaszezyznach z = 0 i 7 = 2b wystapia wylacznie kinetyczne warunki brzegowe
(3.2), na podstawie zaleznosci (3.3) i (3.4) otrzymamy rozwiazanie klasyczne, czyli
o1 = —q, @2 = —vq [5], 2 pozostale skladowe tensora naprezenia beda réwne
zeru. '

.Natomiast przyjmnjac, Ze tarcza (rys.2) jest utwierdzona w plaszczyZnie z = 0,

3
0.2236J
0.20
613
xa-h
I
00
2 N 2
T T T T u 7~ T S e LI ~ v -
Of o1 a2 03 o« 05 Q6 O7 08 .08 10 Q1 02 O3 04 Q5 06 Q7 08 0S 10
Rys. 3.

" co pociaga za soba geometryczne warunki brzegowe:'
tyy=up=£=0 dla 2=0,

a na plaszczyinie z = 2b wystapia kinetyczne warunki brzegowe w postaci (3-2),
otrzymamy nastepujace wartoéci skladowych tensora naprezenia:

on. = —4¢
oz = opn =0,
it i A coshk(2b— z) |
el 2(A+#)[ Y XT2  coemakd |o, (3:5)
1 A sinhk(26-z)y
ol [4(A+p) sinh 2kb Jakas,

_ A coshk(2b - z)1
= T[A+2p o3|
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Whprowadzajac we wzorach (3.5) wspélrzedna bezwymiarowa £ = 215,. £ e<

0,1 >.i wyodrebniajac parametr m = %, mozna przeanalizowad rozklad naprezefi
022, 013 i 033 na szerokosci tarczy w zaleinosci od m i okresli¢ zasieg strefy za-
burzei wywolanej utwierdzeniem tarczy. dla materialu o wspélczynniku Poissona
v= % rozklad naprezed 027 i 033 (dla z3 = h) przedstawia rysunek 3.

4. Pasmo tarczowe obcigZzone periodycznie

Xy

-

Q(Xz
Hieielor zﬂ’f"‘"’\ Tirarel
A KK X K £1¥ “dyryserey

|
h |
2| !

|

— n 5 *?‘91 TFITT 1T

qlxy) . 1

o : |
a | a t a a

™ T e

Rys. 4.

Pasmo tarczowe grubodci 2h jest ograniczone brzegami z; = +b i ciagnie sie w
nieskoriczonoé¢ w kierunku tz; (rys.4). Obciazenie jest normalne do brzegéw z, =
+b, symetryczne wzgledem zo = 0 i ma okres L = 22. W granicach kazdego okresu
obciaZenie ¢ na brzegu gérnym i ¢ na brzegu dolnym wzajemnie si¢ réwnowaza,.
Obciazenie przedstawiamy w postaci szeregéw Furiera:

1 &
z2) = Zdo+ Z @ COB O T3,
1
o(z2) = 39 +Zamcosamrz, (a.1)
m=1
; om = =, m=1,23,..

Oznaczajac dodatkowo:

T A
= 2 2 T M

otrzymamy rozwiazanie réwnai (2.2), z pominieciem sil masowych, w nastepujacej
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‘uy =

Uy =

E =

+
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o0 - -
dkozy — Z [((—;-Bm.+ F,)sinha,z, + (;iAm + Ep)cosha,z1+

1
KApmz18inh oz — KBz cosh a,, 71 + m(amAm cosh o, 71 +

@, By, sinhay,zy + 3,Cp cosh 8,21 + 8, Dy sinh B, 24 )] €o8Q, T,

o0
Z [Em sinh a,, 21 + F,, cosh a2y — KB,z sinh 21+ (4.2)

‘m=1

KAm2z1cosh anz + %(Am sinh a1 + Bm cosh ez +
Crm sinh S 2y + D,y cosh ﬂmzl)] sin ay, T2,

o0
d+ Y (Amsinh anzy + By cosh o zy + Cp sinh Bmzy +

m=1
D,, cosh 3,21 ) cos ap, z2.

Stale A, Bmy, Cmy Dm; Em, Fn wyznaczono z warunkéw brzegowych
" na plaszezyznach =, = £5, czyli:

€l = 0,
wy2+u1 = 0 dla z; = +b,
(A +2u)up+Auga+ A = —¢  dla 23 = +b,

A+ 2p)uin+ Auga+Ae = —q dla zy = -b.

Wartoéci tych stalych sa nastgpujace:

gdzie:
1
Sm

F, = -—~—1—-(no~2na,.,.bcothamb)Bm,
20,m -

E‘m - _i.é_m.(no - 2namb:ta.nh me)Am’

. Q. sinh a,b
~ _%msmhand 4.3
._D'“ B sinh 8,07’ (4.3)
Cc. = _a;m_coshamb
"o ﬂm OOShﬂmb !
: :
B, = i“(am'l’am)Rm,
% .
An = ﬂ(am—a‘m)sﬂh
r  (sinh 2ab — 2 b)—2°‘3""cosha b(tanh a b'—-g&t&nhﬂ'b)
cosh a,,.b 1 fj'm QA Kok2 m! m ﬂ'rir m?),
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2

Elm— = = h (smh 2amb + 2a,b) — —2‘%—2— sinh amb(coth anb— -E— coth 8, b).

Znajac wartoéci przemieszczen, korzystajac z r6wna.1i konstytatywnych i réwnani
Cauchy’ego, latwo mozna juz obliczy¢ skladowe tensora naprezenia ze wzoréw:

oy = (A+2ﬂ)u‘11+AuzJ_+A£,

on = (A+2u)uzz+Adug + 2,

o3 = Mua+u2)+(A+ 2, (44)
o1z = plumz+u21),

O13 = MPET3, O3 = JET3.

Dla przykladu:

055 = = 3" [(Gm + am )R €08 fuZ1 + (Brm — ) S ik frn21] €08 G 73

m=1

5. Tarcza piericieniowa o sredniej grubosci

Réwnania pseudoplaski:ego stanu réwnowagi wewnetrznej (2.2), zapisane w
prostokatnym kartezjafiskim ukladzie wspélrzednych, przetransformowano ma
uklad wspétrzednych walcowych r,6,z. Réwnania wiezéw geometryczaych przed-
stawiono w postaci nastepujacej:

w = ‘N.r(f, 6)7 :
we ug(r,0), (5.1)
w, = ¢&(r,6)z. h

Postepujac identycznie jak opisano w punkciell, oznaczajac dodatkowo-po-
chodne czastkowe wzgledem r i 6:
3f of
f b 96 - f A

oy, B P,

o2~ ez I g ~ AP
wyprowadzono réwnania réwnowagi tarczy piericieniowej o grubofci 2h we
wspélrzednych walcowych:

1 1 1 ) 1
(A +2p)(ury + ;ur),l tpgun+(A+ Il);ue,n -(A+ 3#)31‘9,2 +Aey =0,
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1 1 | 1
A+ p)-uraz+ A+ 3u) v+ (A + 28) Fu0.0: + wues + ue)at
1
+ A;E'z = 0, (5.2)

1 1 h? 1 1 - '
=A(ury + ;ﬂr) - /\;‘ﬂe,z + ;1.—3—(5,11 + FEm + ;6,1) ~ (A4 2pn)e =0,

z kinetycznymi warunkami brzegowymi na 811 x L:

1 1 1
[(A + 2#)"'!‘.1 + A;“"r +A;u9'2]nr = E / 9rdz,

1 1 1 ;
H(Strz + e — SueIRr = o / godz, (5-3)

3
KEATy = 703 /QdeZ-
~h

Réwnania (52) i (5.3) zastosowano do rozwiazania tarczy piericieniowej
obciazonej na @I x L obciazeniem symetrycznym wzgledem osi 2. W tym
przypadku skladowe wektora przemieszczénia sa niezaleine od zmiennej 6;
rozwiazaniem réwnania (5.2); jest ug = 0, a caly uklad réwnad (5.2) redukuje
sie do ukladu réwnas rézniczkowych zwyczajnych. Oznaczajoc u, = u, r =z
otrzymamy nastepujace réwnania réwnowagi tarczy piericieniowej obma,zonej sy-
metrycznie osiowo:

[0+ 20)(wa + 29) + dela = 0,

1 : .
en + —€1- Be = 0, (5.4)

oraz kinetyczne warunki brzegowe na @I x L:

i h
S 1 ; 1 5
0+ 200+ Az + delnz = o { gz,

h ;
2
peans = o [ guuds, (535)
“k :

gdzie n; jest sktadows wektora normalnego do 417 x L.
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Rozwigzaniem ukladu réwnai (5.4) s3 funkcje:

U
£

gdzie Ly, &,

KOa

1 | ‘ 1
;,;E["clll(lfz) + eaK(ke)] - Shocsz + s,
c1lo(kz) + e2Ko(kz) + ca, (5.6)

K, sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela (argumentu

rzeczywistego) rodzaju pierwszego i drugiego.
Po wyznaczeniu stalych ¢, ¢z, €3, ¢ z réwnan (5 6), do ktérych nalezy
dolaczyé geometryczne warunki brzegowe, obliczamy skladowe tensora naprezenia

z relacji:
Ory
» 766
Oz
v
Orz

r 1
2”{5'.0):

2{ ZlerTolke) + eaolka)] -

- 1
z[clIl(kI) o CzKl(kz)] — KC3 —q;},

Z{C111(Ikz)+
1 A
—c3 Ky(kz)] — Ke3 + C4§},

0 e Io(kz) + caKo(kz)], (5.7)

gg: = 0, .
plerfi(kz) — caKq(kz))kz.

1
2p

Rozwiazanie ogélne (5.6) posluzylo do analizy stanu przemieszczenia i
naprezenia w tarczy pierscieniowej, przy uwzglednieniu geometrycznycch warun-

kéw brzegowych.

5.1. Tarcza pierdcieniowa fciskana osiowo — symetrycznie, utwierdzona ma
brzegu z = a (rys. 5) .

Rys. 5.

Uwzgledniajac warunki brzegowe wg rys.5:

kb[clIl(kb) — e3Ky (k)] — meg — = = -L

B2 2
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e1l1(kb) — c2K1(kb) = 0, (5.8)
tlr=a = 0, ‘
Elz=a = 0.
Oznaczajac dodatkowo:

aa?
2u

W = I]_(ka)Kl(kb) - Il(kb)Kl(ka) - kKos[Io(ka)K]_(kb) + I]_(kb)Ko(ka)],

b 1
a=;, 8=a(§—ng+rea2), g=gq Kok,

otrzymamy wyraZenia na stale calkowania:

_K;(kb)
a = I—%
c2 = qIII(:;b)a
e _qu(ka)Kl(kb) ;’ Il(kb)Ko(ka), (5:9)
_a %[Il(ka)Kl(kb) == Il(kb)Kl(ka)] - %K.o[Io(ka)Kl(kb) + I](kb)Ko(ka)]ka
€4 = qk W - .

Korzystanie z wzoréw (5.9), z uwagi na wystepowanie funkcji Bessela, nastrecza
pewne trudnosci. Mozna jednak w niektérych przypadkech zastapi¢ funkcje Bes-
sela ich rozwinieciami asymptotycznymi:

25 - I ke
IO(kz) - Il(kz) . 27rk1: e b
Ko(kz) = Ki(kz) = ,/%e-’“. (5.10)

Przyjmuje sie, ze korzystanie z wzoréw (5.10) jest uzasadnione przy warto-
ci agumentu funkeji Bessela wigkszym od 10, latwo mozna obliczyé przy jakiej
wartosci %, dla danego materialu, mozna stosowaé rozwiniecia asymptotyczne:

o

61—v

ka = > 10,

>0

a 1-v -
E>10 6

Na przyklad: przy v =0, powinno by¢é 7“; > 4.1, aprzy v =05 % > 29,
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Kombinacje funkcji Bessela wystepujace w (5.9), przy nwzgledmenm (5:10)
dadza, s:q przedsta.wxc naste;pu_)a,co

Io(ka)Ky(kb) + I(kb)Ko(ka) = k\}a_; cosh k(b — a),

h(ka)Ky(kY) - B(K0)Ko(ka) = - \}a_b ECY G R L

Wart podkreSlenia jest takze fakt, ze w przypadku wylacznie kinetycznych
warunkéw brzegowych, np. obciaZenia g, na brzegu z = a i obciazenia ¢, na
brzegu z = b otrzymujemy C; = C; = 0, a uzyskane na podstawie (5.7) relacje na
naprezenia o,, i Ggg (pozostale skladowe sa réwne zeru) pokrywaja si¢ ze znanymi
wzorami Lame’go (2], [4].

»

5.2. Tarcza pierfcieniowa cbciazona obcu;zemem stycznym, utwierdzona na
brzegn z = a (rys. 6) :

-pz }2 /_r.r__ . Qzpz |
o 7.
X 1 E ks X ‘
A f | NG
Lo |
1
1

Rys. 6.

Uwzgledniajac warunki brzegowe dla tarczy na rysunku 6:

le i (k) - 1K (k)] ~ mes — 5 = 0,

»
ﬂklclfl(kb) - QK;(kb)] =5 (5.12)
= = 0,
El'z=u =0,

otrzymamy nastepujace wyrazenia na stale calkowania:

o = P aK;(kb) — K1(ka) — krosKo(ka)
ok w ’

ya aly(kb) — Li(ka) + kKosIo(ka)

yk w
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ya 7c_ - a[Io(ka)Kl(kb) + Il(kb)Ko(ka)]

3 = ﬂ,k W (5.13)
P ea %[Il(ka)Kl(kb,) — Ii(kb)K1(ka))
4= R =t W +
——Knan.[lo(ka)Kl (kb) + Il (kb)Ko(lCa)] - Ka
W }

Do obliczenia wartosci tych stalych, przy cdpowiednich %, mozna stosowaé
rozwiniecia asymptotyczne funkcji Bessela (5.10).

8. Uwagi koiicowe

Przedstawione w paracy rozwiazania pewnych zagadnien z zakresu statyki
tarcz sprezystych o dredniej grubosci, stanowié¢ moga pods‘awe do dalszej analizy
i rozwiazania szeregu istotnych zagadnien inzynierskich. Barrdzo latwo mozina
np. uwzgledni¢ podatnos¢ podpdr. Istotnym zagadnieniem jest takze zagadnie-
nie tarczy prrostokatnej. Przyjmujac, ze funkcje u, we wzorach (2.1) posiadaja
potencjal, tzn., ze:

Ua = ¢.cn

otrzymamy z relacji (2.2), przy pominigciu sit masowych, nastepujace przemie-
szczeniowe réwnania réwnowagi tarczy w obszarze II':

(Vid + e)a-O

Vie -kl =, (6.1)

gdzie ¢ jest pewnga stala.

Uklad réwnaii (6.1), przy mieszanych warunkach brzegowych, mozna rozwiaza¢
z wykorzystaniem metod numerycznych.

Przytoczone w pracy rozwiazania pewnych przykladéw z zakresu teorii tarcz,
uwzgledniaja takze geometryczne warunki brzegowe. Uzyskane wyniki mozna po-
réwnaé z rozwiazaniami klasycznej teorii tarcz, uwzgledniajacymi tylko kinetyczne
warunki brzegowe (z czesto stosowana zamiana warunkéw geometrycznych na kine-
tyczne). Wystepowanie parametru k (grubosé¢ tarczy) umozliwia, po przetestowa-’
niu odpowiednio szerokiej klasy zagadniesi, ustalenie $cislego kryterium podzialu
na tarcze "cienkie” i tarcze o $redniej grubodci.
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Summary

The paper introduced a new approach to certain problems of the theory of elastic
plates in pseudoplane state of stress. The pseudoplane state of stress has been adopted to
describe the behaviour of the middle thickness plates taking into account that the classical
plane state of stress is the asymptotic case of the state considered throughout the paper.

The proposed approach is illustrated by a number of sclutions to special problems.

Pesrome

B pafoTe mpescTaBieHsl HEKOTOPLIE NPONJICIREHAS MOLXOAA K BOIPOCAM TeOpHH
YUPYTHEX MIACTHEOK, B KOTODHIX CYUIECTBYET ICEB[OIIOCKOe HANPSXKEHHOE COCTORI-
aEge. [Ing paccMOTpeRHd NNACTHHOK CPefHAeH TOMUMHL! GEUIA OPAHATA MOJIENS mCe-
BJOIJIOCKOT'0 COCTOSHAA HANDSXKEHHAS, AJA KOTOPOro KIACCHYECKOe COCTOSHNE HA-
OpaXXeHHEd SBIdeTcS ACHMOTOTHYECKHEM ciayyaeM. IlpencTanneno mpopnoxenmé M-
OCTPHPOBAHO HECKOJLKAME IpPAMEPAME DellleHAS HEKOTOPHIX DpobireM. .
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