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Politechnika Wroclawska

W pracy wyznaczono obszary statecznosci preta wspornikowego pod-
danego dzialaniu niezaleznych obciazen potencjalnych i niepoten-
cjalnych. Podano sposoby konstruowania obszaréw statecznosci, a
takze ustosunkowano sie do wplywu na ich ksztalt dwuparametrowego

podloza sprezystego.

.1. Wprowadzenie

Problematyka statecznosci nkladéw niekonserwatywnych jako jeden z pierw-
szych zajal sie w latach dwudziestych E.L.Nikolai, a nastepnie - w latach
piecdziesiatych — H.Ziegler. Istotnym wydarzeniem w rozwoju badan nad statecz-
noscia ukladéw niekonserwatywnych bylo opublikowanie przez Bolotina [3] mono-
grafii dotyczace) zagadnien statecznoéci niekonserwatywnych ukladéw sprezystych,
ktorej obszerna cze$¢ poéwiecona zostala analizie ukladéw pretowych zginanych
jak i skrecanych. Analiza wplywu sily tnacej i bezwladnosci obrotu na war-
toé¢ obcigzenia krytycznego w ukladach pretowych zajal sie Nemat-Nasser [10],
ktéry miedzy innymi badal wplyw wspomnianych efektéw dla wspornikowego preta
(z materialu Kelvina) obciaZzonego na swobodnym koricu silg $ledzacg (kolumna
Becka). Stwierdzil on, Zze wraz ze zmniejszaniem sie smuklosci efekt Scinania i
bezwladnoéci obrotu staje sie bardziej znaczacy. Kounadis i Katsikadelis [7] ba-
dali efekt $cinania i bezwladnoséci obrotu dla kolumny Becka z réznymi charak-
terystykami podparcia (podparcie sprezyste wraz ze skupiona masa w miejscu
zamocowania). Autorzy ci — wykorzystujac podany przez Cowpera [5] sposéb
wyznaczania wspolczynnika Scinania Timoshenki — migedzy innymi pokazali, ze re-
dukcja obciazenia krytycznego powodujacego flatter preta o smuklodci S = 60 jest
rzedu 10% (dla preta krepego) i 30% (dla preta cienkosciennego). Sundararamaiah
i Venkateswara Rao [14] badali — wykorzystujac-metode elementéw skoriczonych
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— efekt scinania i bezwladnoéci obrotu dla kolumny Becka jak i preta wsporniko-
wego obciazonego réwnomiernie roz}ozonym obciazeniem §ledzacym (kolumna Lei-
pholza). Stwierdzili oni, ze dla ma.}ych smukloéci obnizenie ‘obciazenia krytycznego
badanych pretéw spowodowane wspomnianymi efektami jest znaczace. Analiza
wplywu podloza sprezystego na stateczno$¢ ukladéw niekonserwatywnych zajal
sie¢ Smith i Herrmann [11]. Badajac kolumne Becka stwierdzili oni, ze dwustronne
podloze spreiyste typu Winklera nie zmienia krytycznego obciazenia typu flat-
ter, a jedynie podnosi wartodci czestoéci drgai preta. Sundararajan [13] uogdinil
wyniki pracy [11] formulujac twierdzenie: "obciaZenie krytyczne nietlumionych,
liniowosprezystych kolumn poddanych stacjonarnym silom (zachowawczym lub
niezachowawczym) nie zmniejsza si¢ po przylozeniu podloza sprezystego typu Win-
klera majacego modul sprezystoéci rozloZony geometrycznie podobnie do rozkladu
masy kolumny”. Ten sam autor wraz z Venkateswara Rao [15] badal metoda
elementéw skoriczonych efekt écinania i bezwladnosci obrotu dla krétkich kolumn
Becka i Leipholza spoczywajacych na podlozu sprezystym Winklera. W pracy wy-
kazano, ze obcigzenie krytyczne tych kolumn roénie wraz ze wzrostem smuklosci, a
dla smukloéci ustalonej maleje wraz ze wzrostem stalej charakteryzujacej podloze.
Uwzgledniajac stabilizujace tlumienie lepkie w analizie stateczno$ci kolumny Becka X
na podlozu sprezystym Winklera Wahed [16] wykazal, ze podloie to zwieksza
dzialanie tego typu tlumienia. Anderson [1] badal prety o réznych sposobach pod-
parcia spoczywajace na podlozu typu Wieghardta i poddane dzialaniu fledzacych
obciazeri rozlozonych. Celep [4] ~nalizowal — metoda Galerkina - statecznosc
waskich, prostokatnych belek wspornikowych poddanych dzialaniu zginajacych,
réwnomiernie rozlozonych obciazefi pionowych i Sledzacych. ‘W pracy tej zalozono,
ze analizowane belki spoczywaja na podlozu typu Winklera o reakcjach proporcjo-
nalnych do ich ugiecia i obrotu; pokazano, ze w zal2znosci od stalych opisujacych
‘podloze, obciazenie krytyczne preta moze ulec zwigkszeniu lub zmniejszeniu. Su-
giyama i Kawagoe [12] metoda réznic skoficzonych badali drgania i statecznos¢
sprezystych kolumn o réznych warunkach brzegowych, ktére poddane byly réw-
nomiernie rozlozonym silom §ledzacym. Obszerny przeglad literatury w zakresie
analizy statecznosci kolumn obcigzanych silami $ledzacymi wraz z synteza tego
tematu mozna znaleZ¢ w pracy Bogacza i Janiszewskiego [2]. Jak wykazal Zycz-
kowski [19,20] obciazenie krytyczne preta wspornikowego pod dziataniem sily usta-
lonej materialnie moze by¢ - w zaleznosci od wartoéci parametru éledzenia — wie-
lokrotnie wieksze od krytycznego obciazenia ustalonego przestrzennie (obciazenie
potencjalne). Tak wiec, poddajac pret jednoczesnemu dzialaniu obciaZenia po-
tencjalnego i niepotencjalnego mozna uzyskaé — z uwagi na utrate statecznosci —
znacznie wiekszy poziom krytycznego obciaZenia potencjalnego.

W pracy zajeto si¢ analiza statecznoéci preta wspornikowego spoczywajacego
na dwuparametrowym podlozu sprezystym, ktére jest charakteryzowane stalymi r
i k. Jest to podloze inne od tego, ktére analizowal Celep [4]. ZaloZono, ze reakcja
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R(z) ﬁodldia. opisana jest réwnaniem:
R(z) = kw(z) — 2rw"(z), (1.1)

gdzie w(z) jest przemieszczeniem punktu preta, ktérego polozenie opisuje zmienna
niezalezna z (rys.l). Przyjety model podloza jest tak zwanym modelem
"ciegnowym” i nalezy do najczeéciej stosowanych modeli dwuparametrowych [8].
Pozwala on — w przeciwielistwie do modelu Winklera (k # 0,r = 0), ktéry
sprowadza oddzialywanie podloza do reakcji szeregu samodzielnych- sprezyn — na
aproksymacje zachowania ciagloéci odksztalcer dzigki wprowadzeniu dodatkowego
skladnika proporcjonalnego do drugiej pochodnej ugieé. Skladnik ten — jak pisza
Wiasow i Leontiew [17] — uwzglednia wplyw naprezen stycznych powstajacych w
podlozu sprezystym. '

Celem pracy jest:

— wyznaczenie obszaréw statecznoéci preta wspornikowego poddanego
dzialaniu statycznego obciazenia ustalonego przestrzennie i materialnie dla réznych
parametréw Sledzenia i stalych charakteryzujacych podloze sprezyste,

— podanie  sposobéw konstruowania obszaréw statecznosci w przestrzeni
obciazeri potencjalnych i niepotencjalnych,

— okreslenie granic stosowalnosci statycznego kryterium statecznosci w funkeji
parametréw podloza r i k (wyznaczenie gra.mcznych parametréw $ledzenia) dla’
plerwotnych i wtérnych obciazer krytycznych.

2. Sformulowanie problemu

W rozwazaniach przyjeto dynamiczne kryterium utraty statecznosci [3,19,20],
-ktére pozwala ugzyskal rozwiazanie w przypadku utraty ‘statecznodci przez
bifurkacje jak i przez flatter. R6wnanie drgan poprzecznych belki Timoshenki zna-
lezé mozna miedzy innymi w pracach [7,18]; nizej réwnanie to uogélnia sie na przy-
padek belki spoczywajacej na podlozu sprezystym o reakcji opisanej relacja (1.1).
Pomijajac tlumienie i formulujac problem jako geometrycznie i fizycznie liniowy,
réwnanie falowe drgan poprzecznych krepego preta otrzymaé mozna rozpatrujgc
warunki réwnowagi wycietego elementn (rys.1). Kat jaki tworzy odksztalcona
of belki z osia z sklada sie z kata 1(z,t)(t jest czasem) odpowiadajacego od-
ksztalceniu wynikajacemu z czystego zginania momentem M(z,1) i z kata v(z,1),
ktéry wynika z odksztalcenia postaciowego spowodowanego scinaniem silg T'(z, 1)
[6]. Zwiazek miedzy przemieszczeniem poprzecznym preta w(z,t) a La,tem zawar-
~ tym miedzy nieodksztalcona i odksztalcona jego osia podluina ma postaé:

ow(z,t)

o = Ve 1) +4(z,1). (2.1)
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Rys. 1. Schemat preta

Jak wiadomo [6] zwiazki miedzy katem +(z,t) a silg tnaca oraz miedzy katem
¥(z,t) @ momentem zginajacym sa opisane réwnaniami:

Aoty =nled, (2.2)
3(z,t) __M(z,1)
dz EI ° (23)

gdzie n jest wspolczynmklem zaleznym od ksztaltu poprzecznego preta [6], przez G
oznaczono modul odksztatcalnoéei postaciowej Kirchoffa, E jest modulem Younga,
A jest polem przekroju poprzecznego preta, a I jego momentem bezwladno$ci.
Uwzgledniajac, ze:
(=, t) _ 0%w(z,t)
9 dz, dB = _deI

warunki réwnowagi momentéw wzgledem $rodka elementu dz i réwnanie réwno-
wagi rzutéw wszystkich sil na os prostopadla do osi z przyjma odpowiednio postad:

6M(a:,t) 62¢(x t) 8w(z t)

dMpg = —pl ——=—+

T{z.t) = e 522 -Q (2.4)
oT(z,t) *w(z,t) a? w(z,t)
B =M + kw(z,t) — 2r — Bz (2.5)

W réwnaniach tych przez p oznaczono ggstos$¢ materialu belki, m jest masa
jednostki dlugoéci preta (m = -pA), a Q calkowita sila osiowa (@ = P + N).
Po uwzglednieniu réwnan (2.1), (2.2) i (2.3) w réwnaniu (2.4) i zrézniczkowaniu
otrzymanej réwnosci oraz podstawieniu do (2.5) otrzymamy falowe réwnanie drgan
poprzecznych belki: -

2nr. J*w(z,t) ,Elnm 2rnp] dw  mnpl dlw
EI(1
Ut Zg) g T @ Ty 28t2+ GA o
nkEI Pw  knpl

+Q - 9)a2+( +m)-‘-9?é—+kw=0. (2.6)
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Jest to uogdlnione réwnanie falowe drgan poprzecznych belki Timoshenki
spoczywajacej na dwuparametrowym podlozu sprezystym. Poszukujac rozwia-
zania réwnania (2.6) w postaci [3]:

w(z,t) = W(z)e'?, : (2.7)

i wprowadzajac bezwymiarowy parametr § = § (1 jest dlugoscia preta) otrzymu-
jemy jednorodne réwnanie rézniczkowe:

W (€) + BW"(€) + w*W(£) = 0, (2.8)
gdzie:
EInm 2rpI EInk
= 2? I - -2
' I4 man Ican
? = - 2 - k|. .
EIQ + 2% [ CGa Yot ] (2:9)
Warunki brzegowe preta wspornikowego (rys.1) maja postac:
£ = 0 :W(O)W=wW(0)*=0, (2.10)
€ = 1:W'Q)l=0, W"Q)+[P+(1—-nNaW'(l) =0,
‘gdzie a = gy

Z uwagi na realizacje gléwnego celu pracy jakim jest wyznaczenie obszaréw
statecznosci-preta w dwuparametrowej przestrzeni obcigzen P i N, warunki brze-
gowe (2.10) zapisano wykorzystujac parametry P, N i 7, chociaz - w tym zadaniu
— 83 tylko dwa parametry niezalezne. Parametrami tymi sa: sila @Q i jej parametr
fledzenia 7. Wykorzystujac parametry niezalezne warunki brzegowe dla analizo-
wanego preta zaplsa.c mozna jako:

3 0: W(0)2 = W'(0)2 = 0, | (2.11)
€ = LW/l =0, W"1)+Q(1-HaW'(1) =0,

th

gdzie: Q=P+ N, a 7= npiy.

Uwiglqdnienie warunkéw brzegowych (2.10) w réwnaniu charakterystycznym
réwnania (2.8) prowadzi do ukladu czterech jednorodnych réwnai algebraicznych
na stale calkowania [3,19,20]. Warunek nietrywialnego rozwiazania tego ukladu
— w postaci relacji wyrazajacej zerowanie sie wyznacznika — daje rownanie, ktére
pozwala $ledzié wartoSci czestoéci drgan wlasnych preta w zaleznosci od pozio-
méw obcigzen charakteryzowanych niezaleznymi parametrami oraz parametru 7 i
stalych podloza sprezystego. W przypadku zerowania si¢ czestosci drgan wlasnych
w mamy do czynienia z utrata statecznoéci przez bifurkacje, a gdy dwie z tych
czestosci zréwnaja sie, to pret traci statecznos¢ przez flatter [3,19,20).
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3. Wyniki testé6w numerycznych

Otrzymana w punkcie poprzednim relacja pozwala na wyznaczanie obszaréw
statecznosci w przestrzeni obciazedi - potencjalnego (P) i niepotencjalnego (N) -
charakteryzowanych niezaleznymi parametrami. Przeprowadzona — miedzy innymi
— w pracach [14,15] analiza wplywu bezwladnosci obrotu i odksztalcalnosci posta-
ciowej na wartosci obciazer krytycznych wykazala, ze wplyw tych efektéw szybko
maleje wraz ze wzrostem smukloéci i w pretach krepych jest znacznie mniejszy niz
w pretach cienkoéciennych [7]. Tak wiec dla realnie spotykanych smukloéci krepych
pretéw, ktérych drgania opisa¢ mozna réwnaniem (2.6), nie popelnia sie istotnego
bledu prowadzac analize tak jak dla modelu belki Fulera. Blad ten dla pretéw o
smuklosci S > 50 nie przekracza kilku procent. ’

Na rys. 2 - 6! przedstawiono przykltadowe ohszary statecznoéci preta; linia
ciagla cgznaczono granice obszaréw wyznaczone przez krytyczne obciazenie bifur-
kacyjne, linia przerywana wyznacza wartosci obciazen, przy ktérych pret traci
statecznoéé przez flatter. Celem uniezaleznienia si¢ od konkretnych stalych
charakteryzujacych podloze sprezyste przyjeto, ze stale te dla podioza Winklera
(k # 0,7 = 0) moga zwiekszalé pierwsza czestos¢ drgaii wlasnych preta s%, a dla
podloza o stalej k = 0 zmniejszaé te czestodé o z%. Obszary statecznosci wyzna-
czono znajdujac wartosci krytycznych obciazen potencjalnych P dla ustalonych
wartoéci poziomu obciazenia niepotencjalnego N i danego parametru $ledzenia
n. Okazuje sie, e tak wyznaczone obszary statecznosci mozna otrzymac na dro-
dze prostej, nie tak zmudnej analizy numerycznej. Podstawe w tym przypadku
stanowia wykresy zaleznosci wartosci obciazen krytycznych preta w funkeji war-
toéci parametru éledzenia (rys. 7,8,9). Jak pokazano w pracach [19,20] wykresy te
pozwalaja na okreslenie granic stosowalnodci kryterium statyczumego statecznoddi.
Na rys.7 przedstawiono przykladowe — dla stalych r = 0i k = 0 - poziomy wartodei
obciazen bifurkacyjnych (mozliwych do wyznaczenia przy zastosowaniu statycz-
nego kryterium statecznoéci) i obciazen, przy ktérych pret traci statecznoéé przez
flatter (moiliwych do wyznaczenia jedynie przy zastosowaniu dynamicznego kry-
terium statecznosci) w funkeji parametru §ledzenia [19,20]. Obszary statecznosci w
przestrzeni sil P i N otrzymaé mozna przez prosta dekompozycje wektora F(ij)a
(rys.7) na kierunek obciazenia P i kierunek obciazenia niezachowawczego N wyzna- -
czony przez zadana z gory wartosé parametru 5 = 7°. Polozenie wektora F(7)a
Jest okreslone przez parametr f, ktéry przyjmuje wartoéci z zakresu 0 < 7 < 7°.
Na rys.7 pokazano przykladowo trzy proste, ktére prowadza do zasadniczo réznych
konfiguracji obszaréw statecznosei. Jezeli parametr 7 opisujacy polozenie wektora
F(f)a nie przekracza wartosci § wyznaczonej przez prosta a - a to, jak widaé,

‘mamy do czynienia jedynie z bifurkacyjnym charakterem utraty statecznosci, a
odpowiednikiem tej sytuacji jest na przyklad obszar statecznosci przedstawiony

'Rysunki na koricu pracy
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na rys.6 dla 7° = 0.5 (obszar ten wyznaczony jest dla stalych podloza réznych od
zera). Prosta ¢ — ¢ wyznacza takie wartosci parametru 7, dla ktérych ksztalt
obszaréw statecznodci przyjmuje postat¢ podana — miedzy innymi — przykladowo
narys.2i 3. W tym przypadku koniec wektora F(7})a przesuwa sig zgodnie z obie-
giem zaznaczonym strzatkami (rys.7), najpierw po wartoéciach obcigzer bifurkacyj-
nych (linia ciagla na wykresach obszaréw statecznosci), a péiniej — po osiagnieciu
punktu A — po krzywej mozliwej do wyznaczenia jedynie przy uzyciu kryterium dy-
namicznego, o wartosciach, przy ktérych pret traci statecznos¢ przez flatter (linia
przerywana na wykresach obszaréw statecznosci). Sytuacje posrednia otrzymu-
jemy dla prostej b— b ; przykladowy obszar statecznoéci ma postaé przedstawions,
na rys.4 dla ° = 0.5. Tak wigc, obszary statecznoci mozna w stosunkowo prosty
spos6b otrzymaé analizujac obszary stosowalnosci kryterium statycznego i dyna-
micznego. Dla preta Eulera nie spoczywajacego na podloiu sprezystym $cisty
matematyczny opis krzywych z rys.7 podano w pracy [19]; jak latwo sprawdzié ob-
szary statecznoéci otrzymane z podanych w [19] réwnan maja identyczny charak-
ter z obszarami prezentowanymi tutaj. W szczegélnosci rtéwnania te potwierdzaja
charakter otrzymanych, zmiennych wypukloéci obszaréw statecznosci. Na rys.8 i
9 przedstawiono — na tle prezentowanych w pracach [19,20] — wykresy zakreséw
stosowalnosci kryterium statycznego statecznosci dla pierwotnych i wtérnych war-
toéci obciazen krytycznych przy réznych wartoéciach stalych opisujacych podloze
sprezyste. Na rys.10 i 11 pokazano wartosci parametru §ledzenia — na granicy sto-
sowalnosci statycznego kryterium statecznoéci — w funkcji wartoéci stalych podloza
sprezystego; linia ciagla oznaczono wartosci parametru §ledzenia dla pierwotnych,
a linia przerywana dla wtérnych wartosci obciazenn krytycznych. Na rys.12.i 13
prezentowana jest zalezno$é czestoéci drgait wlasnych podczas flatteru w funkeji
parametru $ledzenia dla réznych stalych podloza sprezystego; wyzsze czestosci na
obu rysunkach odpowiadaja wtérnym wartoéciom obciazen krytycznych, dla kté-
rych pret traci stateczno$é przez flatter. Postaé wyboczenia preta $ciéle zwiazana
Jest z wartoSciami stalych opisujacych podloze sprezyste. Relacja, ktéra wigze
liczbe péHal przy wyboczeniu z parametrami podloza jest — dla badanego tu przy-
padku préta — rozwinieciem wyznacznika z macierzy wspolczynnikéw czterech jed-
norodnych réwnan algebraicznych. Z uwagi na to, ze — w zaleznosci od poziomu
obciazenia i stalych podloza — relacja ta zawiera iloczyny funkcji trygonometrycz-
nych lub trygonometrycznych i hiperbolicznych (3,19,20] jej postaé jest trudna w
§cislej analizie. Dla prostszych w analizie przypadkéw podparcia (pret obustronnie
podparty przegubowo oraz pret o jednym korficu swobodnym a drugim w niesko-
hczonosci) relacje takie pokazano w pracy [20]. Nageswara Rao i Venkateswara
Rao [9] analizowali numerycznie postacie wyboczenia dla preta wspornikowego na
podlozu Winklera przy wybranych parametrach sledzenia. Tutaj — na rys.14 i 15
- pokazano przykladowe, unormowane w granicach < —1;1 > postacie wybocze-
nia preta odpowiadajace pierwszemu, krytycznemu obciaZeniu preta dla réznych

t
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stalych podloza i dla rézinych parametréw sledzenia. Na rys.14a pokazano posta-
cie wyboczenia preta spoczywajacego na podlozu Winklera o réznych wartosciach
stalej £ w przypadku obciaZenia potencjalnego. Rys.14b przedstawia formy wy-
boczenia analogicznego preta obciazonego sila niepotencjalna. Rys.15a prezentuje
postacie wyboczenia dla preta na podlozu o stalej r # 0 (k = 0) obciaionego sila
potencjalna; rys.15b pokazuje formy wyboczenia preta spoczywajacego na dwupa-
rametrowym podlozu sprezystym dla réznych, krytycznych obciazen potencjalnych
i §ledzacych.

4. Podsumowanie °

W pracy wyznaczono obszary statecznosci preta wspornikowego spoczywajace-
go na dwuparametrowym podlozu sprezystym, ktérego reakcja proporcjonalna jest
do ugiecia i krzywizny preta. Jednoczesne obciazenie preta niezaleznymi sitami po-
tencjalnymi i niepotencjalnymi prowadzi¢ moze do wielokrotnego zwiekszenia jego
obciazenia krytycznego uzyskanego w przypadku dzialania jedynie sit ustalonych
przestrzennie (zadanie klasyczne). Wartoéé tego zwielokrotnienia jest funkcja pa-
rametru $ledzenia; dla > 0.75 dzialanie sil niepotencjalnych nie obniza poziomu
krytycznego obcigzenia bifurkacyjnego uzyskiwanego w zadaniu klasycznym. Gra-
nice obszaréw statecznosci przy obcigzeniu dwuparametrowym wyznaczone sa na
ogdl przez wartoéci krytycznych obciazen bifurkacyjnych, a po osiagnigciu lokal-.
nega badZ globalnego maksimum przez wartosci przy ktorych pret traci stateczno-
§¢ przez flatter. Wartosci lokalnych (globalnych) maksiméw obszaréw statecznosci
zmieniaja swoje polozenie w funkcji parametru §leczenia, lecz dla kazdego 5 leza
na tej samej prostej (rys.2). W zakresie bifurkacyjnych obciazer krytycznych ob-
szary statecznosci sg wypukle; wtedy, gdy granice obszaréw wyznaczane sa przez
obciazenia, ktérym towarzyszy flatter, obszary sa poczatkowo (dla n < 1) wypukle,
a dla > 1 wklesle.

Do prostego konstruowania obszaréw statecznos$ci w uktadzie osi P — N shluzy¢
moga wykresy stosowalnosci statycznego kryterium statecznosci (rys. 7,8 i 9) oraz
prosta dekompozycja sily o kierunku ustalonym parametrem Sledzenia 7 (rys.7).
Wartoéci granicznych parametréw §ledzenia — oddzielajace obszar w ktérym mozna
stosowaé kryterium statyczne statecznosci od obszaru w ktérym rozwiazanie jest
jedynie mozliwe przy uzyciu kryterium dynamicznego statecznosci — sa funkcjami
parametréw podloza sprezystego. Dla podloza Winklera (k # 0, 7 = 0) funkcje
opisujace zmiany parametru granicznego s3 monotonicznie malejace zaréwno dla
pierwotnych jak i wtérnych obszaréw statecznosci; w przypadku podloza dla kté-
rego tylko stala r jest rézna od zera, funkcje te sa monotonicznie rosnace. Tak w
jednym jak i drugim przypadku opisane funkcje maja rézne wypuklosci dla pier-
wotnych i wtérnych obciazer krytycznych (rys.12 i 13).
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Charakter zmian obszaréw stosowalnosci statycznego kryterium statecznosci
(rys.819) pod wplywem podloza sprezystego jest rézny dla pierwotnych i wtérnych
obciazen krytycznych.

Dla pierwotnych obciazen krytycznych czgstoéci drgan podczas flatteru sa funk-
cjami parametru §ledzenia i asymptotycznie rosna do wartoéci zaleznej od stalych
podloza sprezystego. W przypadku wtérnych obciazen krytycznych czestosci te
rosng osiagajac dla parametru 7 = 1 globalne maksimum, po czym asymptotycz-
nie maleja do wartosci, ktéra — jak wyzej — zalezna jest od stalych podloza. Formy
wyboczenia preta odpowiadajace pierwszym, bifurkacyjnym obcigzeniom krytycz-
nym s3a funkcjami stalych podloza i parametréw fledzenia obciazenia niepotencjal-
nego. Dla podloza Winklera liczba pélfal éci§le zwiazana jest 2 wartoéciami stalej
k i roénie wraz z jej wzrostem (rys.14). Podloze o stalej r # 0 (k = 0) - w
analizowanym zakresie — nie wplywa w istotny sposdéb na postaé wyboczenia preta
(rys.15a).

Literatura

1. ANDERSON G.L., The influence of a Wieghardt type elastic foundation on the sta-
bilily of some beams subjected to distributed tangential forces, J .Sound and Vib., 44,
1, 103-118, 1976

2. Bocacz R., JANISZEWSKI R., Zagadnienia analizy 1 syntezy kolumn obcigionych
sitami $ledzacymi ze wzgledu na statecznosé, Prace IPPT PAN 6/1986

3. BoLoTIN V.V., Nonconservalive problems in the theory of elastic siabilily, Perga-
mon Press, New York 1963

4. CELEP Z., Stability of a beam on elastic foundalion subjected io a nonconservative

load, J.Appl.Mech., 47, 116- 120, 1980

5. CowpeRr G.R., The shear coefficient in Timoshenko’s beam theory, J.Appl.Mech.,
33, 335-340, 1966

6. Drgania i fale, Praca pod redakcjs S.Kaliskiego, Warszawa PWN 1966

7. Kounapnis A.N., KATsikapELIS J.T., Shear and rotatory inertia effect on Beck’s
columns, J.Sound and Vib., 49, 2, 171-178, 1976

8. Lisowskl A., Obliczanie konsirukcyi na ciaglym podlozu spreiysiym, Warszawa
PWN, 1974 .

9. NAGESWARA Rao B., VENKATESWARA RAO G., Stability of a cantilever column
resling on an elastic foundation subjected lo a subtlangential follower force at its free
and, J.Sound and Vib., 125, 3, 570-577, 1988

10. NEMAT-NASSER S., Instability of a cantilever under a follower force according to
Timoshenko beam theory, J . Appl.Mech., 34, 484-485 1967

11. SmrtH T.E., HERRMANN G., Stabilily of a beam on an elastic foundation subjected
to a follower force, J.Appl.Mech., 39, 628-629, 1972



182

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

W.GLABISZ

SucryaMa Y., KawaGoE H., Vibration and stability of alastic columns under the
combined action of uniformly distributed vertical and tangentmlfarces, J.Sound and

Vib., 38, 3, 341-355, 1975

SUNDARARAJAN C., Stability of columns on elastic foundations subjected to conse-
rvative forces, J.Sound and Vib., 37, 1, 79-85, 1974

SUNDARARAMAIAH V., VENKATESVARA Rao G., Effect of shear deformation and
rotatory inertia on the stability of Beck’s and Leipholz’s columns, AIAA J., 18, 1,

124-125, 1980

SUNDARARAMAIAH V., \'/ENKATESVARA Rao G., Stability of short Beck and Lei-
pholz columns on elastic foundation, AIAA J., 21, 7, 1053-1054, 1983

WAHED L.F.A., The stability of a cantilever on elastic foundation under influence
of a follower force, J.Mech.Engng., 17, 219-222, 1975

Bnacos B.3., Jleoares H.H., Fanke = oGo:xoqxn Ha YIIPYTOM ocHoBanma, du-
SMATTHS3, Mocxsa, 1960

Bopait JI.M., 06 ycTORYHBOCTE CTEpKHS IpH HEKOHCepBaTHRHON Harpyske, Ha-
yuHnle 3anuckn MHcTUTYTa ManimBEOBeneHEna B ABToMaTRKH, 10, 1964

ZYCZKOWSKI M., Stability of elastic structures, Part III, ed. HH E.Leipholz,
Springer—Verlag, Wien - New York, 1978

ZY CZKOWSKI M., Wspdlczesne metody analizy statecznosci konstrukcji, Praca zbio-
rowa pod red. Z. Waszczyszyna, Ossolineum, Wroclaw, 1981

Summary

Stability regions for a cantilever bar under independent potential and non-potential
loading have been determined. The methods of construction of stability regions have been
considered as wellas the influence of a two-parameter elastic foundation on the stability
regions shape.

Pesrome

B pabore onpepenens o61acTE yCTORYHBOCTH KOHCONLHOTO CTEPIKAA, HOABEPTHY-
TOro JeACTBHIO He3aBHCHMBIX MOTEHNUANLHLIX H HENOTEHNWAILHBIX Harpyaok. [Ipea-
CTaBJIeHRl cHOCcOOL KOHCPYHpoRaHMSA ofnacTell ycTOWYHBOCTH, a TBKXKe IpPegycMo-
TpeHO BIRAHAE JBYyXIapaMeTpPOBOr0 YUPYTOro OCHOBAaHHA HA AX dopmy.

Praca wplyneta do Redakcyi dnia 8 lutego 1988 roku
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Rys. 14. Formy wyboczenia preta spoczywajacego na podlozu Winklera

Rys. 15. Formy wyboczenia preta spoczywajacego na jedno i dwuparametrowym
podlozu sprezystym



