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1. Wstep

Uogdlniona termosprezystosé z jednym czasem relaksacji zostala wprowadzona
do literatury technicznej miedzy innymi w celu eliminacji nieskoriczonej predkosci
propagacji termosprezystych zaburzen opisanych przy pomocy klasycznej liniowej
termosprezystosci (por [1]). Dla przemieszczeniowo-temperaturowego problemu i
dowolnego anizotropowego niejednorodnego uogdlnionego termosprezystego ciala
fakt o skoriczonej propagacji zostal sformulowany w postaci twierdzenia o ob-
szarze wplywu zostalo udowodnione w pracy [1]. Dla tzw. modelu ciala
termosprezystego zalez nego od predkosci temperatury, réwniez uogdlniajacego
klasyczny termosprezysty oérodek, analogiczne twierdzenia o obszarze wplywu zo-
stalo udowodnione w pracy [2]. Oba wyniki prac [1] i [2] dotycza tzw. konwencjo-
nalnych poczatkowo-brzegowych probleméw przemieszczeniowo-temperaturowych.
Niniejsza praca jest poSwiecona twierdzeniu o obszarze wplywu dla naturalnego
naprezeniowo-strumieniowego problemu poczatkowo-brzegowego, w ktérym stan
poczatkowy ciala nalezy do pewnej szerszej klasy stanéw termosprezystych anizeli
klasa stanéw poczatkowych przemieszczeniowo-temperaturowych.

Praca sklada sie z trzech czeéci. W pierwszej sformulowano naturalny napreze-
niowo-strumieniowy poczatkowo-brzegowy problem uogélnionej termosprezystosci
z jednym czasem relaksacji (por. [3]). W drugiej czesci udowodniono pewna nie-
réwnoéé o obszarze zaleznoéci dla rozwiazania tego problemu. Nieréwnosé ta jest
podstawa do udowodnienia w czeéci trzeciej twierdzenia o obszarze wplywu, ktére
orzeka, ze rozwiazanie powyzszego problemu znika na zewnatrz ograniczonego ob-
szaru B*(t). Metoda dowodu jest podobna do tej z pracy [1].



162 ' : J.Biary

2. qurqzenm-strunnemowe sformulowanie uogolmonej
termosprezystosci

Naturalny napreZeniowo-strumieniowy poczatkowo-brzegowy problem Ii-
niowej niejednorodnoéci anizotropowej uogdlnionej termosprezystoSci zostal
sformulowany w pracy [3]. Problem ten polega na znalezieniu pary (S,q) okre-
élcmej na B x [0,00), ktéra spelnia réwnania:!

V(p-2divS) - K'S] + c;l(dwq)A +B=0, (2.1)
ne Q=B x(0,00) :
V(C5ldivg) — Aj+ GoV(C5'A O S) + =0, 4 (2.2)

warunki paczatkowe:

»

§=S, S$=5%, :
na B x {0}, (2.3)
=% =%
oraz warunki brzegowe:
a=15m,
na @B x [0,00). (2.4)
g=q-m |

Tutaj S(=,%) i g(2,t) oznaczaja kolejno tensor naprezenia i strumieit ciepla.
Ponadto p, Cs i @9 oznaczaja kelejno: ggstosé, cieplo wladciwe przy zerowym
naprezeniu oraz temperature odniesienia. - Nastepnie A i A oznaczaja kolejno: ten-
sor rozszerzalnosci cieplnej i tensor opornoéci cieplnej.

Ponadto:
K' = K-6,C;*AQA, (2-5)
B = V(') - C5lA, (2:6)
r = -W(C5'r). 2.7

We wzorach tych K jest tensorem podatnosci, b — wektorem sity masowej, r -
funkcja Zrédel ciepla. Tensor podatnosci K jest zwiazany z tensorem sprezystodci
C relacja:

K=C". (2.8)

10znaczenia sa zgodne z oznaczeniami przyjetymi w. pracy (4
Réwnania (2.1) i (2.2) zostaly zaczerpniete z pracy [3]. .
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Ponadto:

A = -k (29)
Cs = Cg-—6M-A, (2.10)

gdzie M jest tensorem naprezeniowo-temperaturowym oraz Cg jest cieplem
wlasciwym przy zeroweym odksztalceniu. Kropka nad funkcja w réwnaniach (2.1)
— (2.2) oznacza rézniczkowanie po czasie. Ponadto: '

é=4+ tOés (2'11)

gdzie 1y jest dodatnim czasem relaksacji. Wreszcie V i v oznaczajg kolejno gra-
dient pola skalarnego i symetryczny gradient pola wektorowego. gq, @9, So, So

oraz 8, q wystepujace w réwnaniach (2.3) i (2.4) sa zadanymi funkcjami. Ponadto
B jest wektorem jednostkowym normalnym zewnetrznym do powierzchni dB. Od-
roénie funkeji materialowych p, Cs, 8o, K, A i A przyjmujemy nastepujace
ograniczenia konstytutywne?:

p>0, Cs>Cg>0, 6p>0,

K>0, A>0, A=AT. (2.12)
Ze zwiazkéw (2.9) i (2.10) wynika, ze:
M -K[M] = 6;1(Cs — Cg). (2.13)

Wszystkie funkcje materialowe wystepujace w powyzszych réwnaniach opisnjg
wlasnoéci fizyczne pewnego uogélnionego nieklasycznego ciala termosprezystego.
Zatem nie sa identyczne z odpowiednimi funkcji klasycznego ‘modelu, chyba., ze
czas relaksacji tp znika (to = 0).

Zauwazmy wreszcie, ze sformulowanie problemu (2.1) — (2.4) przy dowolnych
polach Sy, So g§o i §o 2zawiera w sobie szczegblne naprezeniowo -strumieniowe
sformulowanie z konwencjonalnymi przemieszczeniowo-temperaturowymi warun-
kami poczatkowymi oraz warunkami brzegowymi (2.4) (por.[3]). dla klasycznej
termosprezystosci zagadnienie opisu procesu termosprezystego w terminach pary
(5, ¢) jest oméwione w pracy [5].

3. Gléwne oszacowanie

Naszym celem bedzie wyprowadzenie pewnej nieréwnosci dla rozwiazania pro-
blemu (2.1) - (2.4), ktéra jest podstawa do sformulowania twierdzenia o obszarze

3Nieréwnoéé K > 0 rozumiana jest w nastepujacym sensie: S-K[S]>0 V§=S§".
Podobnie, nieréwnoéé¢ A >0 oznacza, ie: ¢-Ag>0 Vg
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wplywn w dalszej czesci. Dla osiagniscia celu wprowadzamy funkcje:
ne.s) = glo7(@vS) +8§- KIS + 10857 - Ad +
+ (Cs6o)7'(divg))(z,5), W(=,9)€Q, (3.1)

oraz temsor K (drugiego rzedu) bedacy odpowiednikiem tensora akusytcznego®,
ktéry jest zdefiniowany dla kazdego jednostkowego wektora m nastepujaca relacja’:

K(z,m)a = p(z)Kja@ m}m, Vze B, Va. (3:2)

Ponadto wprowadzamy liczby dodatnie C,, 1 Cy o wymiarze predkosa ktére s3
dane wzorami®:

[inf{k(z,m): z€ B, |m|=1}]"F, (3.3)
157 [inf{Cs(z)A(z): =€ B} 3, (3.4)

Cm
G

tutaj k(z,m) oraz A(z) oznaczaja kolejno najmniejsza wartosé wla.sna, tensora. K
oraz A%. Réwniez wprowadzamy oznaczenia’:

Ce\}

1
C? = Cl[::g 1+——E-(1--CTS-) }] ’

e [m{( @B -2 en

C2

il

Lemat. Niech para (S,q) bedzie rozwiazaniem ukladu (2.1) - (2.4) i niech €
bedzie liczba o wymiarze predkosci dana wzorem:

C = max(C%,CY). (36)

Wtedy: Vi>0, VR>0 i Vzg€ B

3Tensor akustyczny zostal wprowadzony w pracy [4].
4Tensor' K ma nastepujace wlasnoéci: K=K', K> 0.
5Con jest liczba dodatnia i skofczona oraz moina pokazaé, ze: pS - K[S] > C2|Se?[2.

SPoniewaz tensor A jest dodatnio okreslony, to C; jest dodatnia i ograniczona oraz:

toCsq - Aq > C7 2.

- 7?éqdkoééi C} i C? sa skoticzone, bo C; .i C, sa ograniczone oraz ograniczone sa pola
El1Llg
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eV +651 [do [ (a-Ad)(a o)V <

B(Zo,R) _ 0 B[Zo,R+C(t—s)]
t

< / n(z,0)dV + 65 / ds / (r-q+8-85)(z,0)dV +

B(ZQ,R-{-Ct) 0 B[Eo,R-}-C(t—a)]
. t 3 .
+[as [ pT8@S)+ (Cs00) diva)i + (3.7)
®  8BNSIZe R4 C(t—s)]
+C5'(A-5)il(=, 3) - n(z)da,
gdzie Vd € Rt wprowadzamy oznaczenia:

S(zo,d) = {2€E?: |z~ 20| < d},
B(zg,d) = BN S(20,d). (3.8)
Dowéd lematu: -
Rozwazmy funkcje g5 : A € R — g5(A) € [0,1] taka, ze:
95(A) =0 VYA€ (-o0,0],
(M) =1 VYAe[so0), >0, (3.9)
95(A) 20 VYA€R,
oraz funkcje:
9(z,8) = gs(C™'[R+ C(t ~ 3) = |z — zol]), (3.10)

gdzie R jest stala dodatnia o wymiarze dlugoéci, zaé t i zo sa kolejno ustalonym
czasem i ustalonym wektorem w E3. :
Funkcja g zdefiniowana na E> X [0, c0) ma nastgpujacy nodnik:

Z=|J Sz, R+ C(t - 3). (3.11)
sefo] .
Ponadto g jest gladka na E® x [0,?] i Vg znika tozsamoéciowo na zbiorze:
U Sizo, R+ C(t - s -6)}, (3.12)
»€[0,7]

gdzie § jest malg liczba dodatnia taka, ze R + C(s — §) > 0 dla kazdego s €
[0,%]. Mnozac réwnanie (2 1) przez ¢S, a réwnanie (2.2) przez g9; 4 dostaniemy
nastepujacy uklad réwnan:

gV (p~1divS)-§ - ¢§-K'[S] + 9C5(divg)A §+¢B-$=0, na Q, (3.13)
965'V(C5'divg) -4 - 9654 - AG+gV(C5'A-8) - g+ ¢O5'r-g=0. (3.11)
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Poniewaz:

gV(Cs'divg)-q = div[C5"g(dive)d] -~ C5'(dive)q- Vg +

- -12-9051%(&V§)2, (3.15)
IV(C5A-8) -4 = div[C5'g(A-S)d] - C5 (A-5)a-Vo+
- c;‘g(A $)divq, (3.16)
§-KB| = 2d,{s KED, (3:17)
a-Ag = —to——{q Ag} +q-Ad, - (319)
gV(pTdivs)-§ = djv[p“lgS(divS)]—Ep‘ gd—dt—(djvS)2+
- ~ pY(divS)- (§Vg), (3.19)

to réwnania (3.13) i (3.14) beda mialy nastepujaca postaé:
div]p~1g8(divS)] — %p"lg%(divS)z — p~1(aivS) - (§Vg) +
—%g%{s AK'S]} + 9C5'(@v)A-S+gB-S=0 m Q, (3.20)
85'div[C5*g(divg)q) - O5'C5 (dive)d - Vg - %65’5705 ‘%(divq)’ +
505100 -a - Ad} - 03704 - A + div[C39(A - $)i] + - (3.21)
~C5'(A-8)§-Vg—C5'9(A- 8)divg+ O5'gr-§=0 na Q.

Dodajac stronami réwnania (3.20) i (3.21) otrzymamy réwnanie:

div[p-‘g$<div5)1 +65'Cs'g(divg)a + C5 9(A - §)d] +
597 T i) +§ - K3 + 65°C5 (diva)? +

+65 ‘toq_  Ag} - {pN(@ivS)- (V) + (3:22)
C5'(A-8)i- Vg +65'C5'(divg)- Vg — 651 9d - Ad +
+9B-S+65gr-¢=0 na Q. '

Wykorzystujac (3.1), a nastepnie calkujac (3.22) po obszarze B x [0, t] i stosujac
;wierdzenie o dywergencji otrzymamy:
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[an)z0av +65* [ ds [ (i Aia,5)av = [(om)(a, 004V +
B 0 B B

o | t t
[ s [anie.)av - [ ds (54 (@is)- (599) +

0 B 0 B

+6;1C5 (divg)g - Vg + C3 (A -$)§ - Vg}(2,9)dV + (3.23)

+ j ds / 9(B-S + 65'r - )(z,8)dV + j ds / {gte~*8(divS) +
0 B N 0 aB .

+65C5\(diva)a + C5'(A-$)d) )z, 5) - n(z)da.
Poniewaz V3 > 0, dimg = (dim$)(dim M)™?,

§-RM] < 1oM - KIM] + 57 - RIS]), (3:24)
zatem.:
S-AF = (-RIMI? < {6*08 - RIM]? + 2(M - KIM])(S - KIS +
+ B*S- KIS (3.25)
Przyjmujac w nieréwnosei (3.25):
§* = 5:—2{%}, '  (3.26)
dostaniemy: ] ! y
(§-A) < (M- RIM])(S - K[S)). (3.27) -
Sluszne sa tez nastepujace nieréwnoéci: :
C(@iva)i-€¥| < plldive)? +C @) (3:28)
C)@vs)- D) < [(@vS) +C SN, (a2

6ol(A-8)(C'65"q - &))| <
SOol(A-$)% + 65°C i}, (330)

CYA-S)q- €

IA

gdzie dimf = 1 oraz:

e =|2— 20| (2 -20) Vz,z0€E° (3.31)
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Nieréwnosé (3.30) dla:

oraz po uwzglednieniu nieréwnoéci (3.27) przyjmuje postal:
o o - 1 CE % CE - — .
~1=10p . L0 < = _LE\?CE¢
C5'CTH A9 < 2{(1 CS) 28 KES) +

1
+6;1c5'C? (1 - -Cég) ’ Iél’} . (333

Definicja K (por [5]) oraz nieréwnosé (3.27) implikuja, ze:
. s CEa oo
S-K'5]> ==S5-K[S]. (3.34)
Cs
Na mocy definicji funkcji g(z, s) oraz nieréwnosci (3.28), (3.29) i (3.33) mozemy
funkcje podcalkowa wystepujaca w trzecim czlopié po prawej stromie réwnania
(3.23) oszacowaé w nastepujacy sposéb:

~p~1(divS) - (§Vg) — 651C5  (dive)q- Vg - C5'(A-S)q- Vg =
= C7'g; {p7 (divS) - (50) + 65 C (divg)q - €@ + C5'(A-S)g- €2} <
< égs {p71(@ivS)? + p~'C*(3eD)? + 657C5  (divg)® + 657C5 CTH (@) +}

_Ce\iCrs gig s o101 -z(_@)%-z
+(1 Cs) c3-Kis + 65°cgie (1- )y (339

Nieréwnoé¢ (3.35) oraz zwiazki (3.5) i (3.6) (por. tei odsylacze 6 - 8) i definicja
(3.1) oraz nieréwnoéé (3.34) implikuja: :

—p~Y(divS) - (§Vg) - 651C5 (divg)g- Vg — C51(A-8)q- Vg <
< 2gi{p H@VS) + CLC% - KI§] + 657 C5 CH@) +

112 _QE_)C_E
407105 (dive)? + (1 = )" B8RS + (3.36)

1
+e5iczic (1- )’ m?} < gin.
Cs
Z okreslenia funkcji g(z,s) wynika, ze:

95 = —q(z,9). - (3.37)
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Stad oraz z mnieréwnodci (3.36) wnosimy, Ze suma drugiej i trzeciej calki
wystepujacej po prawej stronie réwnania (3.23) jest niedodatnia. Zatem:

/ (9n)(=,t)dV + 65" j ds / (99-Ag)(z,s)dV < / (gn)(=,0)dV +
B B B

1]
+ / ds / {9(B-§+67'r - §)}(z,8)dV + / ds / {9(p~$(divS) +
0 B 0 8B
+651C5(divg)q + C51(A - $))}(z,3) - n(z)da. (3.38)

Przy 6§ — 0, g w granicy zmierza do funkcji charakterystycznej zbioru X (por
(8.11), a ' przejécie (6 — 0) do granicy jest dopuszczalne w calkach nieréwnosci
(3.38). Stad przechodzac w (3.38) z § do zera dostaniemy nieréwnosé (3.7). to
koriczy dowéd lematu.

4. Twierdzenie o obszarze wplywu dla pary §, ¢

W tej czeSci udowodnimy, ze jeieli termomechaniczne obcigzenie w proble-
mie (2.1) - (2.4) posiada ograniczony no$nik dla ustalonego czasu t > 0, to
rozwiazanie-tego problemu znika na zewnatrz ograniczonego obszaru B*(t). W
tym celu oznaczmy przez B(t), t > 0 noénik termomechaniczauego obciazenia w
problemie (2.1) - (2.4) tj. zbiér punktéw z € B takich, ze:
1)2€B=>8GF0 lub S #£0 lub go # 0 lub g # 0 Iub-
Js€[0,t]: B(z,3) #0 lub r(z,s) #0,

2)z € 8B = 3s€[0,t]: 8(z,3) #0 lub ¢(z,s) # 0. .

Obszarem wplywu termomechanicznego obcigzenia w problemie (2.1) - (2.4)

w chwili ¢ > 0 bedziemy nazywali zbiér:

B*(t) = {20 € B : B(t)n 5(z0,Ct) # 0}, (4.1)

gdzie C jest okre§lone wzorem (3.6). Prawdziwe jest na,ste,puja_cé twierdzenie:
Twierdzenie (o obszarze wplywu).
Niech para (S, ¢) bedzie rozwiazaniem prob emu (2.1) - (2.4). Wtedy:

$=0, ¢=0 na [B- B*(2)] x[0,¢]. (4.2)
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Dowéd: 4 -
Niech g€ B- B*(t) i X € [0,t]. Jedli zastosujemy oszacowanie (3.7) dla
t=Xi R=C(t~))>0, wtedy otrzymamy nastepujaca nieréwnosé:
X
ne NV +65" [do [ @A) <
B[Zo,0(t~)] 0  BlZo,C(t—4)]

B(20,C%) 0  B[2o,C(t-9)]

< /n(z,o)dV+9;‘jds / (r-qg+B-S)(z,s)dV +

A %
+fas [ 88 +(Cs0) vl +

0  3BNS[Zo,C(t—s)] ¢
+C5*(A-8)i)(=, 5) - n(z)da. | (4.3)

Z okreélenia obszaru wplywu wynika, e prawa strona powyzszej nieréwnosci
zeruje sie. Poniewaz 7(z,)) jest ciagla i nieujemna (por.(3.1)), to stad wnosimy,
ze 7(2,A) = 0 na B(Zo,R). Ze wzgledu na to, ze (Zo,A) byl dowolnie wybranym
punktem z [B — B*(1)] x [0,1], to wnioskujemy, ze prawdziwe sa relacje (4.2),
c.b.d.o.

Autor wyraza serdeczne podzickowanie prof.dr hab J Ignaczakowi z IPPT PAN.w War-
szawie za cenne uwagi 1 wskazéwki, ktore przyczynily sie do powstania niniejszego artykulu.
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Summary

The domain of influence theorem for a conventional displacement-temperature, initial-
l{)tiunda.ry value problem of the linear generalized thermoelasticity was formulated in work
1
The domain of influence theorem for a unonconventional natural stressflux-initial-
boundary value problem of the generalized thermoelasticity has been proved in the present
paper. In the considered case the initial thermoelastc states than to the class of initial
displacement-temperature states.
' The method of proof employed in the present paper is similar to that used in work Ll]
and is based on the notion of a tensor which is a counterpart of the acoustic tensor of t
isothermal theory of elasticity.

Pestome

Teopema 06 obnacTa BIESBEHS nas TpagANEOEHOR nepeuemenno-feunepmypnoi
HaYalbHO-KPaeBOM sajavd THACHAOR agusoTpourof HEogHOPOAHOHK 060bLIEHHOH Tep-
MoynpyrocTH 6uli1a chopuynaposana B pabore [1]-

B macTosired pabore [OKa3hiBaeTCA TeopeMa 06NacTH BIASEMEA N5 HETPaAMIIAOH-
HOM ecTecTReHHON HANDAXXEHHO-DOTOMHON HavalkhHO-KpaeBod 3aga4’m o06061EHHON
TEPMOYIIPYTOCTH.

PACCMATPABAEMOM CIYYae HavaJHOE TepMOYIpPYToe COCTANHHE Telna DpHHA-
ANEXKHT K ONpefleNleHHOMY Golee MHEPOKOMY KH&CCY COCTAAHUE TepPMOUPYTOCTH eM
KJIACC COCTOAHMN HaMANBHIX nepememasso—reunepa'rypumx

MeTop AOKa3aTeNhCTRA TeOpeMAl HCOONL30BAHLIH B paboTe [1] H OCHOBAH H3 IOHS-
THH TEH30pPa BTOPOro PAHIa NONYYEHHOTO Ha TeH30PA HOAATARNBOCTH, KOTOPOH ABAAET-
CH BKBHBAJEHTOM BKYCTHMYECKOr0 TEH3OP8 H30TepMH4eCKOM TEOPEHA YHPYTOCTH.

Praca wplynela do Redakcji dnia 29 listopada 1988 roku



