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Politecknska War k

Praca dotyczy sposobu wyznaczania- potencjalu predkosci zaburzei pola
predkoéci wakdl skrzydel w ustalonym oplywie naddzwiekowym. Wyniki aerodyna-
miki teoretycznej dla cienkich skrzydel o dowolnym obrysie zostaly przystosowane
do obliczer praktycznych. Celem pracy bylo pokazanie metody, nazwanej przez
nas METODA LINII MACHA, ktéra moze byé¢ stosowana do obliczeri szeregu
wielkoéci aerodynamicznych niezbednych przy projektowaniu aerodynamicznym
samolotow.

Wykaz wazniejszych oznaczen

e — predkoéé diwieku
@ — predkoéé diwieku przeplywu mmbnrzonego
b — rozpietoéé plata
¢ — cieciwa plata
¢ — frednia cieciwa aerodynamiczna
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E(B,A) — pelna funkcja eliptyczna
E=f" \1-(1-prctg?M)sin* p dp .
Ma,, — liczba Macha przeplywu niezaburzonego (Maw = Vio/ac0)
S — powierzchnia plata :
t — czas .
Voo — predkoéé przeplywu niezaburzonego
V — wektor predkosci
u,v,w — skladowe predkoéci zaburze odpowiednio wzdhuz osi z,y, 2
Y,z — e kartezjahskie
a — kat natarcia
f — wspdlczynik Prandtla-Glauerta (8 = \/Ma3, — 1)
@(z,y,z) — potencjal predkoéci zabu.rzeﬁ
#(z,y,2) — pelny potencjal predkoéci
& — wykladnik izentropy
A — skos odpowiedniej krawedzi skrzydla
A — zbieznoéé skrzydla
fio — kat Macha (sin po, = MaZ})
p — gestoéé powietrza
P — gestoéé powietrza w przeplywie niezaburzonym
Indeksy _
LE — krawed? natarcia
TE — krawedz splywu

1. Wstep

Celem niniejszej pracy bylo opracowanie czego§ w rodzaju "przewodnika”
do wyznaczania potencjalu predkoéci zaburzei pola predkoéci wokdl skrzydel
w oplywie naddZwickowym. ZnajomoéC tej wielkosci pozwala na wyznaczenie
wspélczynni- kéw niezbednych do obliczeri aerodynamicznych samolotéw. Warto
zwrbci¢ uwage, Ze w podstawowym w Polsce podreczniku [1] naddZzwiekowy oplyw
skrzydel w ogdle nie jest rozpatrywany, choé na éwiecie istnialo juz wéwczas kilka
monografi ujmujacych ten temat (np. [2],[3]). Tym nie mniej korzystanie z
dostepnej literatury nie jest latwe, gdyz sila rzeczy, ksiazki sg zbyt rozwlekle, a
artykuly zbyt skrétowe. Nasze opracowanie stanowi¢ mialo wiec prob¢ wypelnienia
tej luki.



NADDZWIEKOWY OPLYW SKRZYDEL 435
2. Wybrane cechy oplywu naddzwiekowego

Oplyw naddZwiekowy skrzydel rézni sie od oplywu poddZiwiekowego kilkoma
istotnymi cechami. Najwainiejsza z nich, z punktu widzenia omawianej metody,
jest sposéb rozchodzenia si¢ zaburzei. W oplywie poddZwiekowym zaburzenia
rozchodza, si¢ we wszystkich kierunkach od punktu w ktérym powstaly, natomiast
w oplywie naddZwigkowym jedynie w obszarze stozka Macha o wierzcholku w punk-
cie, z ktérego wychodzi zaburzenie.

W zwiazku z tym, dla dalszej analizy wprowadzamy pojecia prostego i odwrot-
nego stozka Macha (niekiedy okreflanych mianem strefy wplywu i zaleznoéci) oraz
pojecia linii Macha prostej i odbitej (rys.1)l.

Poslugunjemy si¢ réwniez pojecia krawedzi poddZwickowej i naddZiwiekowej.
Krawedzia poddiwiekowa nazywamy krawedZ znajdujaca sie¢ wewnatrz prostego
stozka Macha. Jedli krawedZ znajduje sie poza tym obszarem nazywamy ja
krawedzia naddiwigkowa. Cecha charakterystyczna krawedzi poddzwiekowej
jest oddzialywanie miedzy dolna i gérna powierzchnia skrzydla. Dla krawedzi
naddiwiekowych takie oddzialywanie nie zachodzi - mozna wtedy méwié o sepa-
racji obu powierzchni.

Przez analogie wprowadzamy pojecie pod- i naddZwickowych krawedzi bocz-
nych. Zauwazmy, ze jezeli krawedZ boczna jest réwnolegla do kierunku predkoéci
oplywu V,, (jak dla skrzydla trapezowego), to jest ona zawsze poddiwickowa.
Mamy wdwczas do czynienia ze znanym efektem skornczonej rozpietosci w
przeplywie poddiwickowym. Zjawisko takie nie wystepuje, jesli krawedZ boczna
jest naddZwiekowa.

Dla poddiwickowej krawedzi splywu moze wystapié¢ inny efekt znany z
przeplywu poddiwiekowego, a mianowicie wplyw sladu wirowego za skrzydlem
na rozklad ci$nienia na skrzydle. Efekt taki nie wystgpuje dla naddiwiekowej
krawedzi splywu.

Jak widaé skrzydlo moze mie¢ zaréwno naddiwickowe jak i poddiwickowe
krawedzie natarcia, boczne i splywu. Jezeli wszystkie krawedzie sa naddZwigkowe
(np. skrzydlo typu delta), to méwimy, ze jest to skrzydlo o prostym obrysie (ang.
a simple planform - rys.2).

3. Model fizyczny

Na model fizyczny skladaja, sie nastepujace zalozenia :
a) dotyczace obiektu (rys.3): : '
— skrzydlo izolowane (brak interferencji migdzy skrzydlem a np. kadlubem),

1 Wszystkie rysunki na koricu pracy
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— skrzydlo cienkie, plaskie,

— proste krawedzie natarcia i spt7 ywu (brak zalamai),
— réwnolegle krawedzie boczne,

b) dotyczace opltywu:

— maly kat natarcia, )

— jest spelniony warunek Kutty-Zukowskiego,

— élad wirowy lezy w plaszczyznie skrzydla,

— wiry swobodne sa réwnolegle do predkosci przeplywu niezaburzonego,
— brak lepkosci,

— oplyw bez oderwania,

— slabe fale uderzeniowe,

— zaniedbanie sil masowych,

— plyn nie przewodzi ciepla )

— zachodzi réwnowaga termodynamiczna.

4. Model rézniczkowy oplywu naddziwiekowego

Wyrazem zaloze poczynionych w punkcie 3. s3 nastepujace réwnania:
— réwnanie ciaglodci

% + div(pV) = 0, (4.1)
— réwnanie Eulera v .
T —;gmdp, (4.2)
— réwnanie stanu
P = Poo(P/ Poo)- (4.3)

Uklad réwnad (4.1)+(4.3) stanowi wprawdzie model zamknigty (ta sama iloéé
réwnaii i niewiadomych), ale jest bardzo niewygodny do obliczei. Dlatego czyni
sie dalsze zalozenia upraszczajace. Po pierwsze zakladamy, ze w oplywie nie tworza
sie wiry. Warunek bezwirowoéci pola predkoéci ma postaé:

rotV =0 (44)
skad wynika, ze istnieje funkcja skalarna, zwana potencjalem predkodci taka, zZe:

gradé(z,y,z,t) = V. (4.5)

Réwnanie Eulera pod warunkiem (4.4) mozna scalkowaé otrzymujac calke Cau-
chy’go - Lagrange’a

3¢._1_2 dP_
| 2 =0, (4.6)
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gdzie do funkeji ¢ wlaczono réwniez staly calkowania zaléz"na, tylko od czasu.
Po wykarzystaniu definicji predkodci diwicku

dp

a® = " (4.7)
i réwnania (4.6), réwnanie (4.1) mozna przedstawié w postaci:
L2 +Vagniye=viy, (4.5)

gdzie indeks ¢ oznacza, ze V' nie podlega rézniczkowaniu. Réwnanie (4.8) na-
zywamy réwnaniem Garricka, gdyz po raz pierwszy zostalo podane przez niego
w 1948 r. Stanowi ono podstawowy model rézniczkowy nieustalonego przeplywu
potencjalnego, plynu nielepkiego i nieprzewodzacego ciepla. Zauwazmy przy oka-
zji, ze dla przeplywu nieécifliwego (¢ = oo) réwnanie (4.8) sprowadza si¢ do
"zwyklego” réwnania Laplace’a '

Vi¥(z,y,2,t) =0. (4.9)

Réwnanie Garricka jest modelem nadal zbyt skomplikowanym. Aby méc je
efektywnie wykorzystal, nalezy dokonaé dalszych uproszczen prowadzacych do
réwnai opisujacych konkretna sytuacje fizyczna. W niniejszej pracy bedzie to
Iimiowy oplyw naddzwigkowy.

Po drugie zakladamy, Ze potencjal predkoéci mozna przedstawié¢ w postaci:

¢ = Vooz + (2,9, 2,0). . (4.10)
Za.khda.my ponadto, ze: :
Voo .
| grade |[<< { @ - . (4.11)
: Voo = 800

Po uwzglednieniu zalozenia (4.10), warunkéw (4.11) i przeprowadzeniu jak naj-
dalej idacej linearyzacji, réwnanie (4.8) przybiera postaé:

18y

Réwnanie (4.12) jest jui réwnaniem liniowym i obowiazuje w pod- i
naddZwiekowym zakresie predkoéci. :
Po trzecie zakladamy, ze oplyw jest ustalony, tzn.

By _

=0, (4.13)
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dzieki czemu réwnanie (4.12) przybiera postad

5 .
Magoa_,:f = V2‘P ’ (4"14)
skad dla przeplywu naddzwigkowego otrzymujemy
o o v
ﬁzazf?ay_:‘azz‘o' (4.15)

Réwnanie (4.15) jest réwnaniem typu hiperbolicznego. Dla takich réwnai stawia
si¢ nastgpujace warunki brzegowe:
— w nieskonczonoéci znika potencjal predkoéci zaburzeid ‘

©=0, (4.16)

— na skrzydle "nieprzepuszczalnym” (np. bez sterowania warstws, przyécienna za
pomoca zasysania)

Vb/n = Vj/n ’ . (4.17)
gdzie symbale w indeksach oznaczja odpowiednio: b - skrzydlo f - plyn, u - kieru-
nek normalny do powierzchni skrzydet,

— na poddiwigkowej krawedzi splywa , i
Ap(zv)rE =0, (4.18)
—w fladzie wirowym ,
dp(z,y)/0z=0. (4.19)

5. Obliczanie potencjalu predkoéci zsaburzent

Dla skrzydel o prostym obrysie rozwiazanie réwnania (4.15) wyraza sig
zwiazkiem (zob. [2],[3])

__1 w(§,n)ddy
p(z,9,2) = T / /mm — e (5.1)

-gdzie: P .
w= 20 (5.2)

oznacza skladowa pionowa predkodci nad Zrédiem punktowym o wspdlrzednych
(é,7,0) - rys.3, oraz

R=\(z- €7 -Ply- 2+ 27, (5.3)
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natomiast Y(x,y,z) oznacza obszar calkowania obejmujacy cze$é plaszczyzny zv,
ktéra lezy wewnatrz odwrotnego stozka Macha o wierzchotku w punkcie (z,y, z).
Na powierzchni skrzydta, na podstawie (5.1) dla z = 0 mamy

oe0) = - [f HEDET, (5.4
gdzie:
R=\/(z- €72 -y -1n)?. (5.5)

Oméwimy teraz trudnoéci ze stosowaniem zwiazku (5.4). Otoz zwiazek ten
z uwzglednieniem zaleznoéci (5.2) staje si¢ badZz wzorem (jesli w jest dane), badz
réwnaniem calkowym (jesli w nie jest znane). Przypadek pierwszy zachodzi jedynie
na powierzchni skrzydla. Jesli w charakterze modelu skrzydla weZmiemy plaska
plytke znajdujaca si¢ pod malym katem natarcia, to mozemy zapisacé:

Op _

2=
Dla skrzydia z poddZwickowymi krawedziami natarcia sa jednak dalej trudnoéci:
obszar calkowania zawarty w odwrotnym stoike Macha obejmuje nie tylko skrzydlo
(obszar Sp ), ale takze dwa obszary miedzy krawedziami natarcia a liniami Macha
(obszary & i §2 ) - rys.4. Tymczasem wietkoé¢ dp/dz dla tych obszaréw nie jest
znana ! Zatem nawet dla skrzydla typu DELTA z poddZwickowymi krawedziami
natarcia nie mozemy zrobi¢ bezposredniego uzytku ze zwiazku (5.4).

Inne sytuacje klopotliwe przedstawione sa na rysunkach 5 i 6. Pierwsza poja-
wia si¢ z chwila przejscia od skrzydia o obrysie prostym do skrzydla trapezowego
(dla ktérego krawedZ boczna jest zawsze poddiwiekowa). Mamy tu do czynienia
z efektem krawedzi bocznej — obliczenie potencjalu ze zwiazku (5.4) takze nie jest
mozliwe. Druga dotyczy poddiwiekowej krawedzi splywu (rys.6). W tym przy-
padku wystepuje efekt fladu wirowego, w ktérym nie znane jest 8p/0z w Sladzie.

a. (5.6)

5.1. Uwsglednienie efektu krawedzi bocznej

Oméwimy teraz sposdb pokonania trudnoéci zwigzanych z oméwionym wyzej
efektem krawedzi bocznej. W tym celu rozbijamy obszar calkowania ¥ — rys.7.
2=5.+8S, +6, (5.7)
Wéwezas zwigzek (5.4) z uwzglednieniem warunku (5.6) oraz "rozbicia” (5.7) przy-
biera postaé:

| _ Ve a(6,nydédn 1 w(€,n)dEdy
¢(z,y)—7/Ll+%—R——E /;'T"' (5.8)
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Poniewaz w = 8¢/8z (por.(5.2)) w obszarze § nie jest znane, wiec (5.8) przedstawia
réwnanie calkowe:

oz.9) = Fen)- 1 [ """]f’afan , (5.9

gdzie:
= a(f,n)
Fle,n)= "= | Jive SR 00m (5.10)
jest funkcja znana. Tak wiec rzecz sprowadza si¢ do wyznaczenia 8p/0z = ws.

W tym celu wykorzystujemy warunek ¢ = 0 poza skrzydlem (zob. (4.16)) i na
podstawie (5.9) otrzymujemy:

/ / - Zogon = M F(z,3). (5.11)

W celu rozwiazania réwnania (5.11) wprowadza si¢ tzw. wspélrzedne ché.raktery-
styczne (por.[4],str.159):

"=3—ﬂﬂ,
s=z+pfy. (5%2)

Po ich wprowadzeniu otrzymujemy:

/ /GM or0s" = IIF(z,), (5.13)
gdzie R* we wspdlrzednych charakterystycznych jest dane wzorem
* iﬂ_ — — g*
R = Mae (r—r)(s-s"). (5.14)

Znaczy to, ze mamy do czynienia z réwnaniem calkowym Abela, ktérego
rozwiazanie jest dobrze znane w literaturze [5]. Przedstawiamy wigc tylko wy-
nik

o(§, n)dfdn ‘
z,y / . 5.15
D=0 o TP p (819
Nalezy tu podkreslié, ze Sy jest tylko czescia obszaru skrzydla; sposéb otrzy-
mywania tej istotnej czedci zwany jest niekiedy metoda Evvarda-Krasilszczikowej
(rys.8).
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5.2. Naddéwickowa krawed$ natarcia.

W2zér (5.15) mozna przedstawié w innej postaci, wygodniejszej w zastosowa-
niach. W tym celu skorzystamy ze wzoru (5.11). Po zréiniczkowaniu (5.15) otrzy-
mamy

g—: = u(z,y) = —%// Ilig:df n-—= II/ Sl - '—')df (5.16)
Jezeli zalozymy, Ze skrzydlo jest plaska plytka, to 8w/8z = 0 i mamy:
wo) = -3 [0 - e, (5.17)

gdzie 1 - rOwnanie krawedzi natarcia.

Warto tu zauwazyé, ze cifnienie zalezy jedynie od czesci krawedzi natarcia.
Sytuacja z rys.8 troche si¢ skomplikuje jezeli zajdzie przeciecie si¢ odbitych li-
nii Macha. Postaé wzoru jednak nie zmieni sig, a ulegnie zmianie tylko odcinek
calkowania (linia tamana BOD - rys.9).

5.3. Poddéwickowa krawedf natarcia )

Przypadek ten wymaga odmiennego podejécia, gdyz zawodzi dla niego me-
toda Evvarda-Krasilszczikowej. Stawiamy teze, ze podobnie jak dla krawedzi
naddZwiekowe]j (z efektem krawedzi bocznej i fladu wirowego) bedzie tylko jeden
wzér. Postulujemy go w postaci:

w(z,9) =7 /.«: 2(555—")&5411;. . (519

Wzdr ten jest wazny dla calego skrzydia — rys.4. Problem sprowadza sie do
wyznaczenia 7. W tym celu wykorzystujemy wzér przyblizony na ¢ w obszarze
bez oddzialywania krawedzi bocznych (zob. wzér 13.64, [3]):

g -E(—[,LA—\/Z’ts’ALE . (5.19)

Stawiamy hipoteze: %
' p=9p. (5.20)
Otrzymujemy wynik: ) ,
ITMa2 (n + 1)

1= " BmE(p, Azz) ’ (5.21)
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gdzie:
_ tedis (5.22)
p
Zatem dla calego skrzydla otrzymujemy wzér

aVe  dr*ds*
Plre) = 4nE(B,ALE YMay, //S Vir—m)s—s%)

(5.23)

6. Podsumowanie

Opracowana metoda wyznaczania potencjalu predkoéci zaburzen wydaje sie
byé obiecujacym wstepem do obliczeri aerodynamicznych. Znajac bowiem poten-
cjal mozemy latwo wyznaczyé cisnienie (rozktad), a dalej wspélczynniki aerody-
namiczne, polozenie érodka parcia, itp. Jakkolowiek stosowany model jest mocno
uproszczony, to znajomoéé zwiazkéw analitycznych lub zaleznosci latwych do obli-
czefi numerycznych moze byé bardzo przydatna do pierwszych oszacowan i obliczef
wstepnych.
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Summary

A method is discussed for calculating the disturbed velocity potential in staedy su-
personi¢ flow over wings. The methods of the theoretical aerodynamics have benn here
adapted to practical computation. The msthod derived is called the Mach-line method
and can be applied for calculation of aerodynamic coefficients independently of the aero-
dynamic design of an aircraft.
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Pesiome

B paGoTe nmpeacTaBieH METOM, BLIMHCICHHS MOTEHIMANA BOIMYUIEHHOM CKOPOCTH B
CTANHOHAPHOM CBEPX3BYKOBOM IIOTOKE rasa. MeTonil TeopeTHUYeCKOR A3POAUHAMEKH
6rumm spech mpHEcnocobeHB! AJNS NPAKTEYECKHX PACYETOB. BhiBefieH MeTo[, HA3BAH
MeTofOM AEHEA Maxa, MOXeT GHITL ODpHMeHEH AJIS BRIMHCICHEAL 39POAHHAMUYECKAX
rosdpdumEeHTOB HeoSXONMMEIX NP A9POAHHAMHAYECKOM IPOEKTOBAHHE CAMOJIETOB.

Praca wplfyneta do Redakeji dnia 12 lipca 1989 roks
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odwrotny stozek Macha

prosta linia Machg

odbitla linfa Macha

Rys. 1. Prosty i odwrotny stozek Macha
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Rys. 2. Skrzydlo o prostym obrysie - "simple planform”
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Rys. 3. Uklad wspélrzednych
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Rys. 4. Obszary calkowania dla skrzydia z poddZwickowymi krawedziami natarcia
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Rys. 7. Ohszary calkowania przy wystapieniu efektu i(ra;qdzi bocznej
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Rys. 10. Przyklad tworzenia odcinka krawedzi natarcia, na ktorym zachodzi calkowanie



