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Politechnika Wroclaws)ca :

Oznaczenia uzywane w pracy

X, 0z — wsp6trzedne ukiadu
U, V, W — przemieszczenia w kierunku osi x, y, z
E,v — modut Younga i liczba Poissona oktadziny.
E,, G,,v, — modut Younga i modul sprezystoici poprzecznej oraz liczba ‘Poissona dla
rdzenia
t — grubosé oktadziny
2¢ — grubo$¢ rdzenia
a, b — dhugoéé i szeroko$¢ plyty
. 1=2v,
Y= =)
U= % (U,-U))
+ 1
U= > (U +Uy)

i 1
V= (hi=V2)

B 1
V=‘2'(V1+V2)

Uy, Uy, Vi, V, — przemieszczenia $rodkowej powierzchni gérnej i dolnej oktadziny
w kierunku x i y

ma
Arige
nm
b
m i n — ilo§¢ potfal w kierunku osi x i y
L,, L, — dtugosé potfali wzdtuz bokuaib

W PW
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- p = —._,W .
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1. Wstep

Konstrukcje warstwowe, ktérych przyktad pokazano na rys. 1 znajduja coraz szersze
zastosowanie w praktyce. Wraz z rozwojem tych konstrukcji unowocze$niane sg réwniez
metody ich obliczania.

Najczestszym kryterium wytrzymalo$ciowym tych konstrukcji jest utrata statecznosci
calej cienkiej konstrukcji (plyta, powloka, tarcza itp) lub utrata statecznosci samej cienkiej
oktadziny. Dla obu tych form utraty statecznosdci stosowane sa .dotychczas odpowiednie
meiody obliczen. W pierwszym przypadku zaktada sig, Ze rdzen jest nieskonczenie sztywny
i nie ulega Zadnym odksztalceniom w poprzecznym kierunku.

Teoria ta oparta jest wigc na zaloZzeniu, 2¢ przemieszczenie przekroju poprzecznego
podlega hipotezie prostej tamanej. Zalozenie to jest dostatecznie stuszne w zastoso-
waniu tylko do tzw. cienkich konstrukcji. Druga forma utraty statecznosci pojawia si¢
wtedy gdy rdzen jest gruby, tak Ze okfadzing mozna traktowaé jak cienka tarczg na spre-
zystej potprzestrzeni [np. 6).

W cytowanych pracach autora przedstawiono bardziej ogolna metodg obliczania
obcigZzenn krytycznych z uwzglednieniem hipotezy trdjosiowego stanu przemieszczen
rdzenia. Dzigki ogélniejszemu potraktowaniu problemu otrzymane rozwiazania moga
by¢ stosowane do konstrukcji warstwowych o dowolnej grubosci rdzenia. W pracach
tych ograniczono si¢ do analizowania konstrukcji warstwowych, ktére byly swobodnie
podparte na calym obwodzie. Pozostal jednak nierozwiazany problem obliczania podob-
nych konstrukcji warstwowych, ktére maja inne warunki brzegowe. Pokazanie wigc spo-
sobu obliczania takich konstrukcji jest celem niniejszej pracy.

W pracach [l, 2,4] opublikowano sposéb obliczania obciazen krytycznych tarcz
i powlok warstwowych. Metoda obliczania oparta jest na tréjosiowym stanie przemieszczen
rdzenia. :

Trzy sktadowe stanu przemieszczeri rdzenia opisano nieliniowymi réwnaniami:

LARUEY -4 B B e |
U, = U_?(U—E W)F(z)

2T i i e
Ve=V—- ?(V—i W )S(z) (1)
W,=W-T()

Gdy F(z) = S(z) = T(z) = 1, réwnania te opisuja stan przemieszczen odpowiadajacy
hipotezie linii tamanej. Nieznane funkcje F(z), S(z), T(z) zostaly okreslone przy po-
mocy trzech przemieszczeniowych réwnafn réwnowagi elementu rdzenia. W pdzniejszej
pracy [3], na podstawie uogdlnionego stanu przemieszczeni rdzenia wykazano, iz zastoso-
wanie réwnan [1]) do analizy statecznosci daje najmniejsze obciaZenie krytyczne. Ten
uogdlniony stan przemieszczefi charakteryzowal si¢ tym, ze ugiecia poprzeczne obu okla-
dzin byly rézne (W, # W,).

Dia plaskich tarcz i malowyniostych powlok, wykazano iz uklad czterech réwnan
réwnowagi rozdziela si¢ na dwa i jednym z nich sa rownania uzaleznione od przemiesz-
czen 1.
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2. Uproszezona funkcja przemieszezen ¢(z)

Skomplikowane funkcje F(z), S(z) i T(z) moga by¢ zastapione [2] jedna funkcja ¢(z),
ktéra mozna wyprowadzi¢ z uproszczonego réwnania [2, 4]:

” 1 .
Wie, 7,20+ Wi(x, 7, 2+ 3 Wi (5, 7,2) = O, (22)
dla W,(x, y, z) = W(x, y) - ¢(z) otrzyma si¢:
VEW(x, 3) 9@+ (1+c)W(x, 3¢ " (2) = 0. (2b)
Przeksztalcajac to roOwnanie uzyska sig:
9" @)~p* 9lz) = 0. )

Rozwigzujac je ze wzglgdu na ¢(z) dla brzegowych warunkéw z = +c¢; p(Fc) =1,
otrzymuje si¢:
coshpz

@) = —————. G

coshpc

Z tego rozwigzania widac, ze funkcja ¢ jest uzalezZniona od zmiennej z tylko wtedy, gdy
parametr:

_ p*=-C 9 ®
nie zalezy od zmiennej x i y lecz jest wartoscia stala. Wielko§é C wylicza si¢ z rownania (6):
VW (x,y) = CW(x, ), (©)

w ten sposob, ze dla x = x, 1 y = y,, musi by¢ stala wartoécia. Parametr p dla ktérego
istnieje rozwigzanie niezerowe rownania rézniczkowego (3), jest wartoscia wlasng opera-
tora tego réwnania. Na plaszczyznach potaczen okladzin z rdzeniem, tj dla z = 4c¢ prze-
mieszczenia rdzenia musza by¢ rowne przemieszczeniom okladzin. Dlatego z réwnania (1)
wynika, ze dla z = +¢:

F(tc)=S(to)=T(te) = 1. Q)

Wyprowadzajac rézniczkowe rownanie na podstawie rownowagi elementu [4] oblicza si¢
migdzy innymi sty poprzeczne w rdzeniu:

e frm-dz, Qyou = f Tyna A2, Qury = f Tz dz.

Dla naprezen:
T = (Uu+ WG,
Ty = (Vut WG,
0= E, Wy,
sily poprzeczne wyraza si¢ wzorami:
Qs = =26, (U=Ke* W), Qpuu = =26V =Ky W),
050,

*) - (krdpka); > (przecinek) i © (daszek) odpowiednio oznaczaja pochodne podiug x, y, z.

6%
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gdzie:

K, = _4‘? f [F(z)+zFA(z)]dZ+% f 1) - dz,
- - ®)
K, = th _f [S(z)+zSA(z)]dz+% j 7). dz.

Obie pierwsze catki réwnaja si¢ odpowiednio:
¢ Fo)+c- F(—o),
S +c S(—0), ©)

stad dla warunkéw brzegowych (7) oba wyrazenia (9) rownaja si¢ 2¢. Z przedstawionego
wywodu wynika, ze funkcje F(z) i S(z) musza by¢ takimi funkcjami aby speiniaty warunki
(7). Stad moga byé one zastapione funkcja ¢(z), gdyz spelnia ona réwniez te warunki.
Nastepnie w pracy [2] udowodniono, ze dla celéw praktycznych réwniez funkcja 7(z)
moze by¢ zastapiona funkcja ¢(z), jak to uczyniono w pracy [4]. Przyjecie ze F(z) = S(z) =
= T(z) = @(z) daje nieistotne rozbieznosci w obcigzeniach krytycznych [2].

3. Wartosci wlasciwe réwnania (2)

Wartosci wiasciwe parametru p uzaleznione sa od funkcji ugigecia oktadziny W(x, y),
a te ostatnie zaleza migdzy innymi od warunkéw brzegowych plyty, tarczy lub powtoki.
3.1. Piyta swobodnie podparta wzdluz obwodu. ROwnanie ugigcia takiej plyty ma postaé:

Won(x, ¥) = Apysinff,xsino,y. Qo)
Po podstawieniu odpowiednich wyrazen do (6) otrzyma si¢ rownanie:
(B2 02) Ay SN B XSIN 05y = Ay ConySID B X5iN0, Y.
Zak{adajqc, Ze:
A sin B, xsing,y # 0,
wylicza sig: .
Com = —(B2+02 oraz z (5):
Pan = (Bt o0Dy?,
wtedy poprzeczne przemieszczenie rdzenia zgodnie z (1) okreslone bedzie zaleznoscia:
Womn(X5 Y5 2) = Ay Qun(2)sin X8I0 0,y . (In

Gdy tak samo podparta tarcza obcigzona jest na wszystkich krawedziach naprezeniami
stycznymi, to przemieszczenie rdzenia, analogicznie jak (11) opisane bgdzie funkcja:

2

Wan, 7,2 = D) Y Apn @ru(2)sin fuxsing,y. (12)

m=] n=1
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Podstawiajac pochodne:

Wirn(%, ¥, 2) = Z Z — B2 Ay Prua(2) $i By x5i10,. 7,

m=1 n=1

Warna (6,7, 2) = D) Y ~ 02 Apy @rn(@)sin Buxsing, v,
m=1n=1
W%, 7, 2) = 2 }j Ay Ppn(2)Si0 B x5i 0,7,

do rownania (2a) otrzyma si¢:

oo

Z [_ (ﬂ'?;l+ 9%)‘7’»:"(2)'*‘ ‘{:‘2‘ ‘P:n:-(z)] AmnSinﬂmxSin Ony = 0.

[ tws

Przy zaloZeniu, 2e Amasinf,,xsing,y # 0 réwnanie to sprowadza si¢ do:
Pmn(@) = B2+ 0D Y2 Pra(z) = 0.

Oznaczajac p%, = (B2+02) y? otrzyma si¢ réwnanie (3) i rozwiazanie (4).
Dla z = c, ¢mn({:) = 1, a Wumn(x, Y, C) = Wmn(x, y), gdZie:

Woa(x, ¥) = Z ZA,,,,,smﬂ,,,xsm 0nY>

m=1n=

jest funkcja ugigcia oktadziny.
Wartoéci wlasciwe parametru p* majg nastgpujaca interpretacje geometryczng. Uwzgled-

niajac dhugosé poétfali ugigcia w kierunku osi x i ¥ odpowiednio L, = % i L, = i para-
m
metr p? mozna zapisa¢ przy pomocy nast¢pujacego wyrazenia:
2,2 1 b 1
pmn p Lz Lb

W sensie geometrycznym jest to wigc odwrotno$é dtugosei potfali podniesionej do kwadratu

i pomnozonej przez n?y?. Dla z = t¢, p(£e)=1; dla z=0, ¢(0) = v Stad wy-

nika, ze ¢(0) < @(+¢). Oznaczajac w réwnaniu (11) Apn@Pma(z) = B,(z), to dla z = z,
(z przedziatu 0 < 2 < ©), Bui(Z0) S Apm. :
Na tej podstawie mozna stwierdzié, ze funkcja:

W,,,,,,,(x, Y 20) = an(ZO) sin ﬂ,,,xsin @i)>

jest identyczna funkcja jak (10). o mniejszej amplitudzie.

Stad wynika wazny wniosek, Zze przemieszczenie rdzenia W, (x ¥, z) poczawszy od okfa-
dziny (z = +c¢) maleje ku s$rodkowi tarczy (z = 0). Zmiana przemieszczenia rdzenia
w kierunku poprzecznym przedstawiona zostala w sposéb graficzny na rys. 1 (czesé za-
kreskowana). W pracach [2, 4] na podstawie funkcji (11) i (12) rozwiazano wicle zadan
dotyczacych statecznosci Sciskanych i scinanych tarcz oraz matowyniostych powlok
warstwowych.
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/Y( rugi_qg;ie okladziny W(xy)

gy
: / rdzen =
O
e
- ‘ przemieszczenie
a | \Lrdzenia W (xy,z]
Zz

Rys. 1.

3.2. Plyta lub tarcza przedstawiona na rys. 2. Tarcza charakteryzuje si¢ tym, ze obie kra-
wedzie a (dla y = 0, y = b) sa sztywno mocowane, za$§ krawedzie b (dla x = 0i x = a)
sa swobodnie podparte.

YDV ININIIININYI
Q

AT A A i 7

Rys. 2.

Ugiecie takiej tarczy opisuje si¢ nastepujaca funkcja:

Wmn(x: )’) = AmnSinﬂmx(‘1 —COS}’..J/),

ma _ 2@n+Dn

Bm = a Yn b

Podstawiajac do wzoru (6) odpowiednie wyrazenia otrzymuje sig:
—/33' Wmn(xi y)+ Wr,n,n(xs y) =C- Wmn(x"y)-
Stad wynika, ze réwnanie (6) dla C = const. jest spetnione wtedy, gdy cosy,y = —1.

Zachodzi to dlay = %, gdyz:
Wan(X, ¥) = Apny7sinfxcosy,y.
1 1 . .
Wtedy stata C = —pZ— Eyﬁ ; parametr p2 = (ﬂ,f,+ Ey,’,)y)z. Poprzeczne przemieszczenie

rdzenia dla takiej funkcji zgodnie z (1) ma postac:

Womn(x, ¥, 2) = Wan(x, ) @(2).
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3.3. Tarcza nieskoficzenie dluga z obciaZeniami stycznymi. Schemat tej tarczy przedstawiono
na rys. 3. Funkcja opisujaca w przybliZzeniu ugigcie takiej tarczy ma postaé: '

hiod sin% (x—ap), oa=tge.

W(x,y) = Asin 5

Rys. 3.

Przyblizenie polega na tym, Ze momenty gnace na swobodnie podpartych krawedziach
nie zeruja si¢, gdyz W (x, y) nie jest rowna zeru. Mimo tego, w pracy [5] wykazano, Ze
mozna korzysta¢ z tego wyrazenia w celu otrzymania przyblizonego rozwigzania. Pod-
stawiajac W' (x, y)+ W” (x, y) oraz funkcje W(x, y) do wzoru (6) otrzymuje si¢ zaleznosé:

1 1 o2 272 Ty 7
R I P o U SR
Pl t et SZ)W+ bs Acos b 0SS (x—oay) = CW
Stad widaé, ze C jest stala wartoscia wtedy, gdy drugi skfadnik lewej strony réwnania

zeruje sig. To nastepuje dla y. = b/2. Wtedy:

2 2
C= ——7:7(%+1+<x2), p* = —Cy? oraz
Wa(x, y) = p(2) W(x, »).

3.4. Plyta prostokatna o brzegach utwierdzonych. Gdy np. taka plyta jest zblizona do kwad-

ratu i obciazona podobnymi sitami w ich wzajemnie prostopadlych kierunkach to jej
ugiecie mozna opisaé zaleznoscia:

W(x,y) = A(}—cos 2Zx)(l—cos EI:}—)—)

Aby C mialo stala wartosé to musi by¢ ono obliczone z wzoru (6) dla x = a/2 i y = b/6.
. Wtedy otrzyma sig:

’

C = —-2n* (%+b—12) oraz p* = —Cy2
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‘W ten sposéb postgpujac mozna okredli¢ wartosci wlasciwe parametru p? dla innych
postaci ugigcia plyt.

Dokladna analiza wplywu wspdlczynnika p na naprgzenia krytyczne zostanie przedstawiona
w nastepnym artykule.
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Peasrome

COBCTBEHHOE 3HAUEHUE OIIEPATOPOB JUPPEPEHIIUANBLHBIX YPABHEHUIT
PABHOBECUSA MHOI'OCJIOMHBIX KOHCTPYKIIUII
TeopHsi HCUNCIICHH T KPHTHYECKHX Harpyaok' MHOTOCTIOHHBIX KOHCTPYKLHH ONy0/IHKOBAHHBLIX B pa-
Goraxasropa [1—4] ocHOBaHa Ha TPEXOCHBIX IHIEPGOTHYECKHX IIEPEMEILEHHAX CPEAHETO CII0ST KOHCTPYK-
Kumif. B 3THX CTaThAX PACCMOTPEHO ILTACTHHKH H ODONOUKH, Korophx KOHTYPbI CBOOOJHO MOMIIEPTHI.
B nacroseit CTaThe NPENCTABIECHO METOX MCIIOIB30BAHHA STOM TEOPHH ANISI PA3HBIX CIy4aeB YKPEeILTCHHA
KOHTYPOB KOHCTPYKUHH, APYTHX, 9eM CBOOO/JHO ONEPTHIE.

Summary

EIGENVALUES OF DIFFERENTIAL OPERATORS OF LAYERED
CONSTRUCTIONS EQUILIBRIUM EQUATIONS

The theory of calculating of critical loads for layered constructions published by the author [1-4]
was based on three-axial hiperbolic displacement state existing in the core. In previous papers the plates
and shells with simple-supported edges were analyzed. In this paper the possibilities of application of the
above mentioned theory in the case with the other boundary conditions are presented.

Praca wplynegla do Redakcji dnia 8 lutego 1988 roku.



