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L Wstep

W pracy okres$lono zaleznosé sity P od ugigcia f dla belek zginanych utworzonych
z pakietu ptaskownikéw docis$nigtych do siebie stalym naciskiem p. Migdzy ptaskownikami
wystepuje tarcie, ktére utrudniajac wzajemne przesuwanie si¢ plaskownikow usztywnia
belke. Wspdlczynnik tarcia miedzy stykajacymi si¢ powierzchniami wynosi . Przeanali-
zowano przypadki belek wspornikowych obciazonych na kofncu. sita P. (rys. 1a). oraz
przypadki belek obciazonych w srodku sita Q i na obu koticach albo podpartych przegu-
bowo (rys. 1b), albo sztywno zamocowanych (rys. Ic).

a)




594 T. GALKIEWICZ

Inspiracja do zajecia si¢ analiza stanu napreZenia i odksztalcenia omawianych belek
byla cheé¢ poznania mechanizmu pracy nie tylko belek lecz réwniez i cewek transformato-
row duzej mocy. Okazuje si¢ ze zarowno w trakcie zginania belek utworzonych z pakietu
$cisnietych ptaskownikéw jak tez podczas zginania sitami zwarciowymi cewek skiadaja-
cych si¢ z duzej liczby nawinigtych na siebie zwojow wystepuje szereg jakoSciowo podob-
nych faz obciazania i odcigzania. Niniejsza prace wykonano wigc gldéwnie dlatego aby
uwydatnié¢ te podobienstwa i na prostszym modelu, jakim jest belka, wyttumaczy¢ zjawiska,
ktére w sposdb mniej wyrazny zachodza rowniez w trakcie obciaZania cewek. Problemy
dotyczace zginania cewek oméwione zostana w oddzielnym artykule, w ktérym wykorzy-
stane beda wyniki przedstawione tutaj.

Zagadnienia zginania belek skladajacych si¢ z szeregu $lizgajacych si¢ po sobie warstw
sa w literaturze dos¢ obszernie omowione. Rozwigzanie uzyskane w niniejszej pracy jest
specjalnie przydatne wéwczas gdy belka sklada si¢ z duzej liczby warstw i gdy dociski
wystgpujace migdzy tymi warstwami sa stosunkowo mate.

2, Obcigzanie belki wspornikowej

Teoretyczne rozwazania przeprowadzone bgda w ujgciu liniowym, dla belki niewazkiej
sktadajacej si¢ z m jednakowych plaskownikéw, wykonanych z izotropowego materiatu
podlegajacego prawu Hooke’a.

Wprowadzono oznaczenia dotyczace wymiaréw ptaskownikéw:

! — diugosé, h— grubosé, b — szerokos¢.

Jeden koniec belki niechaj jest utwierdzony, natomiast drugi obciaZony sila P prostopadia
do osi nieobciaZzonej belki (rys. la). Ptaskowniki docisnigte sg do siebie, przy czym docisk
miedzy stykajacymi si¢ powierzchniami wynosi p = const. Na zewngtrznych powierz-
chniach gornej i dolnej — sily styczne 7 = 0. Maksymalne sily tarcia jakie moga wystapi¢
migdzy ptaskownikami wynosza 7o, = pu.

Podczas narastania obciazania belki wystepuja trzy jakosciowo rézne fazy obcigzania.
I faza obcigZania 0 < P < P, (odcinek 04, wykresu — rys. 4)
I faza dotyczy obciazania, podczas ktérego nie ma przesuwania si¢ wzgledem siebie plas-
kownikéw. Belka pracuje wowczas jako ciato jednolite, sprezyste. Jak wiadomo w takiej
belce napreZenia styczne w przekroju poprzecznym wynosza:

3 y Y] _3 P 2y
’=“z‘“'[“(—mh/z”“7m‘[l (mh)] M

gdzie y jest to odleglos¢ od osi obojetnej tego punktu przekroju poprzecznego belki,
w ktérym okreslane jest naprezenie styczne.

W pierwszej fazie obciazania obowiazujg zwigzki:
— jezeli belka sktada si¢ z parzystej liczby m — plaskownikow, to:

3 P
Tmax = Ty=0 = T—mb < pu.
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Site P = P,,, po przekroczeniu ktdrej rozpoczyna si¢ $lizganie po sobie $rodkowych
plaskownikéw, okresla si¢ z warunku:

Ty=0 = Tmax = PM.

Sita ta wynosi:

P, = % mbhpu, (2a)
— natomiast gdy belka sklada si¢ z nieparzystej liczby plaskownikéw
wowczas: B
T Lk =ii(1—L < pps
y=t-5 2 mbh m?
stad:
P, = 2 mbhpu : 3 (2b)
° 3 1-1/m
Przy sile P, ugigcie konca belki wynosi:
P, P 8 1y’
Ja, = ;@ = W%(W} h. 3

12

W I fazie obcigzania (tzn. gdy 0 < P < P,) zalezno$¢ sity P od ugigcia f (rys. 4) wynika
ze wzoru:

m*Eb
= f. 4
= aumy @
II faza obcigzania Py, < P < Pp (fragment Ay, A, A>, B wykresu — rys. 4)
II faze obcigZzania wygodnie jest oméwié na przykladzie belki skladajacej si¢ z kon-
kretnej liczby ptaskownikéw. Niech przykltadowo belka skiada si¢ z o§miu plaskownikow.
Podstawiajac m = 8 do wzoru (2a) otrzymuje si¢ sil¢ graniczng P, , natomiast ze wzorn

(3) — ugigcie graniczne f :

16
PAo = 3 bhp[u,, (5)
_Lopu (1Y
Ja = ﬁf(?) B ©

Gdy P = P,,, to ze wzoru (1) wynika, ze wowczas naprgZenia styczne migdzy kolejnymi
ptaskownikami wynosza:

15 12 7
Ty=0 = DK, Ty=1th = _1—6“17“" Ty=t2n = T6P‘“’ Ty=13n = —l?p‘u’ Ty=ztah = 0.

Po przekroczeniu sity P, belka rozwarstwia si¢ na dwie §lizgajace si¢ po sobie potowy
(rys. 2a). Slizganie odbywa sie wzdtuz powierzchni $Srodkowej belki. Sytuacja taka zachodzi
do momentu wystapienia w belce dodatkowych poslizgéw. Sity, po przekroczeniu ktérych
pojawiajg si¢ kolejne poSlizgi (rys. 2), oznaczono literami: P, , P4, Py, , Pa’ (Jezeli
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L 4h _'|_4h

Rys. 2.

sita P > Pg, to w belce skladajacej si¢ z osmiu plaskownikéw $lizgaja sie po sobie juz
wszystkie plaskowniki i jest to juz III faza obciazania belki.)

_ 52
Gdy sita P wzrasta (patrz rys. 4) w przedziale Py, < P < Py, (czyli gdy 1_36 < P < ),

bhpu 9
woéwcezas zgodnie ze wzorem (1) naprezenia styczne w przekroju poprzecznym belki wy-
nosza:

3 Pl (20 V], 3 4PL2), [20¥1-2h) 2}
T2 8 [1 (éﬁ) 7 abn ! ah : M

Wzér powyzszy jest wazny dla 7j,.» = pu. Graniczng wartos¢ przyrostt AP, = AP,

(rys. 2a) uzyskuje si¢ z warunku z,_x = pp = AP, = %bhpg, a wiec

52

PA1=PA°+APA1= 9

bhpu, ®
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I y‘ 1_) .
up=p‘l = [1 1—2~7 (} h‘ lr]p‘u, glee ‘7

a wigc gdy P = P, , wowczas:

natomiast

<4, )

5 1
Ty-0 = DM, Ty—zn = PH, Ty=12r = Fp.u’ Ty=:3n = Tp.u’ Tyazan = 0.

Ugiecie konca belki:

, (AP, [2) PP t pu(1Y
Sa, fP:P,lJ Sa, b(ah)? i E\% h. (10)
3E
12
.. . . 52 P 59
Jezeli sita P wzrasta (patrz rys. 4) w przedziale Py, < P < P, |czyligdy— <——— <"},
! : 9 bhpu 9

to poélizgi wystgpuja zaréwno w $rodkowej powierzchni, jak tez na powierzchni styku
pierwszego i drugiego (liczac od powierzchni srodkowej) ptaskownika. Z réwnosci strzalek
ugiecia (rys. 2b) kolejnych §lizgajacych sig po sobie warstw belki wynikaja zaleznosci:

AP1=AP4, AP2=AP3,

AP, [ AP, 13
b(‘3h)3 = ;hﬂ = AP, = 274P,, n
JEL s 3E—

a wigc AP = 24P, +24P, = 56 AP,.
- W przedziatach 4 < |y| < 4h naprezenia styczne zgodnie z wzorami (9), (1) wynosza:

» 3 4P, [, [20v1=2,5h)
= et 7 308 {1 [‘ 3 “ a3

Wzér powyzszy jest wazny tak dlugo, az przyrost sity 4P, osiagnie wartosé graniczna,
przy ktérej 7, = 2h = pu. W granicznym przypadku (rys. 2b):

3 AP
AP, = (AP,), = 3 bhpu, AP, = (4P,), = (_2;‘) _ 72 L bhpu,
AP, = 56(AP,). = ; bhpy,
czyli:
PAz = PA1+APAZ = —?bhpﬂ. (14)

Po podstawieniu 4P, = (AP,,) = iblzpy do wzoru (13) otrzymuje si¢:

T

<4,

) (15)

wzlr wazny jest dla | < ‘%
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a wigc gdy P = P, , wowczas:
2
Ty=3h = DY, Ty=s2n = DY) Ty=1+3n = ~3-p/t, Tyozan = 0.
Przy P = P, ugigcie korica belki wynosi:

@R 1 pu (1)
Ja, =Jo-ra, —fAl+m = ?7(7) h. (16)

Gdy sita P wzrasta (patrz rys. 4) w przedziale P, < P < Pg (czyli gdy5—9 < P < L ,
3 9 bhpp 97/
wéwcezas §lizgaja si¢ po sobie powierzchnie juz czterech wewnetrznych plaskownikéw
i wtedy zgodnie z rys. 2¢, f; = f, = ... = fs,azatem: AP, = AP, AP, = AP; = AP, =
= APS)
AP, 3 AP, 13
L = AP, = AP, = 84P,, an
AE b(2h) g b bh3
12 12
AP = 24P, +44P, = 204P, = j_ AP,. (18)

W przedziatach 2A < |y| < 4h, zgodnie ze wzorami (15) i (1):
2

U= Trer,t ) o 2h

Z powyzszego wzoru wynika, Ze 7),_3, = pp wéwczas, gdy:

4 AP 1
AP, = (APy), = o bhpp, AP, = (@Pg), = 2D — C bpy,
10
APy = 20(4Pp), = '9_th,“,
_ 23 :
PB = PA,+APB = Tbhp[ll. (20)
Jezeli P = Pg, to
TP:PBZ_( _lh % @D
wzOr wazny jest dla: 2 < '—E < 4

i wowczas:
Ty=—y20 = PU, Ty=+3n = DU, Tyzrdh = 0.

Strzatka ugigcia konca belki przy P = Pp wynosi:

. AP, 1> pu (1Y
S8 = Jfe=p, _‘fA,+W3/12) = ﬁ(_) h. (22)
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III faza obcigzania P > Py

Dalsze obcigzanie belki sita P > Pp powoduje narastanie zginania belki, ktéremu
towarzyszy §lizganie si¢ po sobie juz wszystkich plaskownikéw. Sity dziatajace na korfce

kolejnych (liczac od gory) plaskownikéw oznaczono symbolami: P, P,, ..., P, a wiec
i) ‘
P= DP.
k=1
<I—|
E .
£
5
ai
) Rozktad naprezen stgczngch. _ ?-gmox 6= #1. -él
W,
a) b) a)+b) p=const D—* Al=-NL
A i — 2Ebh
M
)
-
E
&= A
gl Fea
= =T =
T El 2
El = el
Y Y Tl

P

Rys. 3.
Strzatki ugiecia kolejnych (patrz rys. 3) plaskownikéw wynosza:

. h
3 (P,“b")l3 3 Bk
P! 2 4l (Pl— L ) 4]

hig 3E@H12) ~ 3E(®R*[12) ~ Ebh® x = Fe® D
s pPB (ppb- W) 4P T
h= 3E®BR3/12)  3EDbA]12) ~ EbA® Gierbhan) = prs T 23)
gdziei =2,3,..,m—1
h 3
PR _(”“b 7)1 L I PO YR DL
™= 3EGR12)  3E@R12) | EbRS \'mT 2 7PH ] T TEppz im
tu podstawiono: f’l = P,—-—;— bhpu; TA',,, = Pm—% bhpu, _ (24a)
T, = P,—bhpu, gdzie i=2,3,..,m—1. (24b)
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Z warunkéw: f; = £, = ... = f, = f wynika, ze: 3
T,=T,=..=T,=T, (25)
okazuje si¢ wigc, Ze wielkosci 7:1 s fz, vees T, w Die Zaleza od mumeru warstwy.

m
Wykorzystujac powyzsze zaleznosci i uwzgledniajac fakt, ze D P, = P otrzymuje
k=1

si¢ nastepujace wzory na P,, P,, P;:

1 m—2
Pi=Py=- (P—Tbhpy), (26a)
1 m—2 1 1
P = o (P— Tbhp,u) +7bhp[u = (P+bhpu), (26b)
gdzie:.i =2,3,...,m—1.
Ze zwiazkow (25), (24), (26a) wynika, Ze:
T=T, =%[P (m—l)bhpy], tu k=1,2,3,..,m. Q@7

Nastgpnie po wstawieniu T (27) do wzordéw (23) okresli¢ mozna strzatk¢ ugigcia belki:

4 (1V
f=—5 (*) [P—(m—1)bhppul, (28)
a wigc sita P = 4'('; Ty S+P,, (29)
gdzie: Py = (m—1)bhpu. (30

To, Zze rozklad sity P na poszczegolne plaskowniki jest wlasnie taki jak otrzymano wyzej
(26a), (26b) wynika z identycznoéci ugig¢ koncow wszystkich plaskownikéw. Nalezy
zauwazy¢, ze warunek identyczno$ci strzatek ugie¢ koncéw plaskownikéw wcale nie
zapewnia automatycznie identycznosci linii ugigé tych plaskownikéw, mozna jednakze
wykazaé catkujac rownania rézniczkowe linii ugigé ptaskownikow, ze w omawianym
przypadku uginaja si¢ jednakowo nie tylko korce poszczegélnych ptaskownikow lecz
i cale plaskowniki. Identyczno$¢ ugie¢ warstw belki powoduje, Ze w trakcie zginania
naciski migdzyzwojowe nie zmieniaja sig, czyli tak jak zatozono w modelu obliczeniowym
migdzy wszystkimi warstwami stale naciski p; = p = const.

W szczegdlnym przypadku gdy belka sktada si¢ np. z o$miu ptaskownikéw (m = 8),
funkcja P(f) ... (29) ma postaé:

2Eb
= 7 bh 31
P (1/h)3 -f+ pH - (3D
Poprzednio okreslono (22), ze wielkos$¢ ugiecia belki, od ktérego rozpoczyna si¢ $lizganie
: , : L : AN N
po sobie wszystkich o$miu ptaskownikow wynosi fz = %(7) h. Po podstawieniu tej

. r 23 .
wspotrzednej do wzoru (31) otrzymano wartos¢ sity P = P = —bhp,u, a wigc uzyskano

ta drogg taka sama warto$é sily Pp jak poprzedmo (20), gdzie przy okresleniu sity Pg
postgpowano nieco inaczej.
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3. Odcigzanie belki wspornikowej

~ W przypadku pokazanym na rys. 4 zalezno$¢ sity P(f) przy odciazaniu przedstawia
linia tamana przechodzaca przez punkty C, E,, E;, E,, F, H. Wystgpuja wowczas trzy

jakosciowo rézne fazy odcigzania.

A
p“
7 ' ¥
o
o~
Ky B
~J
R=m-Nbhpd
Az
Ay
Ag

|
| ’
| »
+ L
7
| s
|
1 <
HeZTo5—(m-1)onpp]
I-'"rﬁl(lm Q;Bé:‘_h; _szfbhpp] 3 2
4 + + 4(1/h ,._m
punktu K, [—-((LLm il) -EéJ-h et DhPH ]
3
Wspéhrzedne : § punktu C {%(nlli%)' [R-(m-1)bhpp ] ;Pc]
3 2 J
punktu 6 {—LL)—“ Uh) (p, O -t bhpp];o}
Rys. 4.

I faza odcigzania zachodzi gdy sita P maleje w przedziale Pc > P> Pg,. W tym
zakresie odcigzania wartosci jednostkowych sil tarcia wystgpujacych miedzy stykajacymi
si¢ plaskownikami mieszcza si¢ w przedziale pu > 7 > —pu co oznacza, ze w I fazie

5 Mech. Teoret. i Stos. 4/89
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plaskowniki nie §lizgaja si¢ po sobie. Belka zachoduje si¢ jak cialo jednolite sprezyste.
Na odcinku CE, (rys. 4) funkcja P(f) okreslona jest wzorem:
m>Eb 5 G

Vi DB —rina ) — [Pc(m? = 1) ~m?(m—1)bhpy], (32
— gdy Pc > P > Pp wbwczas wraz z maleniem sily P maleja naprezenia tnace w prze-
kroju poprzecznym belki,
— przy P = P, znikaja sily tarcia na powierzchniach styku ptaskonwikéw znajdujacych
si¢ najblizej srodkowej powierzchni belki,
— w przedziale odciazania P, > P > P, sily tarcia na powierzchniach styku plaskow-
nikéw stopniowo zmieniaja znak,
— przy sile P = Py, maksymalne jednakowe sily tarcia w Srodkowej powierzchni belki
osiggaja najwicksza moZliwei bezwzgledng wartos$¢ réwna [Tp_pe| = |— Tomax| = Pit.

11 faza odciazania belki PE0 = P > P (rys. 4) rozpoczyna si¢ gdy sita P malejac
osigga warto$¢ Pg , wowczas na powierzchniach plaskownikéw znajdujacych sig najblizej
‘$rodkowej powierzchni belki jednostkowe sily tarcia 7 = |— Tomaxl = pu. Od tego mo-
mentu odciazaniu (prostowaniu) belki towarzysza po$lizgi wzdtuz powierzchni plaskow-
nikéw $rodkowych. Przy dalszym odciazaniu dochodza poslizgi przy sitach Pg , Py, -..
na powierzchniach kolejnych (liczac od srodka) plaskownikow. W II fazie odciaZania
wykres P(f) jest linia tamana sktadajaca si¢ z szeregu prostych odcinkéw. Linia ta prze-
chodzi przez punkty E,, E,, E,, .... Przy okre$laniu wspodlrzednych tych punktow nalezy
postepowaé podobnie jak podczas obciazania przy okreslaniu polozenia punktéw A,
Ay, A5, ..., B. Réznica postgpowania polega na tym, Zze odciazanie rozpoczyna si¢ nie
od zerowego stanu napreZenia, lecz od stanu naprezenia widocznego na rys. 3, zaleznego
od wielkosci sity Pc. Od tego stanu nalezy odejmowaé odpowiednie paraboliczne stany
naprezen wynikajace z odciazania. Sity Py, Py , Pg,, Pp okrela si¢ z warunku, Ze przy
tych sitach jednostkowe sily tarcia na kolejnych powierzchniach plaskownikéw osiagaja
warto$€ v = | — Tomax| = DU-

III faza odciazania P < Pr (rys. 4) wystepuje gdy przy odciazaniu $lizgaja si¢ po sobie
juz wszystkie ptaskowniki. Plaskowniki §lizgaja si¢ wéwczas w kierunkach przeciwnych
niz to miato miejsce w trakcie obciazania. W omawianym przypadku zaleznosé P(f)
uzyskaé¢ mozna ze wzoru (29) otrzymanego dla 111 fazy obciazania przez zmienienie w tym
wzorze znaku wystepujacego przy wspdlczynniku tarcia na przeciwny — a wigc:

mEb mE
—Wf—f’o —Wf—(m“l)bhpﬂ- (33)
W omawianym przypadku trwate ugiecie wynosi:
foeo = fo = gm=b e (! 3;, (34)
p=o —Je m E\h]"

W prowadzonych tu teoretycznych rozwazaniach ptaskowniki tworzace belke traktowane
sa stale jako elementy sprezynujace, podlegajace prawu Hooke’a. Zaistniale tu trwale
ugiecie belki f; wynika wylacznie z faktu pojawienia si¢ na powierzchniach styku ptas-
kownikéw — wewngtrznych, jednostkowych sit tarcia —pu. Likwidacja trwatego ugigcia
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belki jest mozliwa przez obcigZenie belki przeciwnie dzialajaca sila do wartosci P = Py =
Z

bhpu i nastepnie odciaZeniu do zera. Likwidacja sily P przebiegajaca na wykresie

m+1
P(f) (rys. 4) na odcinku H—0 mimo, ze likwiduje ugigcie belki nie likwiduje istnienia
wewnetrznych samorownowazacych sig sit tarcia istniejacych na powierzchniach styku
plaskownikéw. Poczatkowo przy pierwszym cyklu obcigZzenia (przy P = 0) naprezen
wewnetrznych w belce nie bylo, natomiast teraz (przy drugim i przy nastgpnych cyklach)
przy P = 0 napr¢zenia wewngtrzne wystepuja i dlatego w zakresie obcigZzania 0 < P < Py,
(rys. 4) przebiegi wykreséw P(f) w pierwszym i nastepnych cyklach nie sg identyczne,
a wigc na rys. 4 linia tamana 4,, A,, 4,, B nie pokrywa si¢ z linia A4y, Ay, A3, B'. Jezeli
cykle zmiany obcigZen powtarzaja si¢ stale w przedziale Py < P < Pc, to funkcja P(f)
w drugim i nastgpnych cyklach przebiega¢ bedzie stale wzdiuz tej samej petli histerezy
utworzonej z linii lamanej przechodzacej na rys. 4 przez punkty H, A, Ay, 45, B, C,
E,,E ,E,, F, H

4. Okreslanie pola ogramiczonego petla histerezy

W praktycznych obliczeniach wygodnie jest teoretycznie otrzymang petle histerezy
zastapié petla zastgpeza o ksztafcie réwnolegltoboku przechodzacego na rys. 4 przez punkty
H, K, C, K,, H. Oznacza to,. Ze przyjmuje si¢, iz podczas zginania w belce Il-gie fazy
obcigzania i odciazania nie wystepuja. W takim uproszczonym modelu _obliczeniowym
zaklada si¢ wigc, Ze przy obcigzaniu — w przedziale Py < P < Pg, i odcigzaniu — w prze-
dziale Pc > P > Py, — belka jest cialem jednolitym sprgzystym, natomiast przy pozo-

3
fo= mEb- (Fe=(M-otop]

R
T

e
o =
& o

3
¢ _4amy pp

K1__ m{m+1) E

m
Fe,= st OPH
; = 2R [fe (2]
Fy =(m-1)bhpp-—~

SR

’ aq/my’

o
\

f //:]/f'FmEb [P+ (m-1)ohpy]
« W

Rys. 5.

5
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stalych zakresach obcigzania i odcigZzania §lizgaja si¢ po sobie réwnocze$nie wszystkie
plaskowniki. Czynienie takiego uproszczenia jest dopuszczalne wowczas, gdy roézZnica
migdzy polami petli doktadnej i zastgpczej sa niewielkie. Szeroko$¢ petli histerezy zalezy
wprost proporcjonalnie od wielkosci naciskow migdzywarstwowych p i od warto$ci wspoi-
czynnika tarcia u. Nalezy w tym miejscu zauwazyé, ze niedokladnosci przy okre$laniu
wielkosci pola petli histerezy znacznie bardziej zaleza od dokladnosci trudnej do precy-
zyjnego okreslenia wartoéci wspotczynnika tarcia x4 i od doktadnosci okreslenia naciskow
migdzyzwojowych p — niz od faktu zastapienia petli rzeczywistej przez petle zastepceza.
W dalszych zamieszczonych tu rozwazaniach analizowane beda tylko takie belki
wielowarstwowe, w ktérych bedzie mozna w przyblizeniu przyjaé, Zze petle histerez wykre-
s6w P(f) sa rownolegtobokami. Oznaczono pole -ograniczone ta p¢tla symbolem y. Roz-
patrzone zostana belki poddawane w sposéb statyczny cyklicznym zmianom obciazania
w przedziale Py < P < Pc (gdzie Py = Pum, Pc = Ppax). Przy poczynionych wyzej
zalozeniach warunkiem koniecznym do wystapienia zamknigtej petli jest to aby amplituda

zmiany cyklicznych obciaZzen belki Pe=Pa > Py, gdyZz wéwczas pole petli w > 0.

2

Na rys. 5 znajduje si¢ wykres P(f), ktéry poczynajac od drugiego cyklu obciazania
jest dla kolejnych cykli niezmienny i przechodzi przez punkty H, K, C, K,, H. Pole
petli histerezy wykresu P(f) wynosi:-

v = 2Po(fo—Jfx,)) = 2Po[fc— (fu+2fx)] =
8(m—-l) bh* Pc— Py 2
= B (‘h‘) [T_( )——”‘J_‘T (pp) ] (35)

Wykazane zostanie teraz, jak: (przy Pc = const i Py = const) zmienia si¢ pole ograniczone
petla w zaleznodci od iloczynu pu, (pu = Tomex). Wykres funkcji w(pu) jest parabolg
(rys. 6), ktorej maksimum wystgpuje gdy:

m+1 P.—P
pu = (P:u)vpr = “am? ‘*C*bh—H’ (36)
A
Yy
1 (P P)
wmox: m3 C o (h)

m+1 Pe- PH\ l PH
(PH)opt=, “amZ “Bh | |
—————

m+1 Pg PH
(pp)qr 2mZ bh

Rys. 6.
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wowczas:
m2+1
(PO)opt = "4;2— (PC—PH), (37)

maksymalne pole:

Ymax = Yipwlop =

- md Eb
Ze wzoru (34) wynika, ze pole p = 0 gdy:

m*—1 (Pc—Py)? (I}’
: (—/;) . (38)

m+1 P.—Py
PR R YA 39)
Przypadek pu = 0 dotyczy teotetycznego, idealnego modelu belki, w ktérej nie wystepuja
migdzywarstwowe sity tarcia. Natomiast warunek:

> —’% PPy 1;113" jest réwnoznaczny z warunkiem: PC;P"
Woéwczas p = 0, gdyz ptaskowniki tworzace belke sa na tyle mocno $cisnigte, Ze podczas
zginania belki nie $lizgaja si¢ po sobie. Slizganie moze si¢ pojawi¢ dopiero po dostatecznie
duzym zwigkszeniu amplitudy zmiany obcigzania belki.

Interesujacym z praktycznego punktu widzenia jest przypadek zmiany obcigzania
belki w granicach — P¢c < P < Pc. W takim przypadku nalezy do wzoréw (35)+(39) pod-
stawi¢ Py = — P i wowczas:

pu=0 oraz pu = (pwW, = 2(PWop =

m2
< = Pg .
o bhpu = Py,

_ 16(n—1) bk? (1 [ Pc m? »
VYeu=-pc = —— "\ o1 (pw)— m(ﬂ/‘) | (402)
Jezeli Py = — Pc = const, to:
4m2-1) PE (1Y’
Yimax = Ypiopr = T f% 7 > (4Ob)
gdzie:
m+1 P m*+1
(Pﬂ)apt = Az “I;g‘, (PO)opt = Tomz P, 41)
i woéwczas: ;
m+1 P
(Per = 2P0 == 5= 1 (42)

Wzory (35), (38), (40) okreslajgce pole ograniczone petla histerezy w przypadku liczby
ptaskownikéw m > 2 sa wzorami przyblizonymi. Poprzednio zostalo wykazane, Ze z racji
istnienia II-gich faz obcigzania i odcigZzania petla wykresu P(f) nie przechodzi przez
punkty Ky, K, (rys. 4); K3, K, (rys. 5), lecz przebiega w bliskim ich sasiedztwie. Ze wzo-
réw (35), (40) — na pola petli o ksztalcie rownolegltoboku, uzyskuje si¢ wigc wyniki nieco
wigksze niZz by¢ powinny. Jezeli natomiast belka sklada si¢ z dwdch (m = 2) plaskownikéw,
to wzory (40) na pole yn-, sa wzorami doktadnymi, gdyz wowczas IT-ga faza jest réwno-
czesnie 11T fazg — wtedy wykres P(f) widoczny na rys. 5 jest wykresem dokladnym i jezeli
dodatkowo Py = — P, to:

bh2 [ IN’[ P 4 hi3(3Ps—4qh
Ymz = STI(Z) [b—,i-(pu)— y(pu)z] = —22—(9%1—&, (43a)

Py=-Pc
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gdzie g = upb, I = bh*/12,

3 3 P (1)3 436

(Vz2_p s = (Vnzz_p e = 5 g \5) (43)
_ 3 Pc. 3 P

(p/‘)npr = 8 bR’ (P,u)gr =T B 44)

Wyzej otrzymane wzory dotyczace przypadku m = 2 sg identyczne ze wzorami dla belki
dwuwarstwowej wyprowadzonymi przez L. E. Goodmana i I. H. Klampa [2].

5. Inne przypadki zamocowania belki

5.1. Belka podparta na obu kodcach przegubowo obcigzona w Srodku sila skupiona. Na rys. 1b
pokazana jest belka o dlugosci L, = 2/, wykonana ze Sci$nigtego (p = const) pakietu
pIaskownikéw: Belke t¢ mozna podzieli¢ na dwie belki wspornikowe o dlugosci I = L,/2
obcigzone na kotcach sitg skupiong P = Q/2. W rozpatrywanym przypadku po dokonaniu
. podstawien otrzymano:

OBCIAZANIE BELKI

I faza obciazania

4Ebm? 4m
Q - (L /h)3 f QAO = 737bhp/": (45)
on _ (Ly/h)? pu
T E (46)
I_Iﬁzﬁa obcigzania dia belki skiadajacej sie z oSmiu praskownikow
_ on _ (Ly/h)? PU
Qa = Tbhp/" AT 192 E°
_ lo4 fa, _ (Li/h)® pp
Qu =5 bhou. = "ygg ko
118 /. (Ly/h)® pu “n
— 4, _ \HUW O
Qa, = —g~ bhpu, S = =53¢
_ 46 fo _ (Li/h)? pu
Qo= 3 bhpp, T = "5~
Il faza obciazania |
4mEb
, 48
Q (Ll/h)g f QO ( )

gdzie:

Qo = 2(m—1)bhpu. (49)
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ODCIAZANIE BELKI

I faza odciazania

4Ebm .
II faza odciazania
II faza odcigZania jest przypadkiem posrednim miedzy I i III faza odciazania.
III faza odcigZania

4mEb
Trwate ugigcie belki wynosi:
-1 pu (L 3
1
fo=tfomo = Ty g ( i ) h (52)

Belka sktadajaca si¢ z o$miu plaskownikow, podparta na obu koncach przegubowo i ob-
cigzona w $rodku poprzeczng sita Q poddana zostata badaniom doswiadczalnym, Uzyska-
no zadawalajaca zgodnos’Aé wynikow dos$wiadczalnych z wynikami otrzymanymi teoretycz-
nie przy wykorzystaniu wyZej przytoczonych wzoréw. Rezultaty badan oraz ostateczne
wnioski podane sa w publikacji [1].

5.2. Belka sztywno zamocowana na obu koiicach i obcigzong w Srodku sila skupiona. Z belki po-
kazanej na rys. lc o dlugosci L, = 4/, wykonanej ze $cisnigtego pakietu ptaskownikow,
obcigzonej w Srodku skupiona sita Q (Q = 2P), wydzieli¢ mozna cztery belki wspornikowe.
Ugiecie belki w srodku jej diugosci wynosi f.. Rozwigzanie oméwionego zagadnienia
uzyskuje sig¢ przez podstawienie do wzoréw wyprowadzonych w p. 2 dotyczacych belki
wspornikowej : '

I'=1L/4, P=0Q/2, [f=/)/2-
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Peszwme

AHAJIN3 PABOTEI BAJIOK IIPY M3THUBE U O,IIHOBPEMEHHOM COBUTE COEJIAHBIX U3 .
CKATOTO ITAKETA INIOCKUX CTEP)XHEN

Iemo paGoThi ABJIAETCA MMOJNYUEHHE TEOPETHUECKON 3aBHCHMOCTH cHiibl P ot ustnba f ans Ganok
MMOKa3aHbIX HA pHC: 2a, b, ¢, OKa3am0Ch, UTO KOrJa CYLUECTBYET TPEHHE, TO MOABIMIOTCA 3 KaueCTBEHHO
pasHbie (aspl Harpy)KeHusa ¥ pasrpyxkenus Gamku. KauecTBennas pasHMla BO3HHMKAET OTTYHA, YTO
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B Hauane I-#f $asbl IUIOCKHE CTEPYKHH He CKOJIb3AT OAMH II0 Apyromy. B cremyrommx dasax I1-it u I1)-i
B CKHUManoH GanKe, IUTOCKUE CTEPYKHK [IEPEMEILAIOTCA 1o cebe, UTO MPUBOLNT K 3HAUMTEJILHOMY YMEHE-
IIEHHIO YKECTKOCTH 13ruda Ganxku. Okasanocs 4to 3aBycumMocTh P(f) BblpaykaeTcs netieil ructepesbl.
B paGoTe mosydeHO o€ meriel HCTepesbl.

Summary

BEHAVIOUR OF BEAMS MADE FROM COMPRESSED PACKAGE OF FLAT
IRON BARS, UNDER BENDING AND SIMULTANEOUS SHEAR

The aim of the paper is the theoretical determination of the relationship between force P and deflec-
tion f for beams shown in fig. 2a, b, c. It has been shown that when the Triction is present in the cases con-
sidered the three qualitatively different phases of beam loading and unloading may occur. In the later
phases (second and third) flat iron bars in the bending beam slide one another resulting in the distinct
decrease of flexural rigidity of the beam. It appears that the diagram P(f) forms the hysteresis loop. In
the paper the area of the hysteresis loop has been also evaluated.

- Praca wplynela do Redakcji dnia 23 kwietnia 1987 roku.



