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Praca zawiera podstawy teoretyczne oraz przykiad zastosowania metody optymalnego
ksztaltowania ustrojow nosnych przy warunku pobocznym lokalnej sztywnosci. Zadanie
optymalizacji moze by¢ sformulowane jako zadanie minimalizacji masy ustroju przy za-
chowanju stafej energii sprezystego odksztalcenia postaciowego lub zadanie minimalizacji
energii odksztalcenia sprezystego przy zachowaniu stalej masy. Warunek poboczny stanowi
ograniczenie wartosci bezwzglednych lub wzglgdnych przemieszczen wybranych punktéow
obszaru ustroju w warunkach odksztalcenia sprezystego.

1. Wstep

W dotychczasowych pracach poswigconych zastosowaniu twierdzenia Wasiutynskiego
o wyréwnanym potencjale sprezystym [1, 2] i metody elementow skonczonych do opty-
malnego ksztaltowania ustrojéw nosnych [3, 4, 5, 6, 7] przedstawiony zakres opracowan
teoretycznych, jak tez szczegétowych rozwiazan technicznych zawgzony byt do przypadkow,
w ktérych warunki ograniczajace narzucaly okre§lone wartoSci energii odksztalcenia
lub masy ustroju oraz wybranych parametréw geometrycznych jego obszaru. Z tego punktu
widzenia zawarta w pracy [5] oraz w niniejszym artykule propozycja autorow rozszerzenia
zakresu zastosowan metody oraz opracowanych na jej podstawie procedur numerycznych
do ksztaltowania ustrojéow z uwzglgdnieniem warunkéw pobocznych dotygzqcych wartosci
wybranych przemieszczen uogélnionych optymalizowanego ustroju w warunkach defor-
magcji stanowi istotne rozwinigcie stosowanej metody, zaréwno pod wzgledem teoretycz-
nym, jak tez pod wzgledem jej uzytecznosci technicznej.

2, Podstawy teoretyczne procedury optymalnego ksztaltowania ustrojow nos$nych
z uwzgl¢dnieniem warunku lokalnej sztywnoSci

Zagadnienie doboru optymalnego ksztaltu ustroju nosnego sformulowane w pracach
[1, 2, 3] zostalo ujete nastepujaco:
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Znalez¢ w obszarze £2 ciala obcigzonego sitami zewngtrznymi o danym rozkladzie P;(r),
i=1,2,...,w (w—liczba wspdirzednych sil uogdlnionych stosowna do typu uktadu
sprgzystego— np. dla tarczy i pltyty w = 3, dla uktadu przestrzennego w = 6) rozktad
gestosci masy o(r), dla ktoérego catka:

U= fu(r)dg, (D

gdzie u(r) jest funkcja gestosci energii odksztalcenia ciala, przyjmuje warto$¢ minimalng,
przy jednoczesnym spelnieniu warunku:

M= f@(r)dQ = const. 2

Zadanie to z punktu widzenia rachunku wariacyjnego stanowi tzw. zadanie izoperymetrycz-
ne, dla ktorego réwnowaznym jest zadanie poszukiwania minimum funkcjonatu [4]:

F= [ [u()+2e()]dQ, 3)
0

gdzie 2 jest mnoznikiem Lagrange’a.

Zastosowanie MES do modelowania optymalizowanego ustroju prowadzi do przedsta-
wienia gestosci energii odksztalcenia » i gestosci masy o jako funkcji wektora gestosci
(grubosci, pol przekrojow) w poszczegdinych elementach skonczonych modelu:

u=u(,r), o=oe(,r). @

Wobec znacznej liczby K parametréw v, k = 1,2, ..., K zadanie minimalizacji funkcjo-
nalu (2) metodami rachunku wariacyjnego jest praktycznie nierozwiazalne — chocby
ze wzgledu na trudnosé¢ w okresleniu funkcyjnej postaci wielkosci u(v,r). Wskazany
sposOb rozwigzania zadania optymalizacyjnego bazuje na twierdzeniu Wasiutynskiego
przyjetym za podstawg procedury numerycznego poszukiwania optymalnego rozkladu
gestosci masy jako takiego, ktoremu odpowiada wyrdéwnany potencjal odksztalcenia
w obszarze ciala.

W niniejszej pracy pokazana zostanie mozliwos¢ wykorzystania analogicznej proce-
dury optymalizacyjnej do zadania optymalnego ksztaltowania ustroju no$nego przy na-
tozonych warunkach pobocznych dotyczacych lokalnej sztywnosci ksztattowanego ustroju.
Przez wymog Iokalnej sztywnosci rozumiany bedzie warunek‘ograniczajqcy przemieszcze-
nie uogolnione §; wybranego punktu ksztaltowanego obszaru:

8 < do. )

Wobec tego, ze przemieszczenie d; mozna wyrazi¢ za pomoca energii odksztalcenia ciala
w sposOb nastepujacy:

5_f3u dQ, (6)
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warunek (5) przyjmuje w granicznym- przypadku postac:

a P, = dQ = 8, (D
gdzie P; jest sita uogdlniong odpowiadajacg przemieszczeniu 8; — jezeli taka sila w ukta-
dzie nie wystgpuje P; oznacza sil¢ wprowadzona o wartosci zero.

Biorac pod uwage zadanie minimalizacji funkcjonatu (1) przy ograniczeniach (2) oraz (7)
jest ono réwnowazne zadaniu minimalizacji funkcjonatu:

ou(r)

7P, + Zo(n)]dS2, 8)

K= [ wp+p 222

w ktorym 2 i P* to mnoZniki Lagrange’a.
Wyrazajac energi¢ odksztalcenia sprezystego ciala w postaci jednorodnej kwadratowej
funkcji obciazen funkqonalown K nadamy postac:

- ;Za,kP,-PﬁP*Z B Pk+lfe(rld9» ©)
ik * @

a przeksztalcajac otrzymamy kolejno:

i | .
= N 0P Pt §'P*a,kPk%—ZP*aumxfe(r)dQ,
ik k k 2 ©)
1 ‘\'1 | |
== N6uP Pt N PouPt = N PSP Zf@(r)a’.Q.
2 2 2 Z, 3
i T o4 2

K

Pierwsze trzy cztony znajdujace si¢ po prawej stronie wyrazenia (9') mozna interpretowaé —
jak to wynika z ich postaci — jako energie odksztalcenia analizowanego ukladu pod dzia-
laniem ukladu sit zewngtrznych P; uzupelnionego o silg P* odpowiadajaca przemiesz-
czeniu uogdlnionemu §;, na ktére naloZone zostalo- ograniczenie (5). Sita P* jest zatem
fizykalna interpretacja mnoznika Lagrange’a z zastgpczego zadania minimalizacji funkcjo-
natu (6). Dzigki takiej interpretacji zadanie minimalizacji funkcjonatu (9’) mozna traktowaé
jako zadanie minimalizacji potencjalu odksztalcenia sprezystego ukladu zastgpczego —
z dolaczona sila uogdlniong P* odpowiadajaca ograniczonej wspétrzednej — przy za-
chowaniu warunku statej masy ukladu.

Jest to zatem zadanie analogiczne do rozwiazywanego uprzednio za pomoca procedury
opartej na twierdzeniu Wasiutynskiego.

Do rozwigzania zadania optymalizacji ksztaltu ciala przy ograniczeniu przemieszczenia
wybranego punktu mozna wykorzystaé t¢ samg procedurg jak dla uktadu bez ograniczen.
Warto$¢ wprowadzonej do uktadu sity P* ustala si¢ z warunku (7) — przyjmuje si¢ naj-
mniejsza z wartosci prowadzacych do spelnienia tego warunku przez przemieszczenie 6,
w ukiadzie uksztaltowanym po odjeciu sity P*.

Powyzszym wnioskom mozna nadaé forme twierdzenia:
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Twierdzenie 1. Ustrojem noSnym o danej masie M i okreslonym ukladzie obciazen
zewnetrznych, charakteryzujacym si¢ najwigksza sztywnoscia (najmniejsza energia od-
ksztalcenia sprezystego), spelniajacym warunek:

6i < 605

gdzie §; jest wspdlrzedng uogolniona przemieszczenia ustalonego punktu ustroju, jest

ustréj o najwigkszej sztywnosci poddany zastepczemu ukladowi obciazen.

Zastepczy uktad obciazen jest to rzeczywisty ukiad obciazen uzupelniony o site uogélniona

P* odpowiadajaca ograniczonemu przemieszczeniu o najmniejszej wartosci, jaka prowadzi

do spetnienia warunku lokalnej sztywnosci-w ustroju optymalnym po odjeciu sity P*.
W przypadku, gdy warunek lokalnej sztywnosci dotyczy wzglednego przemieszczenia

pary punktéw uktadu:

di~0; <, ' (10)

korzystajac z zaleznosci (6) warunkowi (10) mozna nadaé postad):

f(j;j __8‘3},‘__) 40 < 6. (1)

2
Prowadzi to do zadania minimalizacji funkcjonalu:

u(r) _ oulr)

K = nf [u(r)+1>==(- o

)+Ag(r)]d9, (12)
w ktérym P* i 1 maja znaczenie jak w wyrazeniu (8). Podstawiajac energie odksztatcenia
w postaci funkcji sit zewnetrznych otrzymamy:

K= %_Zak,pkp,w*(z (SikPk—Zé_,-kPk)+lfg(r)d!}, 3
k1 k J (7]

a po przeksztaiceniach:

I I ~ I L
K= Zék,PkP,Jri-P* Z aikpk+72'zsk,1>*1>k+—2-(—P*) Zé,kpﬁ
k, k k k

+—;» Zak,.(_ P¥) P+ lf 0(r)dQ. (13

k 2

Posta¢ funkcjonatu K pozwala na jego interpretacje jako odnoszacego si¢ do uktadu
wolnege od warunku lokalnej sztywnoéci w postaci (10) poddanego jednak zastgpczemu
uktadowi obciazen. Uklad ten stanowi rzeczywiste obcigZenie ksztaltowanego ustroju
uzupetnione o pare sit uogdlnionych P* oraz (— P*) przylozonych w punktach, ktorych
przemieszczenie wzgledne podlega ograniczeniu i stosowne do rodzaju tego przemieszczenia.
Wartosé tych sit bedacych fizykalna interpretacja mnoznika Lagrange’a z wyrazZenia (12),
mozna wyznaczy¢ z warunku (10) — jest to najmniejsza z wartosci P*, dla ktoérej waru-
nek (10) jest spetniony w uksztaltowanym ustroju pod obciaZeniem rzeczywistym.
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Twierdzenie 2. Ustrojem nosnym o danej masie M 1 okreslonym ukladzie obcigzen
zewnetrznych, charakteryzujacym si¢ najwigksza sztywnoscia, speiniajacym warunek:

6-i_6j < 60,'

jest ustréj o najwigkszej sztywnosci poddany zastgpczemu uktadowi obciazen.

Zastgpczy uklad obcigZen stanowi w tym przypadku rzeczywisty ukiad obciazen uzu-
petniony o parg sit uogdlnionych P*, (— P*) odpowiadajacych przemieszczeniom, kté-
rych réznica podlega ograniczeniu i o wartosci, jaka prowadzi do speinienia warunku
lokalnej sztywnoéci w ustroju optymalnym po odjeciu sit P*,

W przypadku wigkszej liczby warunkéw ograniczajacych postaci (5) lub (10) zachodzi
mozliwo$¢ rozszerzenia przedstawionej interpretacji postgpowania optymalizacyjnego
przez stosowanie w procedurze ksztaltowania zastgpczych ukltadow obcigZenia zawiera-
jacych odpowlednie sity uogdlnione, ktérych wartosci mozliwe sa do wyznaczenia z wa-
runkow ograniczajacych, jakie ma spelnia¢ ksztaltowany ustréj nosny. Opisany sposdb
postgpowania optymalizacyjnego majacy za podstawe twierdzenia 1 i 2 oraz procedurg
ksztaltowania oparta na twierdzeniu Wasiutyniskiego swa ogdlnoscia obejmuje dowolne
typy ustrojow sprezystych — pretowe, tarczowe, plytowe, plaskie i przestrzenne.

3. Przyklad

Ksztaltowaniu na najwigksza sztywnos¢ poddano sciank¢ stalowej obudowy jedno-
stopniowej przekladni zgbatej o zgbach prostych w zakresie odksztalcen sprezystych.
Scianka o wymiarach 900 x 900 mm ma zatozona poczatkowo stala grubos¢ wynoszaca
5 mm. Scianke zamodelowano siatka elementéw skoficzonych rozpigta na 100 weztach.
Brzegi takiej plaskiej tarczy zamocowane zostaly w kierunkach osi x i y (rys. 1). Jako
obciaZenie przyjeto sile migdzyzgbna przeniesiong na Sciank¢ w miejscu lozyskowania
watkow. W odpbwiednich wezlach $cianki obudowy zaloZono przeciwnie zwrdcone sily
o wartoéciach P = 9.5 kN. Ksztaltowanie odbywa si¢ iteracyjnie przy zalozeniu stalej
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Rys. 1. Siatka elementéw skonczonych $cianki przekladni zebatej wraz z obciazeniem rzeczywistym P
i dodatkowym P*
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masy tworzywa przez przenoszenie matych objetosci tworzywa z elementow o potencjale
nizszym od $redniego do elementéw o potencjatach sprezystych wyzszych. W pierwszym
etapie ksztaltowania byl.to jedyny uklad sit dziatajacych na tarcze. W wyniku ksztalto-
wania na najwigksza sztywno$¢ uzyskano po 20-tu iteracjach rozkiad grubosei $cianki

pokazany na rys. 2.
|25 75 \25
1 \_‘
5

Rys. 2. Izolinie grubosci w ukladzie bez uwzglednienia lokalnej sztywnosci

Catkowita energia sprezysta uktadu zmalata z wartosci poczatkowej U, = 8210 kNmm
do U, = 4980 kNmm. Przemieszczenie wzglgdne w kierunku osi y weztdw, ktére odpo-
wiadaja tozyskowaniu watkéw przektadni wynosi Aw; = 0,81 mm. Ze wzgledu na pra-
widlowa prace przektadni zalozono, ze maksymalne przemieszczenie tych wezidéw nie
moze by¢ wicksze niz 0,2 mm. Poniewaz w uksztaltowanej iciance przemieszczenie to jest
wieksze niz kryterialne w ukiadzie pomi¢dzy analizowanymi wezltami zalozono dodatkowe
sity P*, -

Wielkos¢ tych sit musi by¢ iteracyjnie tak dobrana, aby spetni¢ kryterium lokalnej
sztywnosci nieprzekroczenia dopuszczalnych przemieszczen. W przykiadzie warunek ten
jest spetniony dla sit o wartosci P* = 7,5 kN. Na rysunku 3 pokazano za pomoca izolinii
rozklad grubosci w mm w $ciance przektadni z uwzglednieniem warunku lokalnej sztyw-
nosci. Przy takim rozkladzie tworzywa catkowita energia sprgzysta jest nieco wyZsza niz
w ukiadzie ksztaltowanym bez sit P* i wynosi U,, = 5010 kNmm, za$ analizowane prze-

Rys. 3. Izolinie gruboéci w ukladzie z uwzglgdnieniem lokalnej sztywnosci
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mieszczenie weztow wynosi Aw, = 0,17 mm. Na rysunkach pokazujacych izolinie gru-
boséci $cianki w obu przykiadach widoczne s3 istotne réznice. W pierwszym przypadku
rozklad ten wskazuje na wzmocnienie Scianki w okolicy lozyskowania walkow na kie-
runku osi x, za§ w drugim na ewentualne zgrubienia (Zebra) o kierunku osi y. Uzyskane
wyniki moga by¢ wskazoéwka dla projektanta odno$nie kierunkéw i rozkladéw uZebro-
wan wzmacniajacych §ciank¢. Nalezy przy tym zwr6ci¢ uwagg na fakt, 2e uzyskana postac
konstrukcyjna jest optymalna w zakresie odksztalcen spr¢Zystych. W przypadku prze-
kroczenia tego zakresu nalezy zwigkszy¢ odpowiednio grubosci bez zmiany ksztaltu.
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"Peswome

OIITUMAJIBHOE ®OPMHPOBAHHE VIIPYIHMX CHCTEM IIPM VYCJIOBHUH
JJOKAJIBHOM YKECTKOCTH

B paGote o0Cy)KAeHbI TEOpETHUYECKHE IIPUHIMALI M [IPUMEP PEATHIALUN METOAA ONTHMH3ALHNM (dop-
MBI YIPYTHX CHCTEM NPH YCIOBHH JIOKAJBHOM rKécTKocTH. IlpobiieMy onTHMHU3aLMH MOYKHO (opMyJiH-
POBaTh KaK 3a[auy MHUHHMH3ALHH MACChI TeJla NPH NMOCTOAHHOH 2HEPTHM YNpyroi aedopmauy MM Kak
3afavy MHHUMH3ALMK 3HEPTHH YIIPYTOH AedopMaipy IpH OCTOAHHOM Macce. Y CI0BHE JIOKANbHOM MKECT-
KOCTH NpPEACTaBIACTECA KaK OI‘pﬂH’H‘-IeHHC OTHOCHTEJIBHBIX ﬂCpCMCLlXCHHi:l HEKOTOPBIX ITIYHKTOB CHCTEMBI
npmn ynpyroit pedopmanmu.

Summary

OPTIMAL FORMING LOAD-CARRYING ELEMENTS OF MACHINES
WITH SIDE-CONDITION OF’LOCAL RIGIDITY

The research contains theoretical basis and an example of the application of optimal forming the
load-carrying structures method with the side-condition of local rigidity. The optimalization task may be
formulated as that of the minimalization of the mass of the structure for the conservation of constant
elastic strain energy or as iminimalization of elastic strain energy for the conservation ‘of constant mass.
The side-condition is limiting absolute values or relative shifts ol chosen points of the structure at elastic
strain conditions.

Praca wplynela do Redakcji dnia 25 kwietnia 1988 roku.



