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W pracy rozpatrzono swobodne drgania poprzeczne ukladu dwdch rownoleglych
belek pryzmatycznych polaczonych liniowym elementem sprezystym. W odpowiednich
przekrojach obu belek wystepuja masy skupione, podpory sprezyste i sztywne. Ruch uktadu
opisano dwoma réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Rozwiazania uzyskano stosujac
metodg operatorowa na bazie catkowych transformaciji Laplace’a. Otrzymane rozwiazania
ogélne umozliwiaja okreslenie czgstosci i postaci drgan whasnych belek w przypadku do-
wolnego ukladu obciazent pochodzacych od mas skupionych, podpér sprezystych i sztyw-
nych.

W formie przykladu przeanalizowano drgania ukladu belek swobodnie podpartych
na koncach z jedng wewnetrzna podpora sztywna.

1. Wstep

‘W pracy zajmiemy si¢ drganiami poprzecznymi ukladu zloZonego z dwéch belek po-
laczonych elementem sprezystym. Postawiony problem jest interesujacy przede wszystkim
z teoretycznego punktu widzenia. W teorii drgani niewiele miejsca pos§wiecono dotychczas
drganiom ukladéw skladajacych si¢ z polaczonych sprezyécie elementéw o masach roz-
lozonych w sposéb ciagly. Zagadnienie drgan ukladu ,,dwuciaglego” poza warto$ciami
poznawczymi ma takZe znaczenie praktyczne. Z problemem tym spotykamy si¢ w budow-
nictwie ladowym [11] i inZynierii wodnej [5], w konstrukcjach lotniczych [1] i w budowie
maszyn [6], [8]. Z potrzeb natury technicznej wynika zainteresowanie szeregu autorow
[1], [4]1-= [11] powyZsza problematyka. Rozpatrywano zwykle niettumiony uktad jednako-
wych pod wzgledem fizycznym i geometrycznym belek pryzmatycznych z jednakowymi
i w wigkszosci przypadkéw symetrycznymi warunkami brzegowymi (z wyjatkiem [4],
[6], [7]). Jako model belki przyjmowano najprostsza form¢ Bernoulliego-Eulera (wyjatek
[9]). Element sprezysty typu Winklera traktowano jako niewazki lub inercyjny [7], [10].

W pracy rozpatrzymy swobodne niettumione drgania poprzeczne dwoch réwnoleg-
lych belek pryzmatycznych polaczonych liniowym niewazkim elementem spreZystym.
W odréznieniu od pracy [6] rozwazymy uklad ogélniejszy —z masami skupionymi,
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podporami sprezystymi i sztywnymi. Uktad taki daje do$é szerokie mozliwosci zastosowan
technicznych, gdyz pozwala wyznaczy¢ m.in. drgania belek wieloprzestowych, a takze
moze postuzyé do przyblizonego okreé§lania drgan belek niepryzmatycznych.

2. Roézniczkowe rownania ruchu. Rozwigzania.

Przyjmujemy, ze z belkami sa zwigzane masy skupione m, , m, odpowiednio w przekro-
jach x,, x,. W punktach przylozenia mas belki opieraja si¢ dodatkowo na sprezystych
podporach o sztywnosciach ¢, ¢, (rys. 1).

(1) (2) (3) 1

m /_
1 3 x

0 -

X1 M2 ’Cz 2

X2
(
w

Rys. 1. Oznaczenia: 1, 2 — belka gorna i dolna, 3 — element sprezysty, a, I — rozstaw i diugo$é belek

Podczas drgan ukladu w przekrojach x,, x, pojawiaja si¢ sily skupione:
2

Py(xi, t) = Pi(x, 1)0(x—x;) = —(mi % 3 +c,w,) o(x—xy), ()

gdzie:
w; = w;(x, t) — przemieszczenia przekrojéw belek,
x — wspélrzgdna przestrzenna,
t — czas,
8(x —x;) — funkcja delta Diraca, i = 1, 2.
Przy zaloZeniu ze uklad nie jest ttumiony, a belki sa dostatecznie smukle (umozliwia
to stosowanie teorii Bernoulliego-Eulera) otrzymujemy rézniczkowe réwnania ruchu w na-
stepujacej postaci:

ZW‘
N tafima

* 02 w
E,J, a“;: +0,F——— V2 +k(w2—w1)=—(m2 %02 +czw2)6(x x3),

-—k(WZ—Wl) = —(m‘ aa ’ +C;W1) 6()6 x;)
@

przy czym:
F;, J; — przekroje poprzeczne i momenty bezwladnosci,
0i, E; — masy wlasciwe i moduly Younga, i = 1, 2.
k — wspotczynnik sprezystosci elementu sprezystego.
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Przyjmujemy warunki poczatkowe:

wi(x, 0) = wio(x), walx,0) = wy(x), 3)
ow, _ ow,
ot o v10(%), ot |z, 0

= 050(X).

Dla zachowania ogélnoSci rozwiazan nie precyzujemy warunkéw brzegowych, zakia-
dajac jedynie, Ze wynikaja one z kombinacji mozliwych sposobdéw zamocowania koficéw
belek — koniec swobodny, utwierdzony lub swobodnie podparty.

Rozwigzan (drgan harmonicznych) poszukujemy w formie:

wi(x, t) = Zi(x)[4sin(wt) + Bcos(wt)], i=1,2, )
gdzie w jest nieznang czgstodcig drgan wlasnych ukiadu,

Podstawiajac (4) do (2) otrzymujemy:

E\L ZY + (k—w*0y F\) Z,—kZ; = fi(x), 5)
Eszlev','(k_wzQze)Zz—kZl =f2(x), (
gdzie:
[ = P 6(x—x)) = (@m—e)Z,(x) 0(x—=x), i=1,2.

Ogolne rozwiazania ukladu réwnan (5) maja postaé:

Z(x) =X(x)+Y(x), i=1,2. (6)
X, X, sa calkami ogdlnymi ukladu réwnani:
E1J1X{V+(k—-w291F1)X1—kX2 = 0,

E2J2X5V+(k_w2@2F2)X2—'kX1 = 0. (7)
Rozwiazujac (7) znajdujemy [6]:
X, (x) = A;sh(k; x)+ A;¢h(ky x)+ A;sin(k, x)+ A cos(k, x)+
+A55h(k2x)+A5Ch(k2x)+A7Sin(k2x)+Ascos(k2x), (8)
X,(x) = a,[4,; sh{k, x)+ 4, ch(k; x)+ A;sin(k, x)+ A4 cos(k; x)]+
+a,[Assh(k, x)+ Ae¢ch(k, x)+ 4, sin(k, x) + Agcos(k, x)],
gdzie:
1 1 %
ki o= ) E, J ——— (0?0, F, — k)+———(a) 0: F,—k)Y |+
1
40 Mtk
_EJ:OTZJZ—[CU291F1Qze“k(QxF1+92F2)]) } >
a4,z = %h————@+w+wﬁ
(10)
(k—w2p, F})— k— F,) .
b= E1J1 911 E2J2 wOZ 2/ q—E1J1E2J2.
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Y1, Y, stanowia rozwiazania szczegélne ukiadu réwnafi z prawymi stronami:

E\ L, YV + (k—w?0 F)Y,— kY, = fi(x),

E, T, Y+ (k—w?0, F)) Ya— kY, = £5(9). (1)

Funkcje Y; speiniaja warunki:
Y, (0) = Yx‘l’(o) Y ’(o) Y ,(o) =0, i=1,2.

Uklad réwnan (11) rozwiazujemy metoda operatorowsa stosujac catkowe transformacije
Laplace’a [2], [3]. Otrzymujemy:

Yi(x) = {fﬁ(z)( K2 Vilki(x—2)]— Vz[kz(x Z)]) dz+

+ [ 50 ke~ —k‘— 2 [kz(x—znj z,
y 12)
1 1 .
Yy(x) =C { {fx (2 (73’ Vilky(x—2)]— =3 Valka(x— Z\‘J) dz +
b 1 2

+] f:(z)( k(e Va2 e

gdzie:
k

€= BRELE-

Vilki(x—2)] = %{sh[k,(x—z)]—sin[k,(x—z)]}, i=1,2.

Przy pomocy wyrazen (12) znajdujemy rozwigzania szczegélne rownan (2), a wigc
w przypadku wystgpowania obcigzen skupionych w przekrojach x = x; t x = x,. Po
scatkowaniu mamy:

Y (%) = C=P1(x1) (ﬁ Vi [kx(X—xx)]_;:Tg Vz[kz(X—xx)]) H(x—x)+
+P2<x2>( Vil (e—x)] — & Vil xz)l) Hx— x;)}
Y,(x) = C{Px(xx)(k—lg V, [kl(X—xl)]_k—lg,Vz [kz(x“xx)]) H(x—x,)+
1 2

+P, (xz)( Vilky(x—x,)] — Vz [k2(x— xz)]) H(x— xz)}
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gdzie:
H(x— x;) — jednostkowa funkcja Heaviside’a,

Py(x) = (@*m—c)Zy(x), i=1,2.

belek sa nastgpujace:
| Z,(x) = A;sh(k, x)+ A, ch(k, x)+ A;sin(k, x)+ A4, cos(k, x)+
+ Assh(k, x)+ Aschky x)+ A5 sin(ky x)+ Agcos(k, x) +

+’C{(w”m1 c,)Z,(x,)( 3 Vilky(x— xx)]

- azlk3 & [kz(X—xl)]) H(x—x;) + (@?my — €2) Z,(x2) X

( Vilky (x—xz)]— Vz[kz(x xz)J)H(x xz)}

Z,(x) = a;[A4;sh(k, x)+ A, chk, x)+A3sixi(k1 X) + A, cos(ky X)] +
+a,[Assh(k, x)+ Agch(kz x) + A4sin(kz x) + Ag cos(k, )]+

+C{(w2mx—0x)zl(x1)('];13_ Vilky(x—x)]+
k3 Valka(x— x,)])H(x Xy)+ (w*m,—c3) Zy(x2) x

( Vil (= 22)] =22 Vil =) Hx - xz)}

351

(14)

Tak wigc ogélne rozwigzania ukladu réownan (5) okreflajace postacie drgan wiasnych

a

5)

Postacie drgari zawieraja osiem stalych dowolnych. 4,, ktére znajdujemy na podstawie
odpowiednich warunkéw brzegowych. W rezultacie otrzymujemy uklad o$miu jednorod-
nych réwnan algebraicznych na poszukiwane stale. Po zbudowaniu wyznacznika gléwnego
i przyréwnaniu go-do zera uzyskujemy réwnanie czgstosci drgan wlasnych. Z tego réwnania
wyliczamy nieskoficzony ciag czgsto$ci w, i w konsekwencji otrzymujemy nieskoficzone

ciagi wszystkich wielko$ci uzaleznionych od czestosci wlasnych.
Ostatecznie drgania belek moZemy przedstawié nastepujaco:

wy(x, ) = Z Z,, ()T, @) = Z [4,sin{w, )+ B,cos(w,?)] x

n=1

X ) A1a8h(K1nX) + A2 Ch(K 10 X) + Asusin(ky, X) + Agncos(ky, x) +

+ Aspsh(k,, x)+ Aenchkzn X)+ A7, sin(ky, x) + Ag, cos (K2 X) +

+Cn ((w:ml_cl)zln(xl){ k3 Vln[kln(x xl)]+

(16)
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i Vaallan(5 = 2] H = %)+ (@3 = C2) Zan() x

2nV2n

X {?;— Vialkin(x—x,)] —Ilg‘" Van [kzn(x_xz)]} H(x—xz))l ’

0

Wz(x, t) = Z ZZn(x) Tn(t) = 2 [A,,sin(w,,t)+B,,cos(w,,t)] X (16) [Cd']
n=1

n=1
X lal,,[Al,, sh(kypx) + A 2nch(K1pX) + A3n8in(k 1, X) + Aynco8(kynx)] +
+ aZn [A Sn Sh(an x) + A6n Ch(an x) + A7n Sin(an x) + ASn COS(kz,,X)] +

+C((w nmy— cl)Zln(xl){ ! Vinlk1a(e~x)]+

+ % Vanlkon(x —xl)]} H(x—x)+ (wim, — ¢3) Zp(x?) x

Ay e 22 Vu[kn(x—xz)]}H(x—xz) :

gdzie:
k
El Jl E2 JZ(an— ;n) ’

Cy =

Zy,(x1) = Ayashly,x)+ Aznchlyx)+ As,sin(ky, x,) + Aancos(ky, X)) +
+ As,Sh(kzn %)+ A6, Ch(kp X1) + A7 sin(k,, x,) + Agncos(ka, X1),
Zan(x3) = ay,[A1a8h(ky,x2)+ Az, chky,x,)+ Aspsin(ky, x;) + Agncos(ky, x2)] +
+azn[Asysh(kyn X))+ Aench(ka, x2) + A7, sin(ka, X))+ Agycos(lz, x2)] +

+ Co(wimy— 1) Z,,(x,) { Vinlkia(x2—x)] ~ VZn [K2n(x2 _xl)]}

k3,

Stale 4,, B, wystgpujace w funkcjach czasu wyznaczamy z warunkéw poczatkowych
wykorzystujac warunek ortogonalnosci postaci drgait wlasnych. Ma ona w tym przypadku
forme:

f 01 F1ZwZ 40, Fy Zy Zpp)dx +
0

X2 1
+ f(QIFIZlkzln+92FZszZZn)dx+ f(QlFlzlkzln+92FZZZkZ2n)dx+ amn

X1 X2

dla k#n,
+ [y Z11(x1) Z14(X1) + 13 Z2(X5) Z34(X5)] = b2 dla k=n
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przy czym:

Xy X2 -
b2 = [ (@ Fi1Zh+0: FaZ2ydx+ [ (01 FyZin+0, Fa Z3n)dx+
)] X1

! (18)
+ f @1 F\Z}+ 0, F2 Z3)dx + [my Z2,(x1) + my Z34(x,)].
X2

Wprowadzajac (16) do (3) i wykonujac odpowiednie transformacje catkowe otrzymu-

jemy zaleznos$ci pozwalajace obliczyé nieznane state:

1
waby

Xy X2
A, = [f [(01 F1v10Z1n+ 02 F2v20 Z0) dx + f(@1Flvlozln+@2F2v2022n)dx+
(1] X1
1
+ f(QlFleOZIn+@2F2v20Zer)dx+m1v10(xl)Zln(xl)+m27)20(x2)22n(x2)]’

X2

Xy X2 (19)
1
Bn=32—[f (01 F1W10Zin+02 Fawr0Z,,)dx+ f (01 Fy w10 Z1n+02FaWa0 Zon)dx +
" 0 X3!

1
+ f (@1 Fiwi10Z1a+ 02 Fawao Zop)dx+mywyo(x1) Z1a(x1) +m, Wzo(xz)zzu(xz)]-

X2

Przedstawione rozwigzania drgan belek z masami skupionymi i podporami spreZystymi
umozliwiaja znalezienie rozwiazah w przypadku, gdy w przekrojach x;, x, wystepuja
podpory sztywne [2].

B(Xl( ,ﬂ: —R1T“)

CYTA BTy N—
Xq xzt) %” 2

X2

Rys. 2.

Oddzialywanie podpér na belki (rys. 2) okreSlimy nastgpujgco:
Pi(x;,t) = P, T(t)d(x—x;) = — R, 8(x—x,)[Asin(wt)+ Bcos(wt)], (20)
gdzie R; — stale charakteryzujace wielkoéé reakcji podpoér.

11 Mech. Teoret. i Stos. 2/89
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W wyrazeniach (14) wystarczy wigc przyjac:
Pi(xi)": —Rh i= 1,2,
a wowczas z (15) wynikaja postacie drgan dla rozwazanego przypadku:

Zl(x)=X1(x)—C{R1( % Vilky(x— xl)]—- k3 Vylka(x— xl)])H(x x,) +

+R2(k3 Vilki(x— xz)]——l"Vz[kz(x"xz)]) H(x“xz)},
1)
Z,(x) = Xz(x)—C{Rx( Vilk (x—xy)]~ Vz[kz(x xl)l) H(x—x,)+

+R2( k; Vilki(x—x2)]— V2[k2(x xzi])H(x xz)}

Stale R, R, sa oczywiscie wielkoSciami nieznanymi. Trzeba wigc wyznaczy¢ w sumie
10 niewiadomych — 4;(i = 1, 2, ..., 8) oraz R,, R, . Do dyspozycji mamy osiem warunkow
brzegowych i dwa warunki dodatkowe:

w,(x;, t) =0 lub Z,(x,) =0, i= 1, 2,

ktore wynikaja z faktu, Zze przemieszczenia belek na podporach sztywnych sa rowne zero.
Na podstawie wspomnianych wyzej warunkéw otrzymamy uklad dziesigciu réwnan alge-
braicznych, a nastgpnie réwnanie czestoici. Po zastapieniu cziondw:

(Wim—e)Ziu(x) przez (=Ry), i=1,2.

zwiazki (16) beda opisywaly drgania belek z podporami sztywnymi. Warunek ortogonal-
nosci uzyskamy z (17) przyjmujac:

Zy(x) = Zy(x)) =0, i=k,n.

Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy okresli¢ drgania ukladu w przypadku
wystgpowania wigkszej liczby — r obciazen skupionych. Zalozymy, ze w przekrojach
Xy, X2, ..., X belek sg przytoZone masy skupione my, m,, ..., m, i belki opieraja si¢ na
sprezystych podporach o sztywnosciach ¢, ¢, ..., ¢, (rys. 3).

Przyjmujemy (w celu uproszczenia zapisu rozwiazan), ze przekroje oznaczone indeksa-
mi nieparzystymi odnosza si¢ do belki pierwszej, natomiast parzystymi —do drugiej,
przy czym:

O<xi<x< ... €515 x5 <.

Po podstawieniu:

L) = Z (@2 —e) Z,(x) 8(x—x) = D Py(x)8(x—x)),

[G)

L) = Y @'my—c) Z,(x)8(x~x)) = ZP,(x) 8(x—x),

(f)
i=1,3,..,r=1, j=2,4, ..,r
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(1), (2) {r)  fr+1)

1
m, i Me_q /—
(AW I AN 129 /l X
o
My N Mmp f
cz | C
X z Wr \-2-
Xz
Xeot
Xp

Rys. 3.

do (12) i scatlkowaniu mozemy ogélne postacie drgaf belek zapisa¢ nastgpujgco:

24 = X+ 0] X P | Va3l Valkate— sl Hox o+

)

+ 3 Pl Vel e ),
O ! 2
22)
Wf 1 1
209 = a9+ {3 P [ Vil (el Vallae— o)) e x+
® ! 2

+ %’ P,(x) (7‘} Vilka(x—x)- 23V [kz(x—xJ)]) H(x—x,)},

gdzie:
Pl(xl)= (wzml—cl)zl(xi)’ i= 1’3""’ r—ly
P_,(xj) = (wzmj—Cj)Zz(xj), j = 2, 4, ey I
Jezeli w okredlonych przekrojach mamy do czynienia z podporami sztywnymi, to nalezy
przyjaé:
Py(x) = —R,;, Pix)=—R,
z warunkami:
Wi(Xi, 8) = wy(x;,2) =0 Tub  Z,(x) = Z,(x)) = 0.

Ogolny charakter rozwigzan (22) umozliwia okreslenie postaci drgan dla dowolnego
ukladu obcigzefi pochodzacych od mas skupionych, podpdr sprezystych i sztywnych,
gdyz wystarczy przyjmowac, ze niektére m, = ¢, = R, = 0, k = i,j. Réwnanie czgstosci
otrzymujemy analogicznie jak poprzednio. Z (22) dla kazdej czestosci wynikaja szczegdlne
postacie drgan Z,,(x), Z,,(x).

=
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Warunek ortogonalnosci ma w tym przypadku forme:

f(01Flzlkzln+@2F222kZZn)dx+ f 01 Fy 2y Zan+ 02 F, Zyy Zop)dx + ... +

X1

! .
+ f(QlFlzlkzln+92F222k22n)dx+ f(@1Flzlkzln+92FZZ2kZZM)dx+

0 dia k+#n,
+ Zmizlk(xl)zln(xt)+ ZmJZZR(xJ)ZZn(xJ) = { 2
5} ) b: dla k =n,
przy czym:

by = f (01 FiZin+ 0. F, Z3,)dx + f(@lFlzfn‘P'QzeZ%n)dx"‘ et
0 X1

+ [ @ FZh+0:FZ3)dx+ [ (0, Fy Zi,+0: Fy Z3)dx+

Xyt X

+ X m i)+ 2 mZh).
® )

Drgania belek opisuja wyrazenia:

r

Wi, 1) = ) Zin()[Ausinea) + B,cos(w, )],
n=1

w (23)
Wa(x, 1) = D) Zau(0)[A,sin(w, 1) + B,cos(@, 1)),
n=1

gdzie:

4,= o bz [f (01 F1910Z15+ 02 F2v20 Z5p) dx+ f (01 F1910Z1n+ 0, F2v20 Zon)dx +

!

+ ...+ f (01Fl‘vxozln‘f'QzevzoZzn)dx"'f(@foUloZm"’QzF V20 Z2n)dX +

Xpot

+ 2 myv10(x;) Zya (x) + 2 m;v,0(x;) Z2n(xj)] >

5] [¥)]

1 1 X2
B, = ‘bT[f (01 Fiwi0Zin+ 02 Fawz0Z5n)dx + f (01 Fywi0Z1,+0: Fywa02Z,,)dx +
Lo x

+ . f (1 FywioZin+ 0, FawroZon)dx+ f(@l Fiwi0Zin+0: Fawy0Zy,)dx+

Xp-1

3
+ Zmiwlo(xl)zln(xl)+ Z mjwzo(xj)ZZn(xj)]'

[G) 0]
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3. Podsumowanie

1. Okre$lone w pracy rozwiazania maja charakter uniwersalny, poniewaz zostaly otrzy-
mane bez ingerencji warunkéw brzegowych. Ograniczenia natozone na warunki brzegowe
umozliwily zbudowanie warunku ortogonalnosci shusznego dla pewnej grupy tychze wa-
runkéw. W przypadku innych warunkéw brzegowych (masy skupione itp) konieczne jest
wyprowadzenie nowego warunku ortogonalnoéci postaci drgan. Pociagnie to za soba
automatycznie modyfikacje zwiazkéw opisujacych stale wystepujace w funkcjach czasu.

2. Rozpatrzony problem zawiera szereg przypadkow szczegélnych. Na podstawie zna-
lezionych rozwiagzan ogélnych mozemy bezposrednio dyskutowaé m.in. drgania ukladu
belek wieloprzgstowych, czy tez drgania belki pojedynczej na sprezystym podlozu.

4. Przykiad

Rozwigzemy uktad z jedna wewng¢trzna sztywna podpora umieszczong w przekroju
x = b gornej belki. Przyjmujemy, Ze wszystkie kofice belek sa swobodnie podparte (rys. 4).
Zakladamy, ze belki sa fizycznie i geometrycznie jednakowe, wigc:

E[=E, F,=F, Ji::J, 0 =0, i=1,2,

X

1
By lxq.4) = ~RyT(t) /_
|3

x=b . \;

Rys. 4.
Dane liczbowe (belki zelbetowe):
E=1-10"°[Nm~2], F=5-10"2[m?], ¢ = 2- 103[kgm~3], / = 2b = 10[m],
k =5:105[Nm~2], J =4-10"*[m*].
Warunki brzegowe i warunek dodatkowy:
Z,0) = Z,() = Z,(0) = Z,(1) = 0,
Z’1’|(0) = Z;’l(l) Fa Zé’l(o) = Zy|w = 0.
Ogdlne postacie drgan wiasnych dla tego przypadku otrzymujemy z (21):

1
Z,(x) = X,()- Ry C{a—k v, [k,<x—b)1——alegV2[k2<x—b)1}H(x—b),

Zl(b) = 09

(29
Zy(x) = XZ(:X)_RI C{kﬂl;, v, [kn(x"'b)]*%l?Vz[kz(X—b)]}H(x“b),
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gdzie X,(x), X,(x) sa okres§lone wzorami (8), do ktérych wprowadzamy funkcje Krylo-
wa [12]:
X1 (x) = X1 () +X12(x),  X3(x) = a; X1, (%) +a, X,,(x),
X1 (%) = A, Syky x)+ A, Ty (ky x)+ A3 Uy (ke X))+ Ay Vilk x), (25)
X12(x) = AsSy(k2x)+ A Top(kax)+ A7 Usr(ky x)+ A Va(k2 x).
Ponadto z (9), (10), (12):

1 N B _[eF L\ _[eF , 2K\
C——Zﬁ, al—l, az—-—l, kl—(ﬁw) N kz—— Efw —E,—J .
' (26)

Podstawiajac (24) do warunkéw brzegowych odpowiadajacych lewym konicom belek
otrzymujemy jednorodny uklad czterech rownan algebraicznych, z ktorego wynika, Ze
stale A; = A3 = A5 = A7 =0.

Na podstawie pozostatlych warunkéw mamy:

A Ty (z))+ AaVi(21) + A6 T2 (22) + 4 V2(z,) = 0,

A, Ty (2z0)+ AaVi(22)) + A T2 (22,) + As V2 (22,) — Ry ClkT Vi (z0) + k23V2(2)] = 0,

[A2 Ty (22,) + A4V, (22)] - (A6 T2 (225) + A5 V2 (222)] — R, ClkT* Vi (2) — k3 Va(2,)] = 0,
k3[A4:V1(22)) + Aa Ti(22,)1+ k3 [46 V2 (225) + As T2(22,)] — R, Clky ' Ty (2) + k3 Ta(22)] =0,
k3 [A2V1(22)+ 4. T (22))] - k3[A6 V2 (225, + A T2 (22, ] — R, ClkT Ty (20) — k3 ' T(22)] =0,

(27
gdzie:
T(z) = 5 Bhz)+sinG)],  Vi(z) = 5 [sh(z)—sin(z0),
zy=kb, i=1.2.

Przyréwnujac do zera wyznacznik ukiadu (27) otrzymujemy réwnanie czgstosci:
sinz, sinz, [k7*(shz, cosz; —chz,sinz,)chz,cosz, +
+k33(shz,cosz,—chz,sinz,)chz cosz ] = 0,

ktore rozpada si¢ na trzy nastgpujgce rownania:
" sinz, =0, sinz, =0, (28)
ki>[thz, —tgz,]+ k3 3[thz,—tgz,] = 0. (29)

Z (28) wynika, ze
zy =2, =kib=kb=2z,=rn, r=1,2,3,..,
czyli:

rr
klr = k2r = kr =—b_’

wigc:
ky = 0,628, k, = 1,257, ky = 1,885, ... [m™1].
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Wtedy z (26) mamy:

oF
wyy = 78,957, w,, = 315,827, w,5 = 710,612, ...,
wy; = 127,413, w,, = 331,281, w,; = 717,613, ....
Z rownania (29) metoda kolejnych przyblizen obliczamy:
w, = 142,899; 192,842; 405,808, ..., [s"'], n=1,2,3, ..., 3n
wtedy z (26):

1/2 1/2
mlr = (% k:u) 5 (,02, = (wir'{"&) ) (30)

[s=1]

ki, = 0,845; 0,982; 1,424, ..., »
ks = 0,714; 0,908; 1,402,... ™)
Ciagowi czgstosci (31) odpowiadajq symetryczne postacie drgan:

[ sh(ky,x) ~sin(kynx)] [ sh(kzn%) _ sin(kzqx)]
| ch(z)  co(zy,) | ch(zz))  c0s(z24) |

-2 {k rns[Sh [kln(x" b)] —sin [kln(x - b)]] +k;n3[Sh [k2n(x - b)] - Sin[an(x— b)]”H(x_' b) ’

[ sh(kzaX) _ sin(kzax)]
L ch(z2n) cos(z2n) |

= 2}k, [sh[kyn(x — B)]— sin [k 1n(x — B)]] — ez [sh [k 2a(x — b)] —sin[k,(x = B)]]} H(x—b),
gdzie:

Zln = kl--n3 +k;n3 +

[ sh(kypX) sin(knx)]

| Ch(z,)  cos(zyy) | *

—k2_n3

ZZn = k]_,,3

Zin = Kinb, 225 = kyub.
Funkcje czasu maja forme:
T, = A,sin(w,t)+ B,cos(w,t).
Druga grupa czestosci wlasnych (30) prowadzi do antysymetrycznych postaci drgan:
Z,, = X, =sin(k,x), Z, = X, = sin(k,x)
i funkcji czasu:
Ty, = [Aysin(wy, 1)+ B;,co8(wy, 1)} + [A2,8in(w;- 1) + By, c08(wo, )]
T,, = [A,,sin(wy,t) + By, cos(wy, )] — [4;,8in (w2, ) + B, (w3, D).

Ogolnie drgania swobodne ukladu mozna przedstawi¢ w formie szeregbw:

wl(x’ t) = ZXrTlr+ ZzlnTm w2(x9 t) = ZXrT2r+ szlTn'

r=1 n=1 r=1 n=
Sa to kombinacje symetrycznych i antysymetrycznych postaci drgan. Postaciom anty-
symetrycznym odpowiadaja identyczne ksztalty ugieé obu belek (jeden wspolczynnik
ksztattu k,) i po dwie czestosci wlasne (w,,, w,,) towarzyszace wychyleniom belek zgodnym
lub przeciwnym (drgania synchroniczne lub asynchroniczne). Postaé symetryczna jest
formowana przez dwa wspélczynniki ksztaltu (ky., k,,) i przyporzadkowana jej jest tylko
Jjedna czestosé (w,).
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W] = wy=78957 [s7] Wi = wy=127413 [s7)

@0 S ATTTITING [m]
X

o] 5 N 10 {m}
@ Fal B

X

@ [ e @ ~ RS
Wil W, Wy W,

Antysymetryczne

W= @, =1462,899 (s7]

(=
N
T}

79
oz !

231

©
L)
4
6
—N]
—
S
x|3
©)
o

10 [m)
X

Symetryczne

Rys. 5. Postacie drgafi odpowiadajace czterem pierwszym czgsto$ciom wiasnym ukladu. Czgstosciom
wy = Wy 1 0y = 0y, odpowiadaja postacie antysymetryczne, za$ wyy = w; i 0y = w, — symetryczne

Stale wystepujace w funkcjach czasu okre§limy z przyjetych warunkéw poczatkowych:
. (nx
wlo = WoSlIl —

b ), Wao = ¥10 = Uyo = 0, gdzie w, — znana stala.
Ostatecznie:

wi(x, t) = %wo [c0s(78,957¢) + cos(127,413¢)]sin(0,628x),

wy(x, 1) = —%wo [cos(78,957¢) — cos(127,4131)]sin(0,628x).

Przy tak zadanych warunkach poczatkowych drgania swobodne ukladu maja charakter
antysymetryczny. Wzbudza si¢ tylko jedna posta¢ drgan wlasnych odpowiadajaca dwom
najnizszym cze¢stosciom (rys. 5). Przemieszczenia odbywajace sie z czesto$cia wy, sa syn-
chroniczne (wspétbiezne), w przypadku w,, — asynchroniczne (przeciwbiezne).
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Peswme

CBOBOJHBLIE ITOIMEPEYHLIE KOJIEBAHUS CUCTEMBI JBYX BAJIOK C
COCPEITOTOYEHHBIMHW MACCAMMUM, VIIPYTMMH U XXECTKHMMH OITOPAMI

B pabore paccMoTpeHbI CBOOOIHBIE HONIEPEYHbIE KOJIE0AHA CHCTEMb] COCTOSIEH M3 ABYX napai-
JIESIbHBIX TIPU3MATHYECKUX OaJIOK, COCAMHEHHBIX JIMHEHHBLIM HEBECOMBIM YNIPYrMM ayemeHTOM. Ilpen-
[OJIAraeTCs, yro ¢ OanKaMB CBA3aHBI COCPEOTOYEHHbBbIE MacChl, YIIPYTHE W MECTKue omopnl. IlpuBe-
nennl auddepeHInanbHble YPABHEHUA OBKCHHUS CHUCTEMbI. PenieHMsA NOJTYYCHbI ¢ MOMOIMBIO oflepa-
umonHoro mcuucnenus. IlpeacraBieHHBIA METON MOMKHO MCIOJB30BaTh JUIsI ONpenesieHHs KosieDaHuit
MHOTONPOJIETHRIX (HEpa3pe3HbIX) U HENPM3MaTuuecKuX Oatok. Jlan UMCNeHHBbIA NpUMeEp pacyéra.

Summary

FREE TRANSVERSE VIBRATIONS OF AN ELASTICALLY CONNECTED DOUBLE-BEAM
SYSTEM WITH CONCENTRATED MASSES, ELASTIC AND RIGID SUPPORTS

This paper presents an analysis of free transverse vibrations of the system of two beams with con-
centrated masses, elastic and rigid supports. Paralle] prismatic beams are coupled by means of a massless
linear elastic element. The differential equations of motion of the system are solved by application of the
method of Laplace-Carson integral transformations. The solutions may be used to find vibrations of multi-
-span(continuous) and non-uniform beams. A numerical example is given.

Praca wplynela do Redakcji dnia 14 grudnia 1987 roku.



