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Politechnika Poznań ska

W  niniejszej  pracy  podano numeryczne  rozwią zanie  dla  geometrycznie  nieliniowych
drgań własnych belek  cią głych  których  koń ce są   sprę ż yś cie podparte w  kierunku pozio-
mym. Pominię to poziome  i  obrotowe  siły bezwładnoś ci  a  belki  traktuje  się   jako  układy
z cią głym  rozkładem masy.  Zastosowano podejś cie  wariacyjne,  metodę  elementów  skoń-
czonych oraz pewną   procedurę  iteracyjną   do wyznaczenia nieliniowych czę stoś ci  i postaci
drgań.  Podano wyniki  przykładowych  obliczeń  numerycznych.

1.  Wstęp

Belki  poddane drganiom  o  duż ych  amplitudach należy  traktować  jako  układy  nie-
liniowe.  Analiza  drgań  własnych  oraz  ustalonych,  harmonicznie  wymuszonych  drgań
belek  jednoprzę słowych  była przedmiotem szeregu publikacji  spoś ród  których  dla  przy-
kładu moż na wymienić  prace  [l- s- 14]. W  pracach  [1- ^7] do  rozwią zania  problemu  uż y-
wano przybliż onych metod analitycznych, a metodę  elementów skoń czonych zastosowano
w pracach  [8- 7- 14].

Przeprowadzono  szczegółowe  analizy  wpływu  poszczególnych  parametrów  belki  na
czę stoś ci drgań własnych. We wszystkich pracach zgodnie stwierdza  się  zasadniczy  wpływ
odkształceń osi belki  oraz braku  swobody przesuwu  koń ców belki  w poziomie na jej  nie-
liniowe zachowanie. W pracach  [7, 12] wykazano  również, że sprę ż yste podparcie koń ców
belki w poziomie znaczą co zwię ksza czę stoś ci drgań własnych. Ponadto w  [3, 13] stwierdza
się   nieznaczny  wpływ  poziomych  sił   bezwładnoś ci  na  czę stoś ci  drgań.  Belki  jednoprzę-
słowe charakteryzują   się  wzrostem  czę stoś ci  drgań wraz ze wzrostem  amplitudy. Rzadko
wystę pują ce  przypadki  dla  których nastę puje  zmniejszenie  czę stoś ci  drgań  przy  wzrasta-
ją cych  amplitudach omówiono  w  [12].

W  pracy  [6]  wykazano  istotny  wpływ  nieliniowego,  sprę ż ystego  podparcia  belki
w  kierunku  pionowym  na  czę stoś ci  i  postacie  drgań.

Problem  sprzę ż enia  postaci  drgań  w  stanie  ustalonym  drgań  harmonicznie  wymu-
szonych  analizowano  w  pracy  [5], a  w  [14] podano nową   numeryczną   metodę   analizy
drgań  ustalonych  w  otoczeniu  rezonansu głównego.
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Autorowi  ń ie  są   znane  prace dotyczą ce problemów  nieliniowej  dynamiki  belek cią g-

łych.
Niniejsza  praca  podaje  przybliż one  rozwią zanie  zagadnienia  drgań  własnych geome-

trycznie  nieliniowych  belek  cią głych. W  szczególnoś ci  wyznacza  się   nieliniowe  czę stoś ci
i  postacie  drgań.

Podano  wariacyjne  sformułowanie  problemu.  Założ ono  rozwią zanie  harmonicznie
zmienne  wzglę dem  czasu,  a  wzglę dem  zmiennej  przestrzennej  problem  sprowadzono do
rozwią zania  nieliniowego  zadania  na  wartoś ci  własne. Nieliniowy  problem  własny roz-
wią zano  numerycznie. Zastosowano metodę  elementów skoń czonych oraz wyprowadzono
dynamiczne  macierze  mas  i  sztywnoś ci  elementów.

2.  Sformułowanie  problemu  i  jego  rozwią zanie

W  pracy  analizuje  się   drgania  własne belek wieloprzę słowych  opartych na niepodat-
nych  podporach. Skrajne  podpory  mają   wię zy  sprę ż yste  o współczynnikach podatnoś ci
kQ  i k„  krę pują ce  swobodę  przemieszczania koń ców belki w kierunku poziomym. Na belkę

g  m 1  »  m ?  I ) J 2 S " " o  ft   m 1  ™

'2  ,| »J  ; — . i .  *«  J—lad  J-   j

Rys.  1.  Widok  rozpatrywanej  belki

działa osiowa siła statyczna S, masa belki jest rozłoż ona w sposób cią gły na je]  długoś ci,
a  ponadto w  pewnych  punktach są   skoncentrowane masy  skupione.  Moment bezwład-
noś ci  I(pć ),  pole przekroju  poprzecznego A(x)  oraz jednostkowa  masa belki  m(x) są  stale
na  pewnych  odcinkach belki. Przykładową  belkę  wraz z uż ywanymi  oznaczeniami poka-
zano  na  rys.  1.

Zwią zki  geometryczne  dla  rozpatrywanej  belki  mają   postać:

8u  1  (8w2

gdzie  M, w,  s,  K oznaczają   kolejno:  poziome i  pionowe przemieszczenie  belki, odkształ-
cenie  osi  belki  oraz jej  krzywiznę.

Zakładają c,  te poziome oraz obrotowe siły bezwładnoś ci są  pomijalnie małe, z warunku
równowagi  ^x  — 0 i  po uwzglę dnieniu  (2.1)l5 otrzymamy nastę pują ce  wyraż enie  nasilę
normalną   w  belce  wywołaną   odkształceniami osi  belki:

N(t)  =

Całkując  (2.2)  w  granicach  od  0  do  /   oraz  uwzglę dniając  warunki  brzegowe  w(0)
=   k0N(t),  u(l) =   —k„N(t) moż emy wyraż enie  na  siłę  N(t)  zapisać w postaci:
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m  -  - S-1  \~\  dx.  (2.3)

EA
gdzie  fe = Ć / H—j—(ko+k„) ,  d  =  2J hAjlAe,  A  oznacza,  porównawcze  pole  przekroju

poprzecznego belki. Ze wzoru  (2.3) wynika,  że siła normalna N(t)  jest stała na dł ugoś ci
belki.

Po  wykorzystaniu  powyż szych  spostrzeż eń energię potencjalną  i  kinetyczną  rozpatry-
wanego  ukł adu moż na zapisać  w  postaci:

(k0+ kn)  +

0  "   °  H '   (2 . 4 )

Dwa ostatnie skł adniki w  (2.4) uwzglę dniają  wpł yw podatnoś ci skrajnych  podpór.
Ponieważ  poszukujemy  rozwią zań  okresowych,  więc  zakł adamy,  że  w  pierwszym

przybliż eniu przemieszczenia dynamiczne belki  moż na aproksymować  funkcją  o postaci:

w(x,  t) =   uv(x)co$cat,  (2.6)

gdzie  v(x)  oznacza nieliniową  postać drgań unormowaną w  ten sposób  aby  dla  x  =  x,
v(x)  =  1, a amplitudę drgań punktu x  — x  belki  a co nieliniową czę stość drgań.  Rozwią-
zanie  powyż sze  speł nia warunki  począ tkowe  o  postaci:  w(x,0)  =   a.v(x), w(x,  0) = 0.
Jak wynika,  np. z pracy  [15], przyję cie  w  omawianym  przypadku  harmonicznego prze-
biegu drgań w czasie dobrze przybliża  rozwią zanie  dokł adne.

Podstawiając  (2.6) do cał ki dział ania W' = —  J  (K-   U)dt oraz cał kując wzglę dem czasu
-* o

w  przedziale  równym  poszukiwanemu  okresowi  drgań  T •  2^/w  otrzymamy  funkcjo-
nał   o postaci:

/   n i .
\   C  1  Vi  1  f  /  d2v  \

W(v)  = - p  m2a2m(x)v2(x)dx+~-  >  <x2Mevl—-   ot,2EI(x) - ^- 5-   dx-
4  J  4  t—t  4  J  \  ax  I

o  «=i  o
(2- 7)

J  2£^(x)

gdzie:

5  Mech. Teoret.  i  Stos.  3/ 88
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Warunek stacjonamoś ci  funkcjonału  (2.7) dla m(x)  =  m, Me  —  0, A(x) =  A, I(x) = j
prowadzi  do równania  róż niczkowego  o postaci:

^mv(X)^0.  (2.8)

Jak  wykazano  w pracy  [7] rozwią zanie  równania  (2.8) dla  ję dnoprzę słowej  belki ma
postać:

v(x)  =D tć hd^- +D2shd~+D3cosv- j- +D* s^'>'- ^- ,  (2.9)

gdzie  2>x, Z)2,  - O3, D*  to stałe, oraz:

= /2 \ ~  c\ (El).
(2.10)

N ieliniowość  zadania wymaga ustalenia  właś ciwej  wartoś ci  stałej  C.  Moż na ją  wy-
znaczyć  stosując  iteracyjny  sposób  postę powania  podany  w  pracy [7].

D la  belki  cią głej  stosuje  się  metodę   elementów  skoń czonych, dla wyznaczenia  nieli-
niowej  postaci drgań  v(x).  Belkę   dzieli  się  na elementy w ten sposób aby w każ dym typo-
wym  elemencie  e  masa  jednostkowa  belki  m(x) =  me,  pole  przekroju  poprzecznego
A(x)  =  Ae,  oraz jego moment bezwładnoś ci I(x)  =  I e były  stałe.  Ponadto  miejsca wystę-
powania  podpór oraz mas  skupionych  winny  pokrywać  się  z brzegami  elementów. Zwią -
zek  (2.9) moż na teraz przyjąć  jako  rozwią zanie dla pojedynczego  elementu skoń czonego,
a  stałe  Z>j potraktować jako  uogólnione  parametry  wę złowe.

Macierzowa  postać  zależ noś ci  (2.9) jest  nastę pują ca:

v(x)  =   N 'qe)  (2.9a)

gdzie:  N ' ( x ) =   {N lyN2,N3,N*},   ą e  =   {D\ ,  D%, D%,  D%),

N2  = N3  =

C = */ / .,  ft  =  o>2mJtKEIe), y\ =  l2els+~CJ  (EQ,

+
a  ( )'  oznacza  transpozycję   macierzy.

w e a  g*
1  1  w( j

,  Is
2

~ ~ M "
  b

)

2

Rys.  2. Element  belkowy
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dv
~dx

Kinematyczne  warunki  na  brzegach  elementu  v(—0,5le)  =   v%,  z>(0,54) = ©g,

dv
=  cpl  (porównaj  rys.  2) pozwalają  na  napisanie  równań:

gdzie:  v£ =  « ,  <pl,   v%,  <pe

b},

v e= A e

1 q e )  qe= A eve,

vesFls  - hcFx,  vg~sFL,  ł ecFt

vecF2,  lesF2,  - v~cF2,  IJF2

(2.11)

eŚ Fx,  leĆ Ftl t ,  ~!eĆ F±
_- SeĆ F2,  ~leŚ F2,  SeĆ F2,  - leSF2_

2F1F2

F1  =  deCc- vcSs,  F2  = veCs + deSc,  c = cosvJZ,  s =  sm

C= ch<5e/ 2,  S =  shdel2.

Podstawiając  (2.9a)  i  (2.11) do  (2.7) moż emy funkcjonał   W(v) zapisać  w  nastę pują cej
postaci  macierzowej:

(2.12)

W(V)  =  i f l ^ ' V M V - 1  * 2VKV~^-  C(V,  a 2 } _

gdzie:

C(V,  a2)  =
EAa2

2lk  £J  • * '  '  2//c

V  =  lv'  vf  v*  vf }

VBV,
(2.13)

M  =  M t + M j ,  M j  oznacza  diagonalną  macierz utworzoną  z mas skupionych.  G lobalne
macierze  M 2 ,  K,  B  powstały  w  wyniku  agregacji  odpowiednio  macierzy  M c ,  K e,  Be

elementu.  Postacie  M e, Ke,  Be  podano  poniż ej:

X , =

- 7

0,

0,

2<5 F*.

0,

< S2+ v2

0,

1
1

2r

n

• ^2,

2
Ó2  +

1

0

V2

0

j

5*
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El

Z e =

2  Fi

0,

2d2v2

ó2+v2

0,

ii
/ '

-

- -

F

d

2
ó2

R.

0,

dv
• i- v2

0
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0,

o,
25 V
6z+v

- Fx,

ó

d
2  3 l

0,

2dv
2+v2

282v2

0,

o,
2dv

0,

,.  0,

0

26V
< 52+ y2  x

0

~2~F(i

5

F  n
f  i  5  U

c2  —2 "  2

0

2  F s

(2.14)

F3  mu  Ó+2Ś Ć , F 4 =  2Ś Ć -  d,  Fs  = y+2sc,  F6  = v- 25e"  (')  -   - ^.

We  wzorach  (2.14), dla  uproszczenia zapisu, opuszczono indeks e przy  /, m, I, d, v.
Warunek  stacjonarnoś ci  funkcjonału  (2.7a)  6W(V)  = 0  prowadzi  do  poniż szego

równania:

2M V- KV—  .<?+  — = 0.  .  (2.15)

Równanie  (2.15)  ł ą cznie  z odpowiednimi warunkami  brzegowymi  definiuje  tzw. nie-,
liniowy  problem własny  [6, 10, 16- rl8].  Kwadrat czę stoś ci drgań własnych jest nieliniową
wartoś cią   własną,  a wektor  V nieliniowym  wektorem  własnym. Zauważ my,  że macierze
M,  K, B oraz stała C  są   złoż onymi funkcjami  co i  V.

Rozwią zując  powyż szy problem własny wyznaczymy  co i V  a tym samym  rozwią ż emy
postawione w pracy zagadnienie. Rozwią zanie problemu liniowych drgań własnych otrzy-
mamy  po  rozwią zaniu  równania  macierzowego  (2.15) w  którym  formalnie  podstawimy
a  =  0.

Metodę   rozwią zania  nieliniowego  problemu własnego  opisano w  nastę pnym punkcie
pracy.

3.  Rozwią zanie  nieliniowego  problemu własnego

Teoria  nieliniowych  problemów własnych jest do  tej  pory  stosunkowo  słabo opraco-
wana.  Tym niemniej opracowano już kilka efektywnych  metod numerycznych za pomocą
których  moż na  uzyskać  rozwią zanie.  Omówienie  tych  metod moż na znaleźć  w pracach
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[17,  18]. W  pracy  [19]  podano nową  metodę rozwią zania bę dą cą  rozszerzeniem metody
wektorów  iterowanych  na przypadek  nieliniowy.

Przystę pując  do opisu metody rozwią zania  problemu wł asnego opisanego równaniem
(2.15) zakł adamy, źe interesuje nas tylko jedno z rozwią zań które dla  a zmierzają cego  do
zera przechodzi w wybraną  postać i czę stość drgań belki  traktowanej jako  ukł ad  liniowy.
Ponadto dą ż ymy  do numerycznego wyznaczenia krzywej  szkieletowej  i wobec tego zamie-
rzamy  okreś lić co  i V  dla cią gu  rosną cych wartoś ci  parametru a.

Rozwią zanie uzyskuje  się  za  pomocą  opisanego poniż ej procesu  iteracyjnego.  Zakł a-
damy, że dla danej wartoś ci oc znane jest przybliż enie począ tkowe C, co i V oznaczone przez
Cu (Oi, Vj  (indeks  i  oznacza numer iteracji).

Wybór  począ tkowego przybliż enia  rozwią zania w zasadniczy sposób wpł ywa na zbież-
ność  procesu  iteracyjnego.  Na  podstawie  doś wiadczeń  numerycznych  stwierdzono,  źe
szybką  zbież ność uzyskuje  się  przyjmują ce  pierwsze  przybliż enia  w  sposób  nastę pują cy:
a) dla a = 0  (poszukiwanie rozwią zania  liniowego problemu wł asnego) Ci  = 0,  Va  = 0,

Wl  =  a  ^  0,  gdzie  a  jest  oszacowaniem  poszukiwanej  liniowej  czę stoś ci  drgań  cou

b) dla  a =  Aa. (pierwszy  przyrost  amplitudy  drgań) jako  pierwszy  przybliż enie  postaci
drgań przyjmuje  się wybraną  liniową  postać, a>t i  Ct  wyznacza  się ze wzorów:

^  ,  (3.1)

V'BVJ<x\   (3.2)Ca=~-

gdzie elementy macierzy  B, M okreś la się przyjmując  C  = 0, m = a>i,
c)  dla  kolejnych  przyrostów  amplitudy  drgań  (np. a „ + 1 =  x„+Aoc)   jako  pierwsze  przy-

bliż enie postaci drgań  wybiera  się postać wyznaczoną  dla  a„  a  cox  i  Ct  wyznacza  się
ze  wzorów:

,  <ol =  a>ł  + tl'c£+1,  (3.3)

•   Wykorzystując  zwią zki  (2.12)  i  (2.14) moż na, znając  Ct,  a>i,   Vf,  okreś lić  macierze
M e,  Ke, oraz Be a nastę pnie wygenerować  macierze globalne  M, K,  B. Operacji  tych nie
moż na wykonać  tylko wtedy  gdy  ojt pokrywa  się z jedną  z liniowych czę stoś ci  drgań coet

elementu  skoń czonego  traktowanego  jako  izolowana  belka  obustronnie  utwierdzona.
W tym przypadku iloczyn wystę pują cy  w mianowniku wzoru  (2.12) F1F2  = 0  gdyż jest
on identyczny z  lewą stroną równania charakterystycznego  belki  obustronnie utwierdzo-
nej.  Jeż eli  więc «j  =£ co  ale  coj =  coel to należy zmienić  COJ przyjmując  np. o>j = 0,98a>el.
Jeż eli zaś cot = coei oraz cot  =  co to należy zmienić podział  belki na elementy i w ten sposób
doprowadzić do  zmiany  ct)c,.

Nastę pnie podstawiamy  macierze M, K, B oraz stałą  C do równania  (2.15) i rozwią-
zujemy otrzymany w ten sposób zlinearyzowany  problem wł asny. Jako nowe przybliż enia
• "i+ i .  V,+  1  wybieramy  to  rozwią zanie  zlinearyzowanego  problemu  wł asnego  którego
wektor wł asny jest bliski dotychczasowemu przybliż eniu  postaci drgań  V.
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Z  kolei  wykorzystując  (2.13)  wyznaczamy  nowe  przybliż enie  stał ej  C.  W  zasadzie
wymaga  to  zastosowania  pomocniczego  procesu  iteracyjnego  gdyż, dla  zadanego (0i+1>

V i + i ,  elementy macierzy  Be zależą  od C poprzez parametr y. Doś wiadczenia numeryczne
pokazały  jednak,  że  bez  szkody  dla  zbież noś ci  metody  moż na zaniedbać  to  sprzę ż enie
i  okreś lać  elementy  macierzy  Be  na  podstawie  dotychczasowego  przybliż enia  stał ej C.

Mając  nowe  przybliż enia  rozwią zania  nieliniowego  problemu  wł asnego  C i + 1 ,  ai+u

V i + 1  przystę pujemy  do  sprawdzenia  warunków  zbież noś ci  iteracji.  Mają  one postać:

!C l + i - C ,|  *S «iC l + 1,  |«?+ 1- »?|  <  «3a>?+i, ||V|+ i - V, ||  <  83||V,+ 1||  (3.5)

gdzie  ej,,  s2,  £3 oznaczają  przyję te  dokł adnoś ci obliczeń, a  (| •   ||  normę euklidesową  wek-
tora.  Jeż eli  powyż sze nierównoś ci  są  speł nione to otrzymane ostatnio przybliż enie co  i V
traktujemy  jako  rozwią zanie  nieliniowego  problemu wł asnego. W  przeciwnym  wypadku
powtarzamy  opisane powyż ej  postę powanie  iteracyjne  przyjmując  C i + 1 , «oi+ 1,  Vi+ 1'jako'
nowe  przybliż enie  poszukiwanego  rozwią zania.

Podobny  do  opisanego powyż ej  sposób  rozwią zania  nieliniowego  problemu wł asnego
został  podany w pracach  [8- Ml]. W niniejszej  pracy został  on rozszerzony na przypadek,
w  którym  macierze  M, K, B zależą  od  wartoś ci  wł asnej.

4.  Wyniki  obliczeń numerycznych

Posł ugując  się  opisaną  powyż ej  metodą uzyskano  rozwią zania  szeregu przykł adowych
zadań. Wyniki  obliczeń wykonanych za pomocą maszyny cyfrowej przedstawiono na rys.
3- ;- 16. Uwagę  skoncentrowano na analizie wpł ywu  róż nych parametrów belki  na zmianę
stosunku  nieliniowej  czę stoś ci  drgań  do  czę stoś ci  tej  samej  belki  traktowanej jako ukł ad
geometrycznie  liniowy.

W opisanych poniż ej przykł adach każ de przę sło belki  dzielono na dwa elementy skoń-
czone. W  wielu przypadkach moż na jednak bez szkody  dla dokł adnoś ci obliczeń  przyjąć
dł ugość  elementu skoń czonego  równą  dł ugoś ci przę sła belki,  ponieważ  przyję te  funkcje
kształ tu  są  identyczne  z  funkcjami  analitycznymi  opisują cymi  nieliniową  postać drgań
belki  jednoprzę sł owej  o  stał ym przekroju  poprzecznym.

Obliczenia  wykonano  przyjmując  et  — e2  = e3  = 0,001  jako  dopuszczalne  wzglę dne
bł ę dy obliczeń. Ponadto we wszystkich  przykł adach dotyczą cych belek dwuprzę sł owych a
oznacza amplitudę drgań punktu poł oż onego w ś rodku  lewego przę sł a, a cop podstawową
liniową  czę stość  drgań  wł asnych  rozpatrywanej  belki.  We  wszystkich  analizowanych
przypadkach maksymalna  liczba  wykonywanych  iteracji  nie była wię ksza od trzech przy
czym  bezwymiarowy  przyrost  amplitudy przyję to  równy  Ax/ i  — 0,5  (i oznacza promień
bezwł adnoś ci  przekroju  lewego  przę sł a).  Dane  podane w  przykł adzie  pierwszym  należy
traktować  jako  dane  bazowe, w  kolejnych  przykł adach zmieniać się  bę dą  tylko  te dane
których zmiana jest niezbę dna do przeprowadzenia  opisywanej  analizy. Poza przykł adem
pierwszym  wszystkie  pozostałe analizy  dotyczą  podstawowej  czę stoś ci  drgań.

4.1. Przykł ad i .  Przykł ad  ten  ilustruje  dokł adność  rozwią zania  otrzymywanego  za
pomocą  metody  elementów  skoń czonych.  Wyznaczono  krzywe  szkieletowe  dla  dwóch
pierwszych  czę stoś ci  drgań  belki  dwuprzę sł owej  o  równych  rozpię toś ciach  przę seł  L,
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masach jednostkowych  m(x) =  m  i  charakterystykach  geometrycznych  I(x)  =  / , A(x)  =
m A.  Ponadto przyję to  k0  -   K  = 0, S  = 0. Na rys.  3 pokazano krzywe  szkieletowe  dla
belki  spoczywają cej  na  podporach przegubowych,  a  na  rys.  4 podobne krzywe  dla  belki

1 2 3 4 5 6 7  8 9

Rys.  3.  Krzywe  szkieletowe  belki  swobodnie  podpartej

Rys.  4.  Krzywe  szkieletowe  belki  utwierdzonej  na  koń cach

utwierdzonej  na  koń cach. D la duż ych amplitud drgań  brak  swobody  przesuwu  koń ców
belki w poziomie znaczą co zwię ksza  czę stoś ci  drgań własnych. Ponieważ pierwsza  postać
drgań belki przegubowej  jest  antysymetryczna,  wię c  każ de jej  przę sło zachowuje  się   tak
jak  izolowana  belka  jednoprzę słowa.  Podstawowa  czę stość  drgań  jednoprzę słowej  belki
przegubowo  podpartej  wyznacza  się   ze  wzoru  [7]:

- I + T 6 "( T )  •
(4.1)



480 R.  LEWANDOWSKI

Wyniki  pokazane na  rys.  3  są   identyczne z wynikami  analitycznymi.  W  podobny  sposób
wykorzystując  rezultaty  obliczeń  zamieszczone  w  [7],  sprawdzono  pozostałe  krzywe
szkieletowe  uzyskując  cał kowitą   zgodność  wyników.

4.2. Przykład 2  — wpływ podatnoś ci poziomej skrajnych  podpór. D la  omówionych powyż ej  be-
lek  dwuprzę sł owych  wykonano  obliczenia  zakł adają c,  że  k0  — kn  #  0.  Wyniki  obliczeń
przedstawiono  na  rys.  5,6  dla  róż nych  stosunków  p  =   k0EAjL  podatnoś ci  skrajnej  pod-

Rys.  5. Krzywe szkieletowe  belki  swobodnie podpartej  o róż nej  podatnoś ci  poziomej  podpór  skrajnych

1 2

Rys,  6. Krzywe  szkieletowe  belki  utwierdzonej  o róż nych  podatnoś ciach  poziomych  podpór  skrajnych

pory  do. podatnoś ci jednego  przę sła na  rozcią ganie.  Znaczą ce efekty  nieliniowe  wystę pują
również  w  przypadku  duż ej  podatnoś ci  podpór  —  przykł adowo  dla  belki  przegubowej
o  k0  =   L/ EA  i  a/ż  =  5,0  co =  1,83  ap.  D la  belek  o  swobodnych  koń cach  mamy  k0  -
=   kn  =   co, co prowadzi  do N(t)  — 0, znikania czł onów nieliniowych  w  (2.15) i  liniowego
zachowania  ukł adu.

4.3. Przykład 3  — wpływ statycznej  siły osiowej  S.  N a  rys.  7  i  8  przedstawiono  krzywe
szkieletowe  belek  poddanych  dział aniu  statycznej  siły  osiowej  S.  Parametr  s  =   S/ Skr

okreś la  stosunek  siły  osiowej  do  pierwszej  siły  krytycznej  wyznaczonej  wedł ug  teorii
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1  2  3  k  5  G  7  S  9  10  «  1Z

R ys.  7. K rzywe  szkieletowe  belki  swobodn ie  podpar t ej  p o d d an ej  dzia ł an iu siiy  osiowej

1 2 3  4 5 6 7  8  9  10  1 1 1 2  ( g p*

R ys.  8. K rzywe  szkieletowe  belki  u twierdzon ej  p o d d an ej  dz ia ł an iu  sily  osiowej

Eulera.  Osiowe  sily  rozcią gają ce  zmniejszają   efekty  gometrycznej  nieliniowoś ci  w  odróż-
nieniu  od sił  ś ciskają cych,  które mogą   w  bardzo znacznym  stopniu je  zwię kszyć.

4.4. Przykład 4 —  wpływ róż nic w  rozpię toś ci przę seł* Analizowano  belkę   dwuprzę sł ową
o  stałej  dł ugoś ci  równej  2L,  i  róż nych  proporcjach  dł ugoś ci  przę seł   A =  / i/ / 2-   Wyniki

1J0  2  3  h
Rys.  9. Wpł yw  róż n ic  w  rozp ię toś ci  przę seł   belki  swo bo d n ie  p o d p a r t ej  na p o d st a wo wą   czę stość  d r gań

wJasnych



482 R.  LEWANDOWSKI

Rys.  10. Wpływ  róż aic w rozpię toś ci  przę seł  belki  utwierdzonej  na podstawową   czę stość drgań  własnych

obliczeń  przedstawiono  na  rys.  9 i  10. Wystę puje  wyraź na  redukcja  efektów  geometrycznej
nieliniowoś ci,  w  tym  także  dla  przę seł   o  mał ych róż nicach  rozpię toś ci.  Przykł adowo  dla
belki  przegubowej  dla  której  A =  1,10  i  a/ i  =  5.0  efekty  nieliniowe  są   w  przybliż eniu
o  poł owę  mniejsze  niż  dla  belki  o  równych  rozpię toś ciach  przę seł   (A =  1.0).

4.5. Przykład 5 —  wpływ  róż nic w szerokoś ci  przekroju  belki.  W  przykł adach  5 i  6  założ ono,
że  belka  ma prostoką tny  przekrój  poprzeczny  o wymiarach  b  i h, róż ny w  każ dym  przę ś le.

Rys.  11. Krzywe szkieletowe belki  swobod-
nie  podpartej w  zależ noś ci  od  szerokoś ci

przekroju  poprzecznego

Rys.  12. Krzywe szkieletowe  belki  utwier-
dzonej  w  zależ noś ci  od  szerokoś ci  prze-

kroju  poprzecznego
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W omawianym  przykładzie  zmianie  ulegają   proporcje  mię dzy  szerokoś ciami  przekroju
bi/ b2,  polami przekroi  A1/ A2  i  momentami bezwładnoś ci  Ą fo  podczas  gdy  promienie
bezwładnoś ci pozostają   takie  same  ix  =   iz  =   i. Wyniki  obliczeń  dla  róż nych  stosunków

g  =  bi/ bi  -» At/ A2  =   Iilh   zaprezentowano na rys.  11 i 12. Dla obu sposobów podparcia
wpływ nieliniowoś ci  zmniejsza  się   jeż eli  belka ma w każ dym przę ś le inną   szerokoś ć.

4.6. Przykład 6 — wpływ róż nic w wysokoś ci przekroju  belki.  Jeż eli  w  każ dym  przę ś le  wyso-
kość przekroju  poprzecznego jest inna i wynosi  odpowiednio ht  i h2,  to  - 4iA42  =   hx\h2,
hlh  — hilh2,  Ii/ ^   -   (A1/A2)2-  Na rys.  13 i  14 pokazano krzywe szkieletowe  wyznaczone

Rys.  13.  Wpływ  wysokoś ci  przekroju  belki  przegubowo  podpartej na  czę stoś ci  drgań własnych

Rys.  14.  Wpływ  wysokoś ci  przekroju  belki  utwierdzonej  na  czę stoś ci  drgań  własnych

dla  belek  charakteryzują cych  się   róż nymi  stosunkami  h —  hy\h2.  Jako  porównawczy
przyję to  promień bezwładnoś ci ix.  Również w  tym przypadku  obserwuje  się   zmniejszenie
efektów nieliniowych w belkach o zróż nicowanych wysokoś ciach przekrojów poprzecznych.

4.7. Przykład 7 — wpływ liczby przę seł. Dla belki  przegubowo  podpartej  krzywa  szkiele-
towa podstawowej  czę stoś ci  drgań nie zalety  od  liczby  przę seł  i jest  opisana równaniem
(4.1), co w  pełni  potwierdziły  obliczenia numeryczne. Również krzywa szkieletowa  belki
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1  2

Rys.  15. Wpływ  liczby  przę seł  na  czę stość  drgań własnych dla  belki  jednostronnie  utwierdzonej

1  2  3  ł   CV
Rys.  16. Wpływ  liczby  przę seł   na czę stoś ci  drgań  Własnych belki  obustronnie  utwierdzonej

utwierdzonej na jednym koń cu w bardzo małym stopniu zależy  od liczby przę seł. Na rys.
15 pokazano przykładowe krzywe szkieletowe dla belki jedno i trójprzę słowej. Parametr «
oznacza  tutaj  amplitudę   drgań  punktu  położ onego  w  ś rodku  rozpię toś ci  pierwszego
przę sła.  Przeprowadzono  również  obliczenia  dla  belki  utwierdzonej  na  obu  koń cach
a  wyniki  obliczeń  przedstawiono  na  rys.  16.  Zauważ my,  że  wystę puje  wzrost  efektów
nieliniowych wraz ze wzrostem  liczby  przę seł  n. Dla belek  o nieparzystej' liczbie przę seł  a
oznacza amplitudę drgań punktu leż ą cego na osi symetrii  belki.

5.  Uwagi  koń cowe

W  pracy  podano  wariacyjne  sformułowanie  problemu  nieliniowych  drgań  własnych
belek  cią głych.  Podano efektywną   metodę  wyznaczania  nieliniowych  czę stoś ci  i  postaci
drgań,  wyprowadzono  dynamiczne  macierze  mas  i  sztywnoś ci  elementu  belkowego.
Opisany proces iteracyjny jest szybkozbież ny,  a wprowadzenie dynamicznej wersji metody
elementów  skoń czonych  wydatnie  zmniejsza  wymiar  zadania.
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Przeprowadzono  analizy  wpływu  róż nych parametrów belek na nieliniowe czę stoś ci
drgań  własnych. Z analiz  tych wynika, że nieregularnoś ci w budowie  belki  zmniejszają
efekty  geometrycznej  nieliniowoś ci.  Podobny  efekt  wywołuje  działanie statycznych sił
rozcią gają cych  oraz zwię kszanie podatnoś ci skrajnych podpór na przemieszczenia poziome.
Z kolei działanie ś ciskają cych  sił  osiowych  oraz zwię kszanie  liczby  przę seł  w belce obu-
stronnie  utwierdzonej  zwię ksza  wpływ  nieliniowoś ci  na  czę stoś ci  drgań  własnych.
We wszystkich  jednak  przypadkach czę stoś ci  drgań  rosną   wraz ze wzrostem amplitudy
drgań. Analizując  inne,  bardziej  złoż one  przypadki moż na  się  spodziewać, że w zależ-
noś ci od doboru parametrów belki bę dziemy mieli do czynienia z układami  wykazują cymi
w róż nym stopniu efekty  nieliniowe.
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P  e 3  IO  M e

AH AJIH 3  HEJIHHEHHBIX  COECTBEHHfclX  KOJIEEAHHft  MH OroiIPOJIETH BIX
BAJIOK

B  H acTomneił   pa6o ie  npeflciaBneHO  ^HCjieHHBie  pen iemie  HJIH  HeJnmeftHbiXj  co6cTBemn.ix  KOJK-
MHoronponeTHbix  6anoK,  KOTopbrx  KOH U >I  ynpyro  onepTbi  B  ropH3OHTajn>HOM  HanpaBJieHHH.

BanKH  CHHTaioTCH HenpepbiBHBiMH  cHCTeiwaMBt, Kpoiwe  Toro  B paSoTe  npene6peraeivi  ropH3OHTajn>HBiMH
HHeprtMH.  ripniweHeno  BapKaAHoHHbiH  noAXoflj  ineTofl  KOHe^nnsix  3JieMeHToB3  a  xaKHce

npoiieflypy  fluH   onpeflejienMH  HoiHHeHHbix  lacroT  H  dpopiw  Kone6anHft.
pacqeroB.

S u m m a ry

TH E  ANALYSI S  OF NON- LINEAR FREE  VIBRATION S  OF  MULTISPAN  BEAMS

The  paper  presents  a  numerical  solution  for  geometrically  non- linear  free  vibrations  of  continuous
beams with elastically  supported ends in the horizontal direction. The horizontaly and rotary inertia  forces
can  be neglected and the beams are considered  as the systems with distributed mass. The variationai appro-
ach,  finite  element method, and  the iterative procedure are used  for  determining  the frequencies  and non-
linear  modes  of  vibrations.  Some numerical  results  are  given.

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia 10  marca  1987  roku.


