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Streszczenie

Badania dynamiki poprzecznej modelu matematycznego ukladu mechanicznego
tor-pojazd szynowy maja niezwykle istotne znaczenie biorac pod uwage specyfike badanego
obiektu. Chodzi mianowicie o zapewnienie jednopunktowego Lstyku podczas ruchu po-
migdzy kolem pojazdu szynowego a gldwka szyny. Autorzy proponuja do rozwigzania
problemu wykorzysta¢ teori¢ proceséw Markowa, Jakkolwiek przedstawione w :pracy
wyniki odnosza si¢ do konkretnego obiektu mechanicznego to proponowana metode
postepowania wydaje si¢ mozna uogélni¢ do dowolnege ukiadu mechanicznego opisanego
uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych, na ktére narzucone sg ograniczenia i ktory
jest poddany wymuszaniu losowemu.

1. Wstep

Badanie dynamiki poprzecznej zestawu kolowego w ruchu po torze prostym jest zada-
niem posiadajacym wiele aspektow teoretycznych i utylitarnych. Ma ono niezwykle istotne
znaczenie z punktu widzenia specyfiki badanego obiektu, chodzi mianowicie o zapewnienie
podezas ruchu ,,jednopunktowego” styku w ukladzie kolo-gléwka szyny (brak styku
-obrzeza kot z szyna). Model nominalny analizowanego obiektu przedstawiono na rys. 1.

Tradycyjue podejscie do rozwaZanego zagadnienia w literaturze dotyczacej pojazdéw
szynowych sprowadza si¢ zazwyczaj do analizy statecznosci w sensie Lapunowa zlineary-
zowanego modelu autonomicznego. Nie uwzglgdnione zostaja zatem z jednej strony
losowe czynniki wystgpujace w modelowanym obiekcie jak réwniez ograniczenia narzucone
na poszczegolne przemieszczenia (bgdace np. wynikiem warunku jednopunktowego styku).

Tymczasem wymuszenia dzialajace na zestaw kolowy pochbodza gléwnie od czynnikow
losowych jak np. nieréwnosci toru. Naturalnym wiec wydaje si¢ zastosowapie w rozwaza-
nym przypadku analizy probabilistycznej.
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Rys. 1.

2. Sformulowanie problemu

Przyjety model matematyczny zestawu kotowego w ruchu po torze prostym ma w ogol-
nym przypadku postaé:

Y, = F(¥,, 1)+ G(Y,, 1) X,, M
gdzie:
Y, = [¥;,Y?, ... YT —wektor n-wspblrzednych uogdlnionych uzytych do opisu
modelu,

X, = [X, X%, ..., X" — wektorowy nm-wymiarowy proces stochastyczny opisujacy
losowe wymuszenia,
T — oznacza transpozycje,

F= [ﬁ ’f2’ ""-f;']T’

811 -+ 8in
G-=|: ,
gnl gnn_
@® — pochodna czasowa.
Przyjeto, ze X, jest stacjonarnym w szerokim sensie procesem Markowa.

—
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S3

Rys. 2.
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Z punktu widzenia specyfiki badanego obiektu wyrézniono trzy charakterystyczne
stany, w jakich mozZe znajdowac si¢ zestaw kolowy (rys. 2).
S1-—stan, gdy zestaw kolowy ma ,,dwa punkty styku” z tokami szynowymi,
S§2 — stan, gdy zestaw kolowy ma ,,trzy punkty styku” z tokami szynowymi,
§3 — stan, gdy zestaw kolowy ma ,,cztery punkty styku” z tokami szynowymi.

Dla tak opisanego modelu ukladu przeprowadzono wyznaczeme szeregu wlasnoscx
probabilistycznych, a w tym przede wszystkim wyznaczenie prawdopodobiefistwa wysta-
pienia stanu S1 (najbardziej korzystnego z punktu widzenia eksploatacji).

3. Metody analizy

Znalezienie rozwigzania ukladu stochastycznych réwnan roézniczkowych (1) z wymu-
szeniem w postaci dowolnego porocesu stochastycznego jest na ogoét niemozliwe, Jednak

w przypadku stochastycznych réwnan roézniczkowych 1TO [2] z wymuszeniem w postaci
bialego szumu, istnieje aparat matematyczny pozwalajacy na dokladne obliczenie charak-
terystyk probabilistycznych procesu opisujacego rozwiazanie uktadu. Stad wynika, ze
pierwszym istotnym zagadnieniem jest sprowadzenie Ekladu rownan rézniczkowych (1)
do ukiadu stochastycznych réwnan rézniczkowych ITO postaci:

) 5 =f(Yrc,t)+g(th,t)"fr,' (2)
® — pochodna czasowa, '

fe = Me1s Nea -..]¥ — wektor uiezaleznych bialych szuméw.

Mozna wykazaé [2], Ze rzeczywisty proces normalny x; mozna z dowolna dokladnoscia
aproksymowacé procesem stochastycznym bedacym rozwiazaniem pewnego stochastycznego
réwnania rézniczkowego.

Niech Sy(w) oznacza gestosé spektralng procesu X, . AproksmeJemy funkcje Sx(w) funkcja
P(z)

postaci Sz(w) = 0@

gdzie:

P(2) = foz"+ 12"+ ... +Bu,
0(2) = 2 +0, 2%+ ... +aty,
ng > m,

o;, fi — state wspolczynniki.
Proces o gestosci spektralnej Sg(w) mozna otrzymaé jako rozwigzanie nastgpujacego
réwnania [2]:

g dgrs dm) | |
dt" +a1+d1 d" e + +d,,sf = ﬂo—ﬁ_‘_ +ﬂm’r], (3)
gdzie: » — biaty szum,
d"s
Zp T hs-ta pochodna.

Dokonujgc elementarnych podstawieri mozna powyzsze réownanie sprowadzi¢ do
ukladu réwnan rézniczkowych I-rzedu, w ktérych nie wystapia juz pochodne bialego
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szumu (traktowane w zapisie rownpania (d) czysto formalnie, ze wzglgdu na nierdZniczko-
walnosé¢ biatego szumu).

B HED 038 = b, G “

Uwzgledniaja powyisze fakty oraz réwnania (1) i (4) otrzymamy uklad (4) przy c_zym:
Yic= [YAI;Y!:Z---Y#;‘g:ls&z,gns]T- (5)

Rozwigzanie réwnania (2) jest wektorowym procesem stochastycznym ¥;.. Aby
otrzymaé pelny jego opis probabilistyczny nalezy znalezé wszystkie skonczenie wymiarowe
rozklady. W praktyce ograniczymy si¢ do l-wymiarowego rozkladu f(Y,) (gdzie:
f: — funkcja jednowymiarowej gestosci prawdopodobienstwa).

W dalszej czesci wszelkie rozwazania odnosié si¢ beda do réwnania (2).

' _"Pro‘ces Y. stanowigcy rozwigzanie ukladu réwnan stochastyczmych jest procesem
Markowa pod warunkiem, iz funkcje g i f (réwnanie (2)) spetniaja pewne warunki regular-
-nosci (zostaly one sformutowane m.in. w [2] 1 [3]).

Jednowymiarowa gesto$¢ prawdopodobienistwa f;(Y,.) procesu ¥,, mozna wyznaczyé

~dokladnie rozwiazujac réwnanie Fokkera-Plancka-Kolmogorowa (FPK).

n+ng ' n+ns

‘W;,’”) Z 3V, an (bu(Ym,t)— \ ANa, (X, f (Y],

& ©
f;o(th) = ﬁ)(Yzc) .

Rozwigzanie réwnan FPK jest w ogdlnym przypadku praktycznie niemozliwe, dlatego
tez do analiz mozna zastosowal pewna metode przyblizona zwana metoda linearyzacji
bezposredniej [2]). Uklad (2) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

Y, = Fs(th’ s t)’ Y(O) = Y,, ) (7)

gdzie: F; jest funkcja njeliniows. )
Ten nieliniowy uldad réwnan réZzniczkowych zwyczajnych mozna przybliZyé ukiadem
liniowym rozwijajac prawa strone w szereg Taylora wzgledem fluktuacji (¥;, = Y,.—M,;,
N = 1.—M; = 3,) i odizucajac czlony z potggami wigkszymi od jeden (z analizy ukiadu
wynika, Zze przemieszczenia zestawu kolowego sg dostatecznie male aby mozna bylo
dokonaé takiego przybliZenia).
Otrzymujemy w wyniku takich operacji dwa uklady rdwnan:

M, = F(M,,1). MQ) = Y, ®
jest to deterministyczny uklad réwnan réZniczkowych zwyczajnych, ktéry mozna rozwia-
za¢é numerycznie na EMC

th.] - a Yci YJ a Yci Ui

Niech:

AG) = A(M) = [ 3%],
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OF;
B(t) = B(M}) = [Wni’]’
m
wtedy:
Y = AY;+B,,, ©

jest to uklad liniowych, stochastycznych réwnan rézniczkowych. Poniewaz przeksztalcenie
liniowe zachowuje normalnoé¢ a # jest normalny wige proces ¥p, jest réwniez procesem
pormalnym. Do znalezienia jego charakterystyk wystarczy obliczenie wektora wartosci
$rednich M, z uktadu oraz macierzy dyspersji D, spetniajacej nastepujace réwnanie réz-
niczkowe:
D, = A,D,+D,AT +B,Q@B,, (10)
A, B, te same co w (9), a2 @ = S(t—16)E(y; + Neo).
Gestos¢ prawdopodobienstwa f;(Y,) procesu Y,. wyraza sie wzorem:
1 1
f =————exp{ —— (Y, - M) D7 1(Y,— M, T . 11
t(Y) ]/(Zn)"detD, p P ( t t) t ( t r) ( )
Interesujacy nas rozkiad wspoétrzednych (Y%4,,) otrzymujemy obliczajac rozklad brzegowy:
o [ee]
LY = [ o [ f(@)dYs ... dxy). (12)
—c0 -0
Jest to gesto§¢ prawdopodobienstwa okre$lona na calej przestrzeni R2.
Przyjeto, Ze granice obszaru £2 zmiennosci wspdirzednych maja charakter ekranéw od-
bijajacych (oznacza to, ze trajektorie procesu (Y}, po dotarciu do granicy sa lustrzanym
odbiciem trajektorii procesu, ktére przekroczyly granice).

4. Algorytm obliczen. Przyklad zastosowania metody

W oparciu o zaprezentowana metode opracowano algorytm postgpowania umozli-
wiajacy obliczenie prawdopodobienstwa znalezienia si¢ zestawu kolowego w stanic S1.
Schemat blokowy algorytmu przedstawiono na rys. 3.

Model matematyczny badanego obiektu (zestawu kotowego w ruchu po torze prostym)
zaczerpniety zostal z pracy [1].

Ma on postaé dwéch nieliniowych réwnan rézniczkowych (uwzgledniona tzw. nieli-

niowos¢ typu kinematycznego [1] drugiego rzedu):

62 = Jyd? Jy 6
[m+ 27 UxtJx ¥”+J,¥/2)] Y+ 22 Y*PT+—(2JX+JY) Y¥— 22 Y¥? = O,
2
J"S XV 4T, Y - J’ Py?z— J"s YYV = 0y (13)
gdz1e.
g.|¥7|* obrét zestawu kolowego wokét osi pionowej 0Z (rys. 1),
q2|Y] przemieszczenie poprzeczne (wzdhuz osi 0Y) $rodka masy zestawu ko}owego

.® w nawiasach podano réwnowazne oznaczenia wspolrzgdnych uzywanych w pracy.



4l6 W. CroroMANSKY, J. Kisiowskl, B. RACIBORSKI

| Wezytanie parametréw réwnan ruchu |

Wczytanie wartedci poczgtkowych
M (01, D (0)

Znalezienie wartosci M{t), D (t},
np. metodg Runge -Kutty

[1
Lchnlezienie macierzy odwrotnej D™'(t)

Okredlenie ggstosci prawdopodobienstwal
fy 1Y,

I

Znalezienie gestosci brzegowe)
Py &
Wyws 7 f vy, ay,

!

Znalezienie prawdopodobienstwa
P, (mrj [tiv¥)dvay
A

Keniec

Rys. 3.

Qy,Qx sily styczne wystgpujace w puhkt'ach styku ukladu tor-zestaw kotowy,
(w nawiasie podano réwnorzednie uzywane oznaczenia). :
Sifg styczna  Qy i moment Qy okreslono zgodnie z liniowa teoria Kalkera:

2k,,,zv¢sr Ly VOt o

(14)

Y ré 2k, Nr )
Qy=2kpyN[¥’—7(1+T)] ‘jv !P+2N(b k,,s_b—)(yw y)

Ow = —2ka,x</‘l(Y—— Y.)+ %sﬂ)nm&m —k,)

gdzie:
Y, — rzeczywiste losowo wymuszenie Kinematyczne dzialajace na uklad.
Wykaz parametréw wraz z ich warto$ciami zebrano w tabeli I, Gesto$é spektralng rzeczy-
wistego procesu Y, utozsamiamy z losowym wymuszeniem X, réwnania ) przedStawiono
na rys. 4. Ograniczenia narzucone za$ na uklad, warunkujace przebywanie jego w stanie
S1 pokazano na rys. 5. . :
Po wprowadzeniu wspéirzednych stanu q, = y, 42 = Vgs=7Y,q, = !Z’sprowadzono
uktad (13) do ukladu 4 réwnan I rzedu: fel

AY = F(Y)+BY,, _ - (15)
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Tabela 1
Oznaczenie Okreglenie Wartoéé Jednostka
m masa zestawu kolowego 1400 kg
Jx moment bezwladnosci zestawu kolowego wzgledem ost OX 1747 ~ kgem?
Jy moment bezwladno$ci zestawu kotowego wzgledem osi OY 131 kg- m?
b polowa odleglosci migdzy punktami styku ukladu tor-ze-
staw kolowy w poloZeniu $rodkowym 0.75 m
é polowa kata stozkowatodci profilu zestawu kolowego 0.038 ‘rad
€ parametr sztywno$ci grawitacyjnej 0.038 rad
r $redni promien toczny zestawu kotowego 0.46 m
ks wspotczynnik Kalkera dla po§lizgu wiertnego 0.81
kpx wspolezynnik Kalkera dla poslizgu wzdluznego 200.0
Koy wspolczynnik Kalkera dla polizgu poprzecznego 175.0 -
N sita normalna w punkcie kontaktu kola z szyna 26375 N
A parametr ckwiwalentnej stozkowatosci 0.038 rad
L predkoéé protoliniowego ruchu zestawu kotowego 22,2222 m/s
gdzie:
Y =(4:, 92,93, 94"
Y, = (an, Yw, Yw),
[1 00 0 B
010 0
- 82 . Jy 62
A=1o0 0-m+ﬁ(Jx+JxQ§+Jr‘H) ——2—2‘41412 ’
R
00 Y 2‘11 9z
: b
T g i
qa
92 L Jyd? : \ qs |, roqs |- 2knNrqs
- gz‘(zjx'*"-]r)%%'i'—bz—qxqi'i‘zkpyN QZ_T)"!’ b |~ . +
F(Y) = '

e—~4

—2N[% — Ky —b_] a0

7 Mech. Teoret. i Stos. 4/87

-

Jy 62 Jy 62 A b
“*27“ 9,93+ };—,_lh 4293 — 2bNpr[7‘h + o 44] +2b6N0, (1 —kyp) G2
000 ' 0
000 0
B=1| &, €=0 1| 2kyNor
00 2N[b ks 5 ] bo
A
00 .2ka,,x7': 0

A
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5y o) | Av
Sy (w)
15903 — YA 0016 \
{mm?] : / V
| Q‘/ %
N
| 0] O Y
i ~0,0085 <00 /9/ 00053 y
I .
i ///
{ 7
I -0016
1 |
0 0025 0050 w
Rys. 4. Rys. 5.
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Rys. 6.
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Rys. 8.

Rzeczywista gestosé spektralng aproksymowano funkcjg postaci:

1
Réwnanie (4) przyjeto postaé: .
Y, = Ej_l
51 = Ez (17)

é2+a2§1+a1§2 = X.
gdzie:

x jest bialym szumem o wartoéci $redniej 0 i intensywnosci 1.

Parametry «; i «, zostaly przy tym tak dobrane aby punkty ekstremalne obu funkcji
(Sx(w), Se(w)) pokrywaly sie, tzn.:

d
“%(w) =0 Sy@)[==0025 = 15+ 10° [mm?]
()] @=0,025
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Mnozac obustronnie uktad (15) przez A~! oraz uwzgledniajac zwiazki (17) otrzymano
ostatecznie uklad w postaci (2) tzn.

AT F(4s, 925 95, 9:)+ AT'B[0, 0, g5, gl ] [0 ... 00710
Y. =|4s (+]0...00] 0],
— 01 46— %2 (5 0..01] | x
gdzie:
o o as =y
¢ = 191592, 93594, 95, %], 45 — ‘fz-

Stosujac metodeg 1 algorytm podany uprzednio uzyskano nastepujace wyniki dotyczace
wartosci $rednich wspdirzednych y (rys. 6 i 7) oraz prawdopodobiefistwa znalezienia sie
ukladu w stanie S1 (rys. 8).

Mozina zauwazyé, ze krzywa okreélajaca prawdopodobiefistwa znalezienia sie uktadu
w stanie S1 po bardzo krétkim czasie stabilizuje sie wokdt wartosei 0,69 (niezaleznie od
warunkow poczatkowych).

5. Whnioski koncowe

Prezentowana w niniejszej pracy metoda analizy ukladu mechanicznego z ogranicze-
niami i losowym wymuszeniem, wydaje si¢ efektywnym narzedziem. badawczym prowa-
dzacym do otrzymania szeregu interesujacych charakterystyk probabilistycznych.

Przedstawione rozwazania moga zosta¢ uogdlnione na dowolne ukiady mechaniczne,
pod warunkiem spetnienia sformutowanych w pracy zalozen. Wykorzystana teoria pro-
cesoéw Markowa dostarcza bardzo silnego aparatu badawczego. Stosujac ja mozna otrzy-
maé szereg dodatkowych charakterystyk probabilistycznych nie omawianych w pracy
(jak np. rozklad prawdopodobiefstwa maksymalnych wartosci procesu Y,o). Skompliko-
wana forma zaleznoéci jak i duza wymiarowo$¢ stosowanych modeli wymaga jednak
uzycia zarowno efektywnych procedur numerycznych jak réwniez szybkich EMC.
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Peaome

AHAIM3 TUHAMUKU CHUCTEMBI PEJILC-PEJIBCOBLIML COCTAB
C HCIIOJIb30OBAHMEM IIPOLIECCOB MAPKOBA

Axann3a nonepeydod MUMHAMUKM CHCTEMBI DeJIbC-pesIbCoBLIE COCTAB 13-3a cremudHUYeCcKX CBOHCTB
3TOH CHCTEMBI SIBJIAETCS OUeHb BMWHOI 3anaveir. CymecTeenHolt npobremMoil ABsAeTcA 3amada obecne-
YCHHSI TOUEHHOro KOHTAKTa MEXXIY KoJIecoM M ToJoBKoil pensca. IIA aHanM3a aBTOPHI TIPEIONIaralorT
HCMONB30BAaTh TeOPUMIO NpoueccoB Mapkosa 1 dopmannam croxacTHyecimx ypaenermit ITO. Paccymx-
ACHUA OTHOCATCA K KOHKPETHOM MEXAHHJecKOH ChCTeMe, HO MOLYT ObITh 0606INeHBI HAa NIOGYI0 Mexa-
HHYECKYIO CHCTEMY ONMCHIBAEMYIO OOBIKHOBEHHBIMY MG GepeHIMaNbHbIMA YPABHEHHAMH CO CTOXacTH-
HECKUMY BOSMYINCHHAMH B OUDAHMUCHHAMH.

T
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Summary

APPLICATION OF MARKOV PROCESSES FOR MODELLING AND INVESTIGATING
. MECHANICAL TRACK-RAIL VEHICLE SYSTEM

The investigation of the lateral dynamics of the track-railway vehicle system is extremely important
due to the specific features of such a system.

The problem is how obtain a one point contact between the rolling wheel and rail. The authors propose
to use the theory of Markow processes and the stochastic ITO equations to solve the problem. Although
the results are obtained there a concrete mechanical system the presented method seems to be applicable

to arbitrary mechanical systems described by a set of ordinary differential equations, subject to constraints
and random loading. :

Praca wplynela do Redakcji dnia 3 kwietnia 1984 roku.



