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1.  Wstę p

Metoda  elementów  brzegowych  w  zastosowaniu  do  pł askich  zagadnień  teorii  sprę-
ż ystoś ci  doczekała się  już  wielu  opracowań,  z których  wymienimy  dwa  —  ogólne,  ksią ż-
kowe  [1, 2]. Za punkt wyjś cia  przyjmuje  się  tam równania równowagi  w przemieszczeniach.

W  niniejszym  opracowaniu  przyję to  odmienne  podejś cie:  rozpatruje  się   zagadnienie
brzegowe  dla funkcji  naprę ż eń Airy'ego  F.  G dy siły obję toś ciowe  są   stałe  wówczas  otrzy-
muje  się   jednorodne  równanie  biharmoniczne

A2F^0.  (1.1)

W  dalszej  czę ś ci  opracowania  stosuje  się   zapis  wskaź nikowy  i  umowę   sumacyjną   dla
pary  takich  samych  wskaź ników.  Wskaź niki,  oznaczone  mał ymi  literami  ł aciń skimi,
przebiegają   zbiór  {1,2}.

2.  Podstawowe  równania

Równanie  (1.1)  zapiszemy  w  notacji  wskaź nikowej

F l ł W = - 0.  (2.1)

Bę dziemy  poszukiwać  rozwią zania  równania  (2.1)  w  pł askim  obszarze  V  ograniczonym
krzywą   L  (rys.  1).

Zakł adamy,  że  obcią ż enie  brzegowe  p  jest  okreś lone  w  każ dym  punkcie  krzywej  L
i  ponadto  wystę puje  stałe  obcią ż enie  obję toś ciowe  y  skierowane  przeciwnie  do  osi  x2.
Wówczas  naprę ż enia  moż na  wyrazić  wzorami

o u  -   St*  Bji F,  u  +  duyx2,  (2.2)

gdzie  eih  jest symbolem  permutacyjnym,  a  óij  deltą  Kroneckera..
Warunki  równowagi  na  brzegu  przyjmą   teraz  postać

pL.  (2.3)
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Oznaczmy:

i  przepiszmy  (2.3)  w  postaci

Rys.  1,

P?  =   Pi- Viyx2,
(2.4)

(2.5)

Warunki  (2.5)  są   identyczne  jak  dla  zagadnienia  bez  sił   obję toś ciowych  i  moż na  je
wykorzystać  do wyprowadzenia  warunków  brzegowych  dla równania  (2.1) [3]:

dF

F(Q)

hj  f  PUR)dL.

(pcQI- xRt)p?(R)dL,  P,Q,ReL.

(2.6)

P jest  dowolnym  lecz  ustalonym  punktem krzywej  L.
Po  prawej  stronie  równoś ci  (2.6)  marny  znane  funkcje  punktu  Q e L.  Oznaczmy  je

przez  h  i  g:

^  = *,  F- t.
dv

Problem  brzegowy  (2.1)  i  (2.7) bę dzie przedmiotem dalszych  rozważ ań.

(2.7)

3.  Brzegowe  równania  całkowe

Wraz  z problemem brzegowym  (2.1) i  (2.7) weź miemy pod  uwagę   dwa  równania  róż-
niczkowe

;B),  A,BeV, (3.1)
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F

• >lJJ~  8fi(A)  '

gdzie  ó(^4, 5) jest  deltą   D iraca, a ^  kierunkiem  wzdł uż  wektora  fi w obszarze  V. Zapis
<5(/f, i?) należy rozumieć jako  d(xAl  —xBl,  xA2- xB2)  itp.

Rozwią zaniami  szczególnymi  równań  (3.1) i  (3.2) są   funkcje

F = ~- r2ln~,  (3.3)
8TE  a  K  J

F*  —
Bp  - *>llit -   ' T sr  "  t J - 4 )

W  powyż szych  wzorach  przyję to  oznaczenia
rl  ~  XAi~XBii

,  (3.5)
r  =  \ / rti- i ,

a — dowolna  stała  o  wymiarze  długoś ci.

Równanie  (2.1) mnoż ymy  obustronnie,  kolejno  przez F i F*,  a nastę pnie  cał kujemy
po  obszarze  V. Podobnie  postę pujemy  z równaniami  (3.1) i  (3.2) mnoż ąc je  przez F.
Po  dwukrotnym  zastosowaniu  twierdzenia  Ostrogradskiego- G aussa

j0ttdV=  J0- vldL  (3.6)
V  L

i  wykorzystaniu  własnoś ci  funkcji  6, otrzymujemy  cztery  toż samoś ci

f  (F,uF,jVj- FFlWvj)ctL  = /  F.aFMdV.  (3.7)
L  V

J  (F,UF?JVJ- F*F}iUVj)dL  -   /   F,uF,*jjdV,   (3.8)
L  V

<xF+  f  (F^FjVj- FFujVjJdL  =  jF, ttFMdV,  (3.9)
L  V

« 4 ^ + /   (.F* ttFjVj- FF*ttiVj)dL  -   jF, ttF,%dV,  (3.10)

Porównując  stronami równoś ci  (3.7) i (3.9) oraz  (3.8) i  (3.10)  znajdziemy

[V(R)F(A, R) + M(R)Fr(A,  R)]dL -

=   <xF(A)+ J  [V(A,  R)F(R)+M(A,  R)Fv(R)]dL,  ReL,  (3.11)
L

f  [V(R)F*(A,R)  + M(R)F*{A,  R)]dL =

(3.12)
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gdzie  oznaczono:

(3.13)

8AF
V"  - F,tIJVj=   — ^ - ,  itp.

Współczynnik  a  przyjmuje  wartość  1 dla A e V, a 0 dla A  $ V  i A $ L.
Zależ ność  (3.12) przepiszemy  w nieco  innej postaci wykorzystując  własność funkcji  V*

Jv*(A,R)dL  = Q,  ReL,  (3.14)
L

wynikają cą   z równania  (3.2) po scałkowaniu obustronnym po obszarze  V i  wykorzystaniu
twierdzenia  Ostrogradskiego- Gaussa

[V(R)F*(A,  R) + M(R)F*(A,R)]dL  =

+  J  {V*(A,  R)[F(R)- F(A)]+M*(A,  R)FAR)}dL.  (3.15)
L  •

Gdy założ ymy, że A  -> Q i jednocześ nie p  -» v, z  (3.11) i  (3.15) otrzymamy  dwa  brze-
gowe  równania  całkowe  dla  funkcji  MW:

j  [V(R)F(Q, R)+M(R)F,(Q,  R)]dL =  ~
L Z

/   [V(Q, R)F(R)+M(Q,  R)Fv{R)]dL,  (3.16)
L

J  [V(R)F*(Q, R) + M(R)F*(Q,  R)]dL =   \

{V*(Q, R)[F(R) - F(Q)] +  M*(Q,  R)Fv(R)}dL.  (3.17)

Po  prawej  stronie  równań  wystę pują   znane  funkcje  punktu  Q,  które  po  wprowadzeniu
warunków  brzegowych  mają   postać

H{Q)  =   - -  h(Q) +  f  [V(Q] R)h(R) +M(Q,  R)g(R)]dL,  (3.18)
Z  L

G(Q) =  ~g(Q)+  f  {V*(Q,R)[h{R)- h{Q)]  + M*(Q, R)g(R))dL.  (3.19)f
L

Należy  zaznaczyć,  że wzory  (3.18)  i  (3.19)  są   słuszne jedynie dla gładkiej czę ś ci  brzegu Z,,
a  całki w  tych. wzorach  rozumie się  w sensie  wartoś ci  głównej  Cauchy'ego.

Zanim  przejdziemy  do  wyprowadzenia  funkcji  H  i  G  dla  punktu  naroż nego  podamy
jawną   postać  funkcji  M,  M*,  Vi  V*
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M(Q,R)-   - L  In- 1

M*(Q,  R)  =
2n  r2

2%

v  { Q > R )  ~ ~2V  [

(3.20)

W  narożu o rozwartosci  ca  przyjmujemy  lokalny  ukł ad  współ rzę dnych  ! j ,  | 2  ( rys.  2).
W  otoczeniu  punktu  Q  funkcję  Airy'ego  F  bę dziemy  aproksymować  funkcją  liniową
opartą  na  wartos'ciach  F{Q),  8Fj3v  ̂ i  8Fl3v+

F  -   - J—  (Fr,+cos  a>F,.) •   ^  -   Fv_  •  S2 + F(Q).  (3.21)

Odpowiednie  elementy  wzorów  (3.20)  mają  teraz  postać

a  same  wzory

v(R)  =  [cos ??,  — sinę ?],

r L  =  — £ •   cosc>, r 2  =  e •  sinc»,

r  =  e,

1

Af*  =

(3.22)

(3.23)

V*   =  _
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Funkcje  H  i  G  dla  naroża róż nią   się  jedynie  swobodnymi składnikami (nie wystę pują
cymi  pod  znakiem  całki) od  tych  dla  czę ś ci  gładkiej. Otrzymamy  je  ze  wzorów  (3.11)
i  (3.15). Całkowanie rozbijamy  na dwie czę ś ci: łuk B—C  (rys. 2)  i  pozostałą   czę ść  krzy-
wej  L. Warto  zauważ yć, że punkt Q nie należy tutaj do obszaru  V {cc  — 0). Po obliczeniu
granicy  przy  s  -> 0  otrzymamy  swobodny  składnik w  funkcji  H

'  F(Q)  (3.24)
2n

i  w  funkcji  G

(3.25)

Podobnie znajdziemy  swobodny  składnik w funkcji  G  dla v(Q) = v+

(a>Fn+sincoF„_).  (3.26)
JLJC

W szczególnym przypadku, gdy m =  n, wyraż enia  (3.24), (3.25) i  (3.26)  odpowiadają
tym dla brzegu  gładkiego (3.18)  i  (3.19).

W  narożu funkcja  G,  podobnie jak  poszukiwana  funkcja  V, jest niecią gła.

4.  Rozwią zanie  numeryczne  i  przykłady

Brzeg  L  dzieli  się   na  elementy  prostoliniowe  i  zakłada się   stałą   wartość  wszystkich
funkcji  okreś lonych  na  I  w  obrę bie  jednego  elementu.  Punkt  wę złowy  umieszcza  się
w  ś rodku  elementu. Taka  aproksymacja,  choć najprostsza  z  moż liwych  i  wymagają ca
gę stszego podziału, posiada wiele zalet: wszystkie punkty wę złowe leżą  na gładkiej krzywej
(odcinku  prostoliniowym), unika  się   ucią ż liwego  numerycznie obliczania wartoś ci  głów-
nych  osobliwych  całek gdyż  na  odpowiednich odcinkach wyraż enia  podcałkowe zawie-
rają ce  V, M*   i  V*  znikają.

Naprę ż enia w obszarze V oblicza się  ze wzorów (2.2) aproksymując pochodne róż nicami
skoń czonymi  opartymi na schemacie sześ ciopunktowym  (rys. 3). Ze wzglę du  na  przyję te

Rys.  3.

aproksymacje  niemoż liwe jest obliczanie naprę ż eń w bliskim są siedztwie  brzegu.  Na pod-
stawie  testów numerycznych jako  oszacowanie minimalnej odległoś ci od  brzegu  uzyskano
długość  najbliż szego  elementu.

Analizę   numeryczną   przeprowadzono  dla  dwóch  przykładów o znanym  rozwią zaniu
analitycznym.

W  pierwszym  przykładzie rozwią zano kwadratową   tarczę  obcią ż oną  cię ż arem własnym
y  i  siłami brzegowymi  o rozkładzie jak na rysunku 4. Każ dy bok kwadratu został   podzie-
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lony  na dziesięć  elementów  o stałej  długoś ci  a. Otrzymane  wartoś ci  naprę ż eń wzdłuż
pionowej  linii odległej o 2a od lewego boku pokazano na rys. 5.

Drugi przykład dotyczy kołowej tarczy obcią ż onej dwoma siłami skupionymi  (rys.  6).
Zastosowano  tutaj 38 elementów o stałej długoś ci. Każ dą   z sił  skupionych  rozłoż ono na
długoś ci jednego elementu. Na rysunku 7 przedstawiono rozkład naprę ż eń  wzdłuż piono-
wego  promienia.

5.  Uwagi  koń cowe

Na  podstawie  wzorów  (2.6)  funkcjom  h i g moż na nadać  interpretację  odpowiednio:
siły  osiowej  i momentu zginają cego  w pewnym fikcyjnym  prę cie o osi w kształcie krzywej
brzegowej.  Pręt  taki  jest  przecię ty  w  punkcie  P  i  oczywiś cie  statycznie  wyznaczamy.
Wybór  punktu  P, jak wspomniano wyż ej,  jest  dowolny  i ma jedynie  wpływ  na liniową
czę ść funkcji  naprę ż eń. Rozkład sił  wewnę trznych w tym prę cie jest dość nierównomierny:
najwię ksze  siły wewnę trzne, na ogół, wystę pują  w oddaleniu od punktu przecię cia.  Taka
sytuacja,  wobec  przyję tej  w pracy  aproksymacji  funkcji  na brzegu,  powoduje  nagroma-
dzenie  się   bł ę dów  aproksymacji  w niektórych  obszarach.  Aby  tego  uniknąć  obliczano
funkcje  h i g  jako  siłę   osiową   i moment zginają cy  w zamknię tym, statycznie  niewyzna-
czalnym prę cie. Uzyskano w ten sposób  bardziej  równomierne  rozłoż enie bł ę dów  aprok-
symacji  funkcji  h i g  (i w konsekwencji  całego problemu).

W obu przedstawionych przykładach numerycznych bł ą d w oszacowaniu dominują cych
naprę ż eń  nie przekracza  kilku  procent, co potwierdza,  nawet  przy  prostych  funkcjach
aproksymują cych  i  stosunkowo  rzadkiej  dyskretyzacji,  skuteczność  metody  elementów
brzegowych  przy  rozwią zywaniu  tego  typu  zagadnień.
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S u m m a ry

ANALYSI S  OF  PLANE  PROBLEMS  OF  ELASTICITY  BY  BOUNDARY  ELEMENT  METHOD

The boundary  value  problem for  Airy stress function  is reduced  to a system  of two  boundary  integral
equations. The equations are solved by the boundary element method. Constant body forces  are considered.
The form of the equations  at a corner is analysied  in detail. Two numeric examples  are given and compared
with  analitical  ones.

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia  10 marca  1986  roku.


