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1. Wstep

Metoda elementéw brzegowych w zastosowaniu do plaskich zagadnien teorii spre-
zystosci doczekala sig juz wielu opracowan, z ktérych wymienimy dwa — ogdlne, ksigz-
kowe [I, 2]. Za punkt wyjscia przyjmuje si¢ tam rownania réwnowagi w przemieszczeniach,

W niniejszym opracowaniu przyjeto odmienne podejscie: rozpatruje sie¢ zagadnienie
brzegowe dla funkcji naprezen Airy’ego F. Gdy sily objgtosciowe sa stale woéwcezas otrzy-
muje si¢ jednorodne réwnanie biharmoniczne

A*F = 0. (1.1

W dalszej czgéel opracowania stosuje si¢ zapis wskaznikowy i umowe sumacyjna dla
pary takich samych wskaznikéw. Wskazniki, oznaczone matymi literami lacinskimi,
przebiegajg zbidér {1, 2}.

2. Podstawowe réwnania

Roéwnanie (1.1) zapiszemy w notacji wskaznikowej
Fou;=0. (2.1)
Bedziemy poszukiwaé rozwigzania réownania (2.1) w plaskim obszarze ¥ ograniczonym
krzywa L (rys. 1).
Zakladamy, Zze obcigzenie brzegowe p jest okreslone w kazdym punkcie krzywej L
i ponadto wystepuje stale obciazenie objetosciowe y skierowane przeciwnie do osi x,.
Wowezas naprezenia mozna wyrazié wzorami

0y = enepF i+ 0pxs, (2.2)

gdzie & jest symbolem permutacyjnym, a d;; delta Kroneckera.
Warunki rownowagi na brzegu przyjma teraz postac

(8”‘ ele'k[‘}‘au'yxl)'Vj = P;. (2.3)

i
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Oznaczmy:
0.91 = euenFu,
0 2.4)
Pi = Pi—ViYXa,
i przepiszmy (2.3) w postaci
ol = pi. (2.5)

Warunki (2.5) sg identyczne jak dla zagaduienia bez sit objetosciowych i mozna je
wykorzystaé do wyprowadzsnia warunkéw brzegowych dla réwnania (2.1) [3]:

OF e

FY Q) = j(Q)Eupf pi(RydL.,

0 (2.6)

FQ = ¢ | (xai—xr)pf(R)L, P,Q,ReL.
P

P jest dowolnym lecz ustalonym punktem krzywej L.
Po prawej stronie rownosci (2.6) mamy znane funkcje punktu Q € L. Oznaczmy je
przez h i g:

oF

W = h, F 8. (2.7)

Problem brzegowy (2.1) i (2.7) bedzie przedmiotem dalszych rozwazan.

3. Brzegowe réwnania calkowe

Wraz z problemem brzegowym (2.1) i (2.7) wezmiemy pod uwage dwa réwnania rdz-
niczkowe

Fouy=0(4,B), 4,BeV, 3.1)
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« _ 00(4,B)
0= G
gdzie 0(A, B) jest delta Diraca, a u kierunkiem wzdiuz wektora p w obszarze V. Zapis
8(A, B) nalezy rozumie¢ jako 0(x,, —xy;, X42—Xp,) itp.

Rozwigzaniami szczegdlnymi réwnan (3.1) i (3.2) sa funkcje

(3.2)

—_ _ ] > r
F = g;;' In ‘*Z, (33)

r
OF (2111 &--l-l)(r,-,ul)

F* = _W — F'“ul = —-= - §:—n:——————, (34)

W powyzszych wzorach przyjeto oznaczenia

= X 41— Xpi,

R 3.5
r=Vrr (33)

L 2
a— dowolna stala o wymiarze diugosci.

Roéwnanie (2.1) mnozymy obustronnie, kolejno przez F i F*, a nastepnie calkujemy
po obszarze V. Podobnie postgpujemy z réwnaniami (3.1) i (3.2) mnozac je przez F.
Po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

[o. av= [®-vaL (3.6)
v L
i wykorzystaniu wlasnoéci funkcji 4, otrzymujemy cztery tozsamosci

f (F,uF,p;—FF,)dL = fF.IiF._jjan 3.7

L y
f (F_“Ff,"l)j"‘F*F’ ”JVJ)[{L = J‘ F’”E*}JdV, (3.8)

L y
wF+ [ (FuF—FF.up)dl = [ FuFadv, (3.9)

L 14
d g+ [ EE = FERp)aL = [FuFsay. (3.10)
vV

Poréwnujac stronami rownosei (3.7) 1 (3.9) oraz (3.8) i (3.10) znajdziemy
[ MR FA, B+ MR)F,(A, R)dL =
L
— aF(4)+ [ [V(4, RYF(R)+M(A, R)F,(R1dL, ReL, (3.11)
L
[ VR F*4, B+ M(R)F#(4, R)dL =
L

= aF,(A)+ | V*(4, R F(R)+M*(A, R) F(R)dL, (3.12)
L
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gdzie oznaczono:

oF
F,=Fpp=—4",
M= F’“ = AF, (313)
oAF
V=—F,v=— Fo 1tp.

Wspélczynnik o przyjmuje wartosé 1 dla AeV,a0dla A ¢V i d¢L.
Zaleznosé (3.12) przepiszemy w nieco innej postaci wykorzystujac whasnos¢ funkeji y*

[v*4,RydL =0, RelL, (3.14)
L

wynikajaca z réwnania (3.2) po scatkowaniu obustronnym po obszarze V' i wykorzystaniu
twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

[ R F*(4, B+ MR FF(4, RdL = aF,(4)+
L

+ [ {74, BIFR) ~F(4)]+M*(4, RF,R)}AL. (3.15)
L . . .

Gdy zalozymy, ze A — Q i jednoczeénie u — », z (3.11) i (3.15) otrzymamy dwa brze-
gowe réwnania catkowe dla funkcji M i V:

[ W FlQ, R+ MR F(Q, RIAL = 5 FQ)+

L
+ [ 7@, HFR)+FH(Q, RIF,(RL, (3.16)
L
[ @R F*Q, B+ MR EXQ, RIAL = o Q)+
L
+ [ r*@Q, BIFR) — FQ))+ M*Q, R)F,R)}dL. (3.17)
L

Po prawej stronie réwnaft wystgpuja znane funkcje punktu Q, ktére po wprowadzeniu
warunkow brzegowych majg postaé

HQ) = 5 h@)+ [ (7@, BB + (@, Rg(RIdL, (3.18)
L -

(@ =5 s@+ [ V4@, BB~ K+ M*Q, Rg(R}dL.  (19)
L

Nalezy zaznaczy¢, ze wzory (3.18) i (3.19) sg stuszne jedynie dla gtadkiej czesci brzegu L,
a calki w tych wzorach rozumie si¢ w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego.

Zanim przejdziemy do wyprowadzenia funkcji H i G dla punktu naroznego podamy
jawna postaé funkcji M, M*, Vi V*
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M@Jn=§%@m§+q,
M*(Q, R) = —;_ﬂjk_”:g@_
(3.20)
PO, R) = — 5 B
V0, R) = 2175 ['Vk(Q)r";k(R) _ 2rkvk(QrZriv,({t_)_‘].
£,
c
w
v &
R A
14
8 o“ '§T'
ot
Rys. 2.

W narozu o rozwartosci w przyjmujemy lokalny ukiad wspélrzednych &,, &, (rys. 2).
W otoczeniu punktu Q funkcje Airy’ego F bedziemy aproksymowaé funkcja liniowg
oparta na wartos’ciz__tch F(Q), dF{dv_ 1 oF|dv, -

1

sinw

(3.21)

Odpowiednie elementy wzoréw (3.20) maja teraz postaé

HR) =
ro=
P =

a same wzory —

(F,,+coswF, )" §1 ——F,,__ £+ F(Q).
WQ) = v = [0, 1],
[cos @, —sing],
—E£-CO8P, r, = &' sing, (3.22)
£, '
SR
V= 2me ’
+.. Sing '
M* = e (3.23)
px sing
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Funkcje H i G dla naroza rdznig si¢ jedynie swobodnymi sktadnikami (nie wystepuja
cymi pod znakiem calki) od tych dla czedci gtadkiej. Otrzymamy je ze wzordw (3.11)
i (3.15). Calkowanie rozbijamy na dwie czgdci: tuk B—C (rys. 2) i pozostala czesé krzy-
wej L. Warto zauwazy¢, ze punkt Q nie nalezy tutaj do obszaru ¥ (x = 0). Po obliczeniu
granicy przy ¢ — 0 otrzymamy swobodny skladnik w funkcji H

w
o F(Q) (3.24)
it w funkcji ¢
1 .
B (wF,_+sinwkF,,). (3.25)
Podobnie znajdziemy swobodny skiadnik w funkcji G dla »(Q) = »,
% (wF,, +sinwF,)). (3.26)

W szczegolnym przypadku, gdy w = 7, wyrazenia (3.24), (3.25) 1 (3.26) odpowiadajg
tym dla brzegu gladkiego (3.18) i (3.19).
W narozu funkcja G, podobnie jak poszukiwana funkcja ¥, jest nieciggla.

4. Rozwiazanie numeryczne i przyklady

Brzeg L dzieli si¢ na elementy prostoliniowe i zaklada sig stala warto$é wszystkich
funkcji okreélonych na L w obrebie jednego elementu. Punkt wezlowy umieszcza sig
w $rodku elementu. Taka aproksymacja, cho¢ najprostsza z mozliwych i wymagajaca
gestszego podziatu, posiada wiele zalet: wszystkie punkty weztowe leza na gladkiej krzywe;j
(odcinku prostoliniowym), unika si¢ ucigzliwego numerycznie obliczania wartosci giow-
nych osobliwych catek gdyz na odpowiednich odcinkach wyrazenia podcatkowe zawie-
rajace ¥, M* i V* znikaja.

Naprezenia w obszarze V oblicza sie ze wzordw (2.2) aproksymujac pochodne réznicami
skoficzonymi opartymi na schemacie sze§ciopunktowym (rys. 3). Ze wzgledu na przyjete

Fa Y

Rys. 3.

aproksymacje niemozliwe jest obliczanie naprezen w bliskim sasiedztwie brzegu. Na pod-
stawie testow numerycznych jako oszacowanie minimalnej odleglosci od brzegu uzyskano
dlugo$¢ najblizszego elementu.

Analize¢ numeryczna przeprowadzono dla dwoch przyktadéw o znanym rozwigzaniu
analitycznym.

W pierwszym przykladzie rozwiazano kwadratowa tarczg obcigzong ciezarem wiasnym
y 1 sitami brzegowymi o rozkiadzie jak na rysunku 4, Kazdy bok kwadratu zostat podzie-
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lony na dziesie¢ elementéw o stalej diugosci a. Otrzymane wartoSci naprezen wzdiuz
pionowej linii odleglej o 2e od lewego boku pokazano na rys. 5.

Drugi przyklad dotyczy kotowej tarczy obcigZonej dwoma sitami skupionymi (rys. 6).
Zastosowano tutaj 38 elementéw o stalej dlugosci. Kazda z sit skupionych roztoZzono na
dhugodci jednego elementu. Na rysunku 7 przedstawiono rozklad naprezen wzdtuz piono-
Wwego promienia.

5. Uwagi koicowe

Na podstawie wzordow (2.6) funkcjom /i g mozna nadaé interpretacje odpowiednio:
sity osiowej i momentu zginajacego w pewnym fikcyjnym precie o osi w ksztalcie krzywej
brzegowej. Pret taki jest przecigty w punkeie P 1 oczywiscie statycznie wyznaczalny.
Wybdér punktu P, jak wspomniano wyzej, jest dowolny i ma jedynie wplyw na liniowa
czes¢ funkcji naprezen. Rozklad sit wewngtrznych w tym precie jest doéé nieréwnomierny:
najwicksze sity wewnetrzne, na ogol, wystepuja w oddaleniu od punktu przecigcia. Taka
sytuacja, wobec przyjetej w pracy aproksymacji funkcji na brzegu, powoduje nagroma-
dzenie si¢ bledéw aproksymacji w niektérych obszarach. Aby tego unikngé obliczano
funkcje & i g jako site osiowyg i moment zginajacy w zamknigtym, statycznie niewyzna-
czalnym pregcie. Uzyskano w ten sposob bardziej réwnomierne roztozenie bledéw aprok-
symacji funkeji # 1 g (i w konsekwencji calego problemu).

W obu przedstawionych przykiadach numerycznych btad w oszacowaniu dominujgcych
naprezenn nie przekracza kilku procent, co potwierdza, nawet przy prostych funkcjach
aproksymujacych i stosunkowo rzadkiej dyskretyzacji, skuteczno$é metody elementéw
brzegowych przy rozwiazywaniu tego typu zagadnien.
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Peswome

AHAJTIN3 IBYMEPHEIX 3AHAY TEOPUU VIIPYTOCTH METOINOM IPAHUYHEBIX
3JIEMEHTOB

Tparmunas sapaya wist Gy HanpsyKeHud DpH CBENach K CXEME NBYX TPAHMUHBIX HHTETpallh-
HEIX YPaBHEHHMII, KOTOpbIE PEIIAIOTCA WHCHEHHO IPUMEHSsT METON TPaHMUHBIX SJIEMEHTOB. IIpmHpma-
I0TCH BO BHIIMAHIIE IIOCTOSHHBIC 0ObEMHEEIE CHiTbl. ITogpobHO IpoaHaMMSHPOBAHO BHJ YPaBHEHHHA B YIIIY.
JaHBI pelIeHHN MBYX UHCIEHHLIX MPHMEPOB, KOTOPHIE CPABHEHBL ¢ AHANHTHUECKHMH DELUCHHAMM.
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Summary
ANALYSIS OF PLANE PROBLEMS OF ELASTICITY BY BOUNDARY ELEMENT METHOD
The boundary value problem for Airy stress function is reduced to a system of two boundary integral

equations. The equations are solved by the boundary element method. Constant body forces are considered.
The form of the equations at a corner is analysied in detail. Two numeric examples are given and compared

with analitical ones.

Praca wplynela do Redakcji dnia 10 marca 1986 roku.



