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Oznaczenia:

z — zmienna zespolona w plaszczyinie fizycznej
'z — zmienna zespolona sprz¢gzona do zmiennej zespolonej z
{ — zmienna zespolona w plaszczyinie pomocniczej
a — promien walca oplywanego
w — potencjal zespolony oplywu profilu w plaszczyZnie fizycznej
W — potencjal zespolony oplywu walca w plaszczyZnie pomocniczej
v, — predko$é zespolona przeplywu jednostajnego w nieskoriczonoéci
I' — cyrkulacja
@ — funkcja potencjatu predkosci
¥ — funkcja potencjatu pradu
Re(z) — czesé rzeczywista liczby zespolonej z
Im(z) — cz¢éé urojona liczby zespolonej z
{2 — obszar oplywu profilu
082 — brzeg obszaru 2
£2' — obszar optywu walca (w plaszczyinie pomocniczej)
082" — brzeg obszaru 2’

1. Wstep

W wielu zagadnieniach przeptywowych uzywa si¢ do opisu ruchu plynu rachunku
wariacyjnego. Prowadzi to do ujecia ruchu plynu w kategoriach energii [3]. Obszar,
w ktorym poszukuje si¢ rozwiazania moze byé nieskoficzony a ponadto profil moze posia-
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da¢ ostrze. W tych przypadkach nalezy zbadaé zachowanie si¢ pierwszej wariacji funkcjo-
nalu w otoczeniu ostrza oraz w obszarze nieskoniczonym. Badanie to wynika z nastgpu-
jacych faktéw
— dla cieczy doskonatej przy oplywie ostrza predkosé staje si¢ w otoczeniu ostrza
nieskonczenie duza (1, 2]
— przy oplywie pojedynczego profilu catkowita energia kinetyczna w obszarze optywu
jest nieskonczona [l, s. 52]
Drugi fakt sklania do wydzielenia z calej plaszczyzny fizycznej tej czgsci obszaru,
w ktorym catka z energii kinetycznej bedzie skonczona. Ruch cieczy doskonalej opisany
jest rownaniem Laplace’a [2, S]. Jeéli przyjmiemy, Ze na brzegu obszaru skladowa nor-
malna predkoécei jest dana funkeja p to opis ten jest réwnowazny poszukiwaniu funkcji
potencjatu predkosci @, ktory nadaje minimum nastgpujacemu funkcjonatowi [3]

@) =1 f VOVDdxdy — j @ ps)ds; D e CHR)NC(09). (1)

20
Minimalizacja funkcjonatu (1) prowadzi do minimalizaciji ca{kl( fpd.Q) dla zadanych

warunkow brzegowych (jest to zasada Batemana [4]). Ze wzgledu na to, Ze wymiar wyra-
zenia (1) jest [J/kgl, funkcjonat (1) bywa rowniez nazywany funkcjonalem energii.

Do zalezno$ci (1) mozemy wprowadzié¢ potencjal zespolony w(z) optywu profilu,
wowczas:

J(w) = Jﬂ_dﬁdxdy {Re[w(z)] p(s) ds. e

Ze wzgledu na rowno$é energii kinetycznych w odpowiadajacych sobie obszarach w plasz-
czyznie fizycznej i pomocniczej [I, s. 66] do badania zachowania si¢ funkcjonatu (2)
wygodniej bedzie przejs¢ do plaszezyzny pomocniczej, w ktoérej znana jest postac poten-
. cjatu zespolonego W({) cyrkulacyjnego oplywu walca [2].
00a2
Fo
Przy rozwigzywaniu zagadnienia oplywu plynem scis§liwym jako pierwsze przybliZenie
przyjmuje si¢ rozwigzanie zagadnienia opltywu cieczq doskonaty (réwnania rézniczkowe
rzadzace przeplywem plynu §ciliwego sa nieliniowe [2] a pierwsza wariacja funkcjonatu
energii nie jest funkcjonatem liniowym). Dlatego zbadanie istnienia I wariacji funkcjonatu
(1) jest zagadnieniem podstawowym,

Zagadnienie istnienia I wariacji funkcjonatu (1) przedstawiono na przykladzie profilu

o kacie ostrza § = 0 (profil Zukowskiego) oraz profilu o kacie ostrza & > 0 (profil
Karmana-Trefftza).

W) = v, L+

Ill = a.

I 2
3 lnl+

2. Badanie istnienia calki (2) w punkcie osobliwym profilu o jednej stycznej

Dla zobrazowania zagadnienia zajmiemy si¢ profilami uzyskanymi z odwzorowania
zewnetrza kola za pomoca funkcji Zukowskiego [2]
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2

Z=C+~%; I¢l > a, (3)

dla ktorej funkcja odwrotna jest postaci:

1 AT T
{= 7(z+ V2—44?);  |z| 2 2a, )
oraz
dac 1 z+ }/'27—402 ‘
dz ~ 2 Y7_d@? )
Zatem:
do_ WA (D1 ms) d
dz ~— dt dz i & 2 ) dze

T T

L L _ f0e), 1 ©

dz dz Pz dz dz

avdw [, T 1 9,8} I' 1 %,0%\ dt d&&
* el T “gﬁ'_)

=104

v

_ r w (T at\ I
10 =zt g |2~ iz )i "

[vfoaz 4 ( 2242 )] + Vo Uy &+

& - ©o*

gdzie funkcja f(£(2)) jest rzeczywista i ograniczona w obszarze (2. Natomiast funkcja g(z)
jest okre§lona wzorem:

d¢ dt _ 1 z+ V22 —4a? (z+ Vzi— 4a2)
dz dz ~ 4 l/z —442 I/Z —4a?
| 2242 Y24+ (7 Y2 —Ad)+ Y PP — a2 —da®

= — - e 7
4 Z_A24/72. A2 M
Vz2—4a* )/ 22— 4a

g(2) =

i jest funkcjy rzeczywista. Licznik funkcji g(z) jest funkcja ograniczona w obszarze ogra-
niczonym, gdyz

|zz+z V2% —4a? +z]/z ~4a? + V2> —4a? |/z —4a2\ <

< max [zz+z]/z —4az+zl/z —4a2+]/z —dqa? l/z iy l = A.
X, ye,
Funkcja g(z) posiada osobliwo$é w punkcie (x,y) = (24,0). Zbadajmy teraz istnienie
calki (2) w obszarze Q, (rys. 1) zawierajacym punkt osobliwy (x, ) = (2, 0). Zatem

L= f IZ fz':d dy = f SC@) 8@ dx-dy < maxf (1)) maxgi(@) - Lo, @)

&8
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gdzie:
dx - dy
L= | m——, ©)
G 1/22 —4a? 2> — 4a?

g(2) = % [zZ+2 V22 —da? + (222 —4d?) + V2> —4a? V22— 4a?],

1
max |g,(z)| = 4.

(x,9)EQs
Zagadnienie istnienia calki I, sprowadzilismy do badania istnienia catki I,. Dalsze roz-

@_/

wazania wygodniej bedzie przeprowadzi¢ w lokalnym ukladzie wspdlrzednych o poczatku

Rys. 1.

w punkcie osobliwym (rys. 1), wtedy:
0, ={(x,y):x = 2a+p-cosp,
O<o<o, ¢ <o@<2r},

8 2n .
e f e [ s -
V7 —da ~4a* 22 —4a* § V 0*(16a*+ ¢* +8agcos ¢)

y=op-sing, 0<p<e,

8/48 @1 dod
(f f) % -l | (%a)
¥V 142pcosg+p? 3

Stosujac podstawxeme @ = 29 otrzymamy:

& Pr [}

3 4a 2 2

4:7 n
he (f f) -5 4]
= e 48
kzsmzﬁ g i1+p g P ]/1 lczsmzﬁ

i 1 P2 2dp 4p
- F . %
OJ [ ( : )+F(7; k- F(Z k)] =
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gdzie funkcje F(%‘—,’ k), F(m, k), F(%Z« k) sa catkami eliptycznymi I rodzaju [6]. Dla

k* < 1 calki eliptyczne I rodzaju posiadaja warto$é skoriczona. Poniewaz F(x, k) =

= 2F(®/2, k) oraz q)21 £ qj,; < %, stad 0 € p—; K T—p, < =,

Ed o) L
0<2F(2,k)+F(2,k) F( ) (2 )
o ] @
m .\, _24p f _
IZ <6j‘ 2F (7, k) 1+p 4 maxF( ) J =

-4 max F(7 k) 1n(1+%). ©ob)

wiec:

OSPS-H

Zatem na mocy monotoniczno$ci funkcji F (%, k(p)) mamy:

I < max f(¢(2))- mz)a.x g(2)-4- max F(z,k(p)) ln( 4';)

(x, V)05

0<p=< T
= max 4F( & ) -1n(1+—£—), 10
Jmax [(@): max g 4F |7 K = (1)
gdzie:
&
- 4‘75 __16a-2 )
L s Y2 (d4a+e)?
) |
Dla k =1 (p = 1, ¢ = 4a) funkcja podcatkowa w (9a) przyjmuje postad
1 ' 1 ‘

V1+2pcosp+p® V200 +cosg)
1 posiada osobliwo$¢ dla ¢ = z. Punkt o wspétrzgdnych:
X = 2a+0co8 @/ i4anmn = —28,

y.= Q- Sin(p/(4a.n) = 0:
jest drugim punktem osobliwym profilu. Punkt (x, y) = (—2a, 0) lezy we wngtrzu profilu
(p, < 7, p, > @) je$li kolo w plaszezyznie pomocniczej ma $rodek poza poczatkiem
ukladu wspdlrzednych. Catka I, jest wtedy ograniczona. Jesli kolo w plaszczyznie pomo-
niczej ma- §rodek w poczatku uktadu wspdirzednych, wéwcezas profil redukuje sie¢ do
odcinka majacego kofice w punktach (—2a, 0) i (2a,0) [6]. Musimy zatem zbada¢ zacho-
wanie si¢ catki w otoczeniu punktu (—2g, 0). Dlaprofilu o wielu punktach osobliwych nie
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lezacych we wnetrzu profilu obszar £, dzielimy na podobszary £2,, i = 1,2, ..., N z kté-
rych kazdy zawiera tylko jeden punkt osobliwy i badamy zachowanie si¢ catki 7, w obsza-
N . .
rze 0, = \J Q,,. Dla powyzszego przypadku obszar £, jest okreslony nastgpujaco:
i=1
@, = {(x,y):x = —2a+g-cosp, y=p¢-sing, 0<eo<y¢,
0 < ¢ < 27},

Q,___ = QE) 61+62 < 4‘15
przeto:

& 2z 411 27
_ff odody j‘f ) dpd(p ‘ _
= . V 02(16a% + o> —8agpcos ) ]/I—chosq)+p

411 x

4a 21
_f f dpd® _~2f f__‘ﬂﬁ_ =
. |/1+2pcosz9+p ¥ |/1+2pcosﬁ+p
e 3 o r o
* 2dp _~ap_
of 2o f B[ or(T k) (1)
5 1+p 3 V1 —k?sin2d 3 T+p

Poniewaz ¢, < 4a astad k < 1, wigc catka (11) jest ograniczona i zachodzi oszacowanie

(10).

3. Badanie istnienia calki (2) w otoczeniu punktu osobliwego profilu
z ostrzem o dwoch stycznych

Przykladem profilu majacego w ostrzu dwie styczne jest profil Karmana-Trefftza
(profil sierpowy), ktérego ostrza sg polozone symetrycznie wzgledem osi urojonej i leza
na osi odcietych w punktach (—me, 0) 1 (me, 0) [2].

Profile K4armana-Trefftza otrzymuje sie przez odwzorowanie zewnetrza kola o érodku
na osi urojonej wedtug funkcji:

_Z_"ﬂc_=( _C), m>1, (13)

dla ktérej funkcja odwrotna jest postaci:

1 1
n

C=c- (z+mc)l +(z—mc)l , (14)
(z+me)" —(z—mc) "
OTAzZ:
i 4¢? h(z)
v T T s

(zz_mzcz) m [(Z+mc) T (Z mC) m] (ZZ _ ’nzcz) m
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gdzie funkcja A(z) jest réwna:

4c?

i i

h(z) = —
[(z+ mc)F —(z—mc)" ?

i jest funkcjg ograniczona na zewnatrz profilu.
Zatem analogicznie do (6) mamy:

dw dw , dc dc
D~ 1) < @) 9,

gdzie funkcja ¢(z) jest rzeczywista

_deodt h(z)- h(z)
q(z) = iz dz = S T-I < A-q,(2),
(Z2—m?c® "2 —m2e? ™
oraz
i

A = max (h@) 5@, ¢: (2(x, »)) = -

(x, ¥)e0s

1
[(xz __y2 . 11126‘2)2 + 4X2)’2] m
Podobnie jak poprzednio zbadamy istnienie pierwszej catki w zaleznoéei (2) w otoczeniu

punktu osobliwego. Ze wzgledu na to, ze funkcje f(£(2)) i A(2) - h(z) sa ograniczone w obsza-
rze 2, (rys. 2) wystarczy zbadaé istnienie catki

L = [ q@dxdy (15)

Qs

w obszarze (2, zawierajacym punkt osobliwy.

%

-mc,0} 0

Rys. 2.

Dla ulatwienia rozwazad zastosujemy lokalny uktad wspotrzednych (o, ) w obszarze £,
wtedy obszar £2, jest okre$lony nastgpujaco:

-Qa={(JC,J’)1x=m-c+g-cos<p, y = p-sing, 0< @< @r,0, < @ < 21},
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Catka (15 przyjmie zatem posta¢:

13

“oT dod
Is:f( +f) == =

1—
00 (62[p2 420 2me - cosg+ (2me)?]

_E 2

2me

P 2n —
_ 1 f f) p" dpdy X @
T, 2 f (0 + L PT ne (152)

n

@me)y " ° 72 (14+2pcos¢+p?)
Stosujac dalej podstawienie ¢ = 2% otrzymujemy:
2;-0 —2——1d % o ,!9
1 pm Ip . a
-[3 = z_i f 2_1 ( + .f) ' 1_3«'
(2)716‘) m 0 (1 +P) m 0 %1 (l_kzsinzﬁ) m
Calki wewnetrzne mozZemy przeksztalcié nastgpujaco:
71 o1 L2y LA TU
2 x 2 = 2 2 2 2
[+ =]+ =2]+]~],
0 P2 0 0 0 0 0 0
2
wigc:
i 2n€x-c 5 r_rzl—ld % lZL 121—
4 P dd
he ot [ 2 [
m 0 0 1 m

2-— o 2— 1
(2me) (1+p) (1~k%in%d9): "

Poniewaz ¢, > ¢, oraz funkcja podcatkowa jest dodatnia, przeto:

LS 3
2 4

[ -f)—2 <o
0 0 m

-
(1—K*sin*%) ™

a stad:

5
1 2p™ d a
he— L [ @ a e
2- - —
@me)y ™ °  (1+p) ® (1-Kk3%in2%) "
Parame'tr m okrefla kat 8 w ostrzu, 8 = (2—m) - =, spelnia wiec nieréwno$é 1 < m < 2
oraz na mocy monotonicznosci funkcji podcatkowej mamy:

3 5
& s

[ e iz

° (I-k%sin2®) " ° (1—k2sin?d)?
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1 ) m
I, < -.T f 2F %, k)J—Z'Z dp £ (16)
(2mC) m 0 (1+ ) m
2:?1(: Ti— -1
< 4 2 max F(%, k J dpz <
(zmc) m 0<p e i} (1+ ) “m

m e \" l.
Al -
4 . i [(+2mc) 1] D<m«<2
€ ———5 max F(— k)-
(2’716’)2—1_”- Osp= E;m In (1 +i€) m=2
Pokazaliémy wige, ze rowniez dla profilu o dwéch stycznych w ostrzu catka (2) jest ogra-

niczona. Dla m = 2 wynik (16) jest identyczny z (9b), gdyz profil Karmana-Trefftza jest
modyfikacja profilu Zukowskiego i dla m = 2 funkcje (3) i (13) sa identyczne.

4. Badanie istnienia calki (2) w obszarze nieorganiczonym

Calka
dW(&W
1 dw dw 1 4t \di ] 1 [ dW aw
inzd—z"x"y—fﬂ, (@) TE =g ) g # A AD
dc \dt )

wyraza energie kinetyczng cieczy doskonatej. C. Witoszynski pokazal [1], ze energia kine-
tyczna w obszarze nieskoficzonym na zewnatrz walca (przy pominigciu energii kinetycznej
pochodzacej od przeplywu jednostajnego) jest nieskoriczenie duza. Rozwazania nasze
przeprowadzimy dla potencjalu zespolonego z pominieciem czltonu odpowiadajacego
przeplywowi jednostajnemu, wtedy:

Ir Vo 2

W(z) = B(x, ) —Re(5,2)+ilp(x, »)—Im(@,2)] =
B(x, p)—ulx, ) +ilp(x, )= V(x, Pl = O(x, ») +iP(x, »),
u(x,y) = Re(v,2) = x* vty v,, V(x, p) = Im(Up2) = p - 0s—X" 0,.

W) = W)~

1l

Stad funkcjonal energii ma postaé:

A

J=%deA5V(5-dx-dy— fcﬁ-;;(s)-ds=
2 a9
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— 1_ (_ZMi _(_itv_ < dx - (]).’— J-Re[\::)] A?)(S) v ds =
2 dz dz
i
| [ dW aw f "
= —d&- dn— R P AN
> ) Vi & dy e[W]- P(S) (18)

gdzie:
P(S) = - [Re(A)

n-normalna zewnetrzna do brzegu
Zajmiemy si¢ teraz zbadaniem istnienia pierwszej calki zaleznosci (18)

1 (dW dw
I = :o:‘é, EIE
~ f[ ]12 1 (’Ui— jz._)'_w~)+ ’Z)wa 4_] drf(ln
5 \T T &

Zachodzi pytanie czy w pasie nieskoficzonym zawicrajacym profil, catka (18) bedzie miala
warto$¢ skonczona. Dla uproszczenia rozwazan podzielimy obszar na dwie czeéci Q' =
= £\ )2y, gdzie 2, jest obszarem zawartym migdzy liniami pradu ¥, i ¥, (rys. 3) i pro-
mieniem r < R natomiast obszar 2 zawarty jest migdzy liniami pradu ¥, 1%, ir > R.
W obszarze skonczonym £2, na mocy poprzednich rozwazan catka (18) jest ograniczona.
Zatem wystarczy zbadaé catke J, tylko w obszarze £2, okreslonym zaleznosciami

= {(ne)ep(M<e<p(), r=R>af.

7=

ly|=const




CALKA ENERGIl W OPLYWIE PROFILU 397

Dla uproszczenia przyjmijmy 2., = v, Catke J, zbadamy w biegunowym uklfadzie wspol-
rzednych (rys. 3)

E=r-cosp, u=r-sing, stad: I =r-c¥,
wtedy: '
w  gi(r)
I, = ! q —JL Ia? =2, *.sin +'v2 al Loy drody _
s ). 472 " 2-m I 7 r* -
R ¢ar)
1 ({1 vZa*\ o,(r)—g, () I at, ( e smq)
. R K qa(r)
Druga catka w zaleznosci (19) ma warto$é skonczong gdyz:
©  gulr) o @) do- d
f f smzfp dg- dr < f f ___q_[__g f fp.(r) %(I)
. r
R ga(r) ) R qur)

< max [ (r)—e.(N]- f dr _ —1—-- max [p(r)—@a(r)]-

Rgr<w R<r<oo

Roéwniez drugi skladnik pierwszej calki w zalezno$ci (19) daje catkg skonczona

| opa @1(r) — @, (r) I vgat
[ A S g e max [, () = (),

2 k ) R<r<w
zatem o skoficzonodci catki i decydowaé bedzie catka’
- 1 %(l) %(r) 1 I f |1 (r) — @2 (1)
Is = 2 4 :rzzf ar <7 4.7 . r dr. (20)

Catka I 'bgdzw skoriczona tylko wtedy gdy:
c
lpe ) —@2()l = HE) < —, ¢>0, «>0.

Dla kazdej funkcji H(r) spelniajacej powyzszy warunek caltka (20) bedzie skoficzona.
Dla ¢ =27 i « = 0 otrzymujemy calke rozbiezna zgodna z wynikiem uzyskanym przez
Witoszynskiego [1]. Wynaczymy teraz kat widzenia ¢,(#) — ¢, () przekroju o promieniu r
zawartego miedzy liniami pradu ¥, i ¥,, ktére przechodza przez punkty A i B (rys. 3).
Rownanie linii pradu jest nastgpujace [2]:
7 I e
‘lp = ‘Z)co . n—vwazm — %ln 1/52 +772.
Zatem réwnania linii pradu przechodzacych przez punkty A i B wyrazaja si¢ wzorami:
v'ma I

N —

1'U1:vOOA_ A 2 ].n|A| = UV n—vwazﬁ—*ﬂ_lnl/fl—kﬂ",
‘ v, T ' ' _

Va3 Bo g I = o e gy — g MY E
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lub we wspoirzednych biegunowych:

. 1 sing r |A]
. — . —_ 2 _— - - — _— =
P V{Ad—r sing)—v,a (A p ) Z-nl p 0,
. 1 sing I | B]
. _p. _ 20— __ 77 3 I
Y21 Vo (B—r-sing)—v, 4 (B . ) Z-nl . 0
Stad:
a’ 4]
singy (r) = i A r T ; limsing, (r) = 0 (21
o r) = e I PR @(r) =V, )
r—— r——
r r
B4 Bl
sing,(r) = al: -3 ;Ir-vw :2 ;rl_ig:simp,(r) =0, (22)
F—— F——
r r
< : s Pr— @y @1+ @
sing,—sing, = 28in cos =
2 2
1 1 B
A g2 = fdl
B—A—a (B A) B r lnlA|
= a? 270, a’
T e
1 1 r B
B—A—a* -~ ——|— =
2Sin¢2_%cos ‘P2+‘P1= a(B A) 2'n'vwnA‘ _ D
2 2 a? a?
r——— r——
r r
Dla dostatecznie duzych wartosci r zachodzi nieréwnoéé 0 < f%(pl < izt- Pozwalato
na wykorzystanie nastgpujacej nieréwnosci:
Pr—Py <£a . Pa— @
2 S T
Zatem:
r f“’ L g0=u)|, 12 (1 2 : .
I < - dr < f_._. iD|
s 4'7:2R r 2 d 47':2R r = @2+ a? dr <
2|cos 22
2 r
o0 00
I ID| f dr f dr D, . R+a
= 4md Jori—a® " ') rP—a* T 2 R-=a’
min cos%—;%— R R
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Zbadajmy teraz druga catke w (18). Wyznaczmy funkcje P(S), P(S) = v, - cosa+w, * sina,
gdzie kat « zawarty jest mi¢dzy normalng zewnetrzna do 92’ a osig x. Predkosé zespolona
wynosi:

aw i T = r Voo G2
/3 T P DY S
stad:
o = — Iy 1 9,8 =) 1
¢ = 27w E4ny? B2 yn? : 22’
I 2-E-n v,
Uy = — " E2 : z T f 17202 >
2-m E 4y (&2+7?)
oraz
lim v; = lim 9, =0,
E—~+ [
F 2
P(S) Re[W] (‘ za;rctgj;__7 ;);’:1752) * (vg - cosa+v, - sina). (23)

Dla dostatecznie duzych wartoéci & mamy [7]:

3
n 3 1 17) 7
tgo = (M) o <,

arcle s = 3(5 + ‘5 <

. 1 1
v Re[W] = B +Bygs + +ors Bi, By # 0, 24y

. 1 1
'U,,'Re[W] = 52 +C3 54 + Cl’ C2 5& 0, (25)-

oraz linie ¥, i ¥, sa réwnolegle do osi x (zalezno$¢ (21), (22)) a catka
[Re[#]- B($)dS = [Re[W]B(S)dS+ [ Re[WIP(S)dS
ay A 1A
jest skoficzona wtedy i tylko wtedy gdy funkcja podcatkowa posiada oszacowanie

IRe[#] B(S)] < Eﬂ, E>0, f>1, 26)

co na mocy (23)—(25) jest zachowane, Zatem catka po brzegu z zaleinosci (18) w pasie
nieskoiczonym obejmujgcym profil jest skoriczona. Pokazaliémy wiec, ze dla réznych
wartoéci cyrkulacji I" catka (18) w pasie nieskoficzonym zawartym migdzy dwoma liniami
pradu obejmujacymi profil ma wartoéé skoniczona.

5. Uwagi koricowe

Przedstawione rozwazania dotyczyly wybranych dwéch profili, o jednej oraz o dwéch:
stycznych w ostrzu. Zachodzi zatem naturalne pytanie o istnienie calki energii w przy-
padku dowolnych profili majacych ostrze. W takich przypadkach catka energii bedzie
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istnie¢, co wynika z nastgpujacego rozumowania. Dla profilu o jednej stycznej ostrze jego
moze byé aproksymowane ostrzem profilu Zukowskiego i w otoczeniu ostrza funkcja
odwzorowania Zukowskiego odwzorowuje aproksymowany profil na krzywg styczng
do kola w punkcie odpowiadajacym ostrzu. Ograniczono$¢ catki energii dla profilu apro-
ksymowanego w otoczeniu ostrza bedzie wynikaé z ograniczonosci catki energii dla profilu
Zukowskiego, co zostalo juz wykazane. Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi
dla profilu o dwéch stycznych w ostrzu. Do tego celu mozna wykorzysta¢ przedstawione
rozwazania dotyczace profilu Karmana-Treffiza.

Przedstawione rozwazania dotyczyly optywu pojedynczego profilu. Interesujgce staje sig
zatem rozwaZanie problemu istnienia catki energii dla profilu znajdujacego si¢ w palisadzie
profiléow. Predkosé zespolona przeptywu w palisadzie profiléw rozlozonych réwnomiernie
wzdluz osi urojonej jest wyrazona zaleznoscia [10, 11]

2(z2) = 6’"+71iz—f () - ctgh[%(z—é)], L—Xkontur profilu,
L

stad sprzgzona predko$¢ przeptywu odniesiona do predkosei w nieskoficzonoéei wynosi:

V(z) = 2(2)—7(z = o) = {.—f%({) : [ctgh-T;— (z—C)—l]dC =
L

it
1 (. 2
= .27[ B(t) - e dc. @n
€ . .

-0
-1

Funkcja V(z) jest funkcja okresowa V(z) = V(z+i n-t), n = 1,2, ..., zatem istnienie
catki energii mozna badaé nie w pasic nicograniczonym zawierajgcym sie miedzy dwoma
liniami pradu lecz w pasie nieograniczonym zawierajacym si¢ miedzy dwoma prostymi
réwnolegltymi oddalonymi od siebie o podzialke palisady z. Dla dostatecznie duzych war-

toéci |z] = xq, |exp [it (z—C)]—l X exp[—y—:—(z—é)]

wiec:

-Z.; T
V(Z)=%e y -fz"z({)-e' dc,
i Y .
l _-z—qx ig iC A —n—zx :
V(Z)‘VEZZTC ‘ 'f?)(C)e' dC'f'v(C)-e’ d=S5e ',
L I t
oraz:
Pyt A @ 2n 2n
” . ‘—— B _Tx ~ A —7—x0
xJ J V(z) V(z)dxdy = - f € dx = 5-¢ (28)

Pokazalismy wigc, ze réwniez dla palisady profili catka energii (17) ma warto$é skoficzona
a ponadto wyréwnanie si¢ pola predkosci nastepuje szybciej niz dla profilu pojedynczego
€O ujawnia si¢ szybsza zbieznoscig catki (17).
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Niniejsze rozwazania mozna uogdlni¢ na palisady wielokrotne zawierajace uktad
profitéw [8, 9]. W tych przypadkach przdkosé zespolona (27) bgdzie zawieraé sume catek
po kazdym konturze profilu z ukiadu profiléw zawartych miedzy dwoma liniami perio-
dycznosci. Charakter zbieznosci catki energii (17) bedzie analogiczny do (28).
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Pezwome

CYIIECTBOBAHHWE MHTEIPAJIA DHEPTHH B M3BPAHHBIX ITPOCTPAHCTBAX
OBTEKAHUSA TIPODHIIA UIEAJIBHOW XUIOKOCTIO

B paboTe IICcCTIeROBAHO CYLIECTBOBAHNE MHTErpaNa SHEPTHA [UIA HACAIBHOH YKHIKOCTH BOJIH3H Npo-
(bUnA ¢ oXHON MK ABYMSI KacaTeAbHLIMH B €TO 3a7ueil KpoMKe.

HccnenoBano Toyke CymecTBOBAHME HHTETPANia SHEPTHMH B HEOTPAaHHMYEHHOM NOmOCe MKy ABYMI
JUHAMA TOKa OOHMUMAIOIMMH [IPOGHIIb.

Summary

EXISTENCE OF THE ENERGY INTEGRAL IN SELECTED INCOMPRESIBLE FLUID FLOW
AROUND THE PROFILE

Existence of the energy integral in the incompresible fluid flow around the profile with the sharp single
and double tangential trailing edge has been considered in the paper. Existing of the energy integral in an
infinite band situated between the two stream lines with a profile in it has been also considered.

Praca wplyn¢la do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.
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