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1. Wstep i przeglad literatory

Terminem ,,rezonans wewnetrzny”’ przyjeto okreslaé te szczegdlne zjawiska, ktore
pojawiaja si¢g w drgajacych ukfadach nieliniowych o » stopniach swobody wtedy, gdy

istnieja liczby catkowite kg, s = 1,2, ..., p, nie wszystkie rowne zero, takie ze miedzy
czgstosciami wlasnymi ukladu wy, ..., @, zachodzi zwigzek typu:
P
ZICS(’US:O! psn, (1)
s=1

tzn. gdy czgstosci te sa wspdtmierne. W teorii pierwszego przyblizenia czestosci w, sg
czestoSciami whasnymi uktadu liniowego, tj. uktadu w ktorym czlony nieliniowe zostaty
odrzucone.

Szczegolnie interesujacym jest przypadek kiedy w ukladzie wystgpuje jednoczesnie
rezonans zewnetrzny, tj. gdy istnieja liczby catkowite m, , ..., m, nie wszystkie réwne zero
i liczba i, takie, Ze spelniony jest warunek:

9
stws+m,v =0, p<n, . 2)
s=1

gdzie » — czgstosé sity wzbudzajacej, m, = 1, 2, 3, ..., oraz gdy wsrdd czgstodci w,, ..., w)p

sa czesto§ci wspotmierne, a wige speilniony jest warunek (1). _

W przypadku gdy rezonansem zewnetrznym jest rezonans glowny, tj. gdy czgstodé
wymuszenia jest w poblizu jednej z czgstoSci wilasnych,

Y R wy, 3)

efektem wspolmiernoéci czestodci wilasnych jest ,,wciaganie” do rezonansu oprocz
rezonansowej wspoirzednej normalnej &, réwniez innych wspéirzednych & odpowiada-
jacych czgsto§ciom wiasnym w; wspélmiernym z w, . W rezultacie zamiast jednopostaciowej
odpowiedzi rezonansowej, w ktérej dominuje skfadowa harmoniczna o czgstoéci », moze
pojawié si¢ odpowiedZz wielopostaciowa, w ktdrej réwnowazng rolg odgrywaja réowniez
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sktadowe harmoniczne o czestosciach odpowiadajacych czestosciom wilasnym wspot-
rzgdnych &;.

Efekty wspdtmiernosci czestosci wlasnych w nieliniowych autonomicznym i zacho-
wawczym uktadzie o dwéch stopniach swobody, po raz pierwszy zostaly zbadane przez
Gorelika i Witta [1]. Uktadem tym bylo wahadto matematyczne zawieszone na sprezynie,
a opisane uktadem dwdch réwnan rézniczkowych drugiego rzedu sprzgzonych tylko
poprzez czlon nieliniowy. Stwierdzili oni, ze gdy czestos¢ drgan wzdtuz dtugoéci wahadta
jest podwojong czestoscia drgan obrotowych wahadta, to charakter drgan ulega jakoscio-
wej zmianie i pojawiaja sie drgania, w ktérych nastepuje przeplyw encrgii z jednej postaci
do drugicj 1 z powrotem.

Uklad ten analizowalo teorctycznie i do$wiadczalnie wielu autoréw, miedzy innym
Kane i Kahn [2], van der Burgh [3, 4], Srinivasan i Sankar [5], Evan-Iwanowski [6],
Minorsky {7].

Zjawisko przeplywu energii migdzy poszczegdlnymi postaciami w uktadach nielinio-
wych autonomicznych, a wywolane wspolmicrnoscia czgstosci wlasnych i znane rdwniez
w literaturze pod nazwg drgania ,,autoparametryczne”, badane bylo réwniez dla innych
ukladéw, np. belki i wahadta— Sevin [8], Struble [9, 10, 11, 12], Struble i Heinbockel [13].

Fakt, Ze jedna posta¢ moze wytlumiaé drgania innej postaci wykorzystali Haxton
i Barr [14] budujgc autoparametryczny tlumik drgan. Natomiast Barr i Nelson [15]
stwierdzili, Zze efektem rezonansu wewngtrznego, tj. wzajemnego oddziatywania migdzy
postaciami, moze byé np. to, Ze wymuszone drgania jednej postaci moga spowodowaé
wykladniczy wzrost amplitudy drgan innej postaci.

Efekty sprzezenia i oddzialywania migdzypostaciowego w rdznego typu ukladach,
lecz bez uwzglednienia mozliwosci wystapienia rezonansu wewngtrznego, analizujg w swoich
pracach Mac Donald [16], Atluri [17], Dowell [18], Morino [19], Bennet i Eisley [20],
Bennet [21], Tseng i Dugundji [22].

W pracach poswigconych efektom wspotmiernosci czestosci wilasnych szczegdlna
uwaga zostata zwrdcona na przypadek, gdy jedna z czestosei jest dwukrotnie wigksza
od drugiej tj.

20, = w;. G

Zalezno$¢ tego typu prowadzi do zjawiska rezonansu wewnetrznego gdy nieliniowo$é
w ukladzie jest typu kwadratowego. Probe ogdlnej analizy i klasyfikacje tego typu uktadow
o n stopniach swobody podjal po raz pierwszy Sethna [23]. W zaleznosci od wartosci
czgsto$ci wymuszenia » i amplitudy sity wymuszajaccj, autor wprowadzil nastepujace
typy ukladow: ‘

1 — autonomiczny z rezonansem wewnetrzoym,
2 — nieautonomiczny z rezonansem zewngtrznym bez rezonansu wewnetrznego,
3 — nieautonomiczny z rezonansem zewngtrznym i wewnegtrznym:
(a) przypadek superharmoniczny — gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu nizszej

' czestosci wiasnej,

(b) przypadek subharmoniczny — gdy czesto$¢ wymuszenia jest w poblizu wyzszej
czegstosci wlasnej. '

Dla przypadku (3a) jednym rozwiazaniem jest rozwiazanie nietrywialne dwuczesto$ciowe

z amplitudami: a; # 0 dla wspohrzednej rezonansowej i a, # 0 dla wspolrzednej weig-
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ganej do rezonansu. Dla przypadku (3b) mozliwe s3 dwa typy rozwigzan: jednoczgstos-
ciowe — a; = 01 a, # 0, oraz dwuczestoSciowe z amplitudami a, s 0 dla wspdtrzednej
wciaganej do rezonansu i a, # 0 dla wspélrzednej rezonansowe;.

Podobne wyniki 1 wnioski mozemy znalezé w pracy Piszczka [24]. Rozpatruje on
drgania ustalone plaskiej belki, podpartej na koncach przy pomocy sztywnych podpdr
sprezyscie zamocowanych do podioza. W srodku belki umieszczono obcigzenie oraz
mase na mimosrodzie. '

Uktady z nieliniowoécig typu kwadratowego i rezonansem wewngtrznym typu 20; = w;
sa rowniez przedmiotem badan szeregu prac Tondla [25, 26, 27, 28]. W pracach [25, 26]
bada on uklad o dwdch stopniach swobody wzbudzony sita harmoniczna o amplitudzie
proporcjonalnej do kwadratu czgstosci wymuszenia. W przypadku gdy czestosé wymuszenia
jest bliska pierwszej czgstoSci wlasnej, drgania charakteryzujg si¢ wcigganiem do rezo-
nansu drugiej wspolrzednej i mamy rozwigzanie dwuczesto$ciowe ze sktadowymi harmo-
nicznymi » i 2». W przypadku gdy czesto$¢ wymuszenia. jest bliska wyzszej czestosci wias-
nej, wciagana do rezonansu jest pierwsza wspolrzgdna i rowniez mamy rozwiazanie
dwuczestosciowe, ze sktadowymi harmonicznymi »i »/2. W [27] ukiad wzbudzany jest
sita okresowa zawierajaca pierwsza i drugg harmoniczna. W tym przypadku, zaréwno
gdy czestos¢ wymuszenia jest w poblizu nizszej jak i wyzszej czestosci wiasnej, mozliwe
sa dwa typy rozwigzan: (a) — poitrywialne, kiedy mamy tylko drgania drugiej wspdl-
rz¢dnej, sa to drgania dwuczestosciowe z czgstodciami sity wymuszajacej, (b) ~— nietry-
wialne, kiedy pierwsza wspolrzedna drga harmonicznie ze swoja czgstoscia wiasng, drga-
nia drugiej wspéirzednej sa dwuczgstosciowe z czesto$ciami sity wymuszajace;j.

Z innych publikacji poswigconych rezonansom wewnetrznym typu 2m; = «; w ukfa-
dach z nieliniowoécia typu kwadratowego, na uwage zashuguja prace Barr’a 1 Nelson’a
[15] oraz Sethna i Bajaj’a [29].

Ten sam typ rezonansu wewngtrznego, tj. 2w; = w;, badany byt w ukladach zawie-
rajacych nieliniowos¢ typu kwadratowego i szeSciennego lacznie. Tondl w [28] rozpatruje
przypadek rezonansu w, = 2w,, kiedy czestosci wymuszenia. v jest bliska w,. Autor
stwierdza istnienie dwoéch typow rozwigzan: jednoczestoéciowego o czestosci wymuszenia
oraz dwuczestosciowego ze sktadowymi harmonicznymi o czgstosciach » i »/2. Szczegd-
lowa analiza po$wigcona jest rezonansowi dwuczesto§ciowemu. W pracy tej wyznaczono
takze obszary przyciggania, tj. obszary warunkéw poczatkowych prowadzacych do roz-
wigzania jedno- lub dwuczgsto$ciowego.

Yamamoto i Yasuda [30] oraz Yamamoto, Yasuda i Nagasaka [31] réwniez badaja
rezonans w, = 2w, gdy nieliniowo$¢ zawiera czlony kwadratowe i sze$cienne. Stwierdzaja
oni, ze gdy czgstoéé wymuszenia jest w pobliza nizszej czestoéci whasnej [30], jedynym roz-
wiazaniem jest rozwigzanie dwuczestosciowe ze skltadowymi harmonicznymi o czestos-
ciach: wymuszenia i podwojonej czesto$ci wymuszenia. Autorzy pokazilja, ze w pewnym
zakresie czgstodci wymuszenia », drgania okresowe dwuczesto$ciowe przechodzg w drga-
nia prawie-okresowe ze sktadowymi harmonicznymi o czgstoéciach: » i bliskiej 2». Drga-
nia te s3 bardzo wrazliwe na tlumienie. Badajac uklad w poblizu wyzszej czgstosci wias-
nej [31], autorzy stwierdzaja mozliwo$é wystapienia dwdch typéw rozwigzan: jedno-
czgstoSciowego o czestosei wymuszenia v, a wiec takiego jak bez rezonansu wewngtrznego,
1 dwuczgstosciowego ze sktadowymi harmonicznymi o czgstosciach » i »/2. Podobnie jak
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poprzednio, stwierdzaja oni istnienie pewnego przedziatu czgstosci wymuszenia, w ktérym
wystepuja drgania prawie-okresowe.

Omawiane w pracach [I3-31] problemy dotyczyly ukladéw mnieautonomicznych,
z nieliniowoscia typu kwadratowego badz kwadratowego i szeSciennego iacznie i rezo-
nansem wewngtrznym 2w; = wy.

Klasycznym przyktadem nieliniowosci sprezystej, wystepujacej w wielu ukladach
fizycznych jest nieliniowo$é aproksymowana przez funkcj¢ typu szesciennego. Z tq klasa
funkcji nieliniowych wiaze si¢ rezonans wewngtrzny typu:

3w, = w;. (5)

Zagadnieniu temu poéwigcaja swoje prace migdzy innymi: Sethna [32], Nayfeh, Mook
i Sridhar [33], Nayfeh, Mook, i Lobitz [34], Lau, Cheung i Wu [35], Croll [36, 37], Baj-
kowski [38], Bajkowski 1 Szemplinska-Stupnicka [39].

W pracy [32] rozwazany jest uklad o dwoéch stopniach swobody z rezonansem wew-
netrznym w, = 3w,. Autor stwierdza, ze gdy czesto$¢ wymuszenia jest bliska nizszej
czestoécl wlasnej, w rozwigzaniu daje zauwazyé si¢c bardzo silny udzial trzeciej harmo-
nicznej. W przypadku gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu wyzszej czgstodci wlasnej
w odpowiedzi nie stwierdzono istnienia skladowej subharmonicznej.

Nayfeh, Mook i Sridhar [33] znajduja rezonans wewngtrzny przy badaniu drgan
poprzecznych belki podlegajacej duzym odksztalceniom. W przypadku gdy belka z jednej
strony jest utwierdzona, a z drugiej zamocowana przegubowo, autorzy zwracaja uwage
na jeden z mozliwych przypadkdéw wspoimiernosci czestosci wlasnych, a mianowicie
w, = 3w,. Gdy czesto§é wymuszenia jest w poblizu nizszej czestosci wlasnej, jedynym
rozwigzaniem jest rozwiazanie dwuczestociowe ze skladowymi harmonicznymi o czg¢s-
tosciach: wymuszenia i potrojonej czgstoSci wymuszenia. Amplituda postaci wciaganej
w rezonans jest bardzo mala i w rozwiazaniu praktycznie dominuje pierwsza postaé.
W przypadku gdy czgsto$é wymuszenia jest bliska wyZszej czestosci wlasnej, mozliwe sa
dwa rézne rozwigzania: jednoczestoSciowe o czgsto$ci wymuszenia » i dwuczestosciowe
ze skladowymi harmonicznymi o czestosciach » i »/3. Warto zauwazyé, ze w przypadku
drgan dwuczestodciowych, udziat skladowej o czestosci »/3 (pierwszej postaci), moze byé¢
bardzo duzy, nawet szedciokrotnie wigkszy niz podstawowej. Z podobnymi wynikami
mozemy spotkaé si¢ w pracy [34]. Lau, Cheung i Wu [35] analizujac podobny typ uktadu
pokazuja, Ze oprécz drgafn okresowych moga wystapi¢ drgania prawie-okresowe.

Takze Croll [36, 37] analizuje drgania powlok z uwzglednieniem rezonansu wewnetrz-
nego. W [36] badane sa rezonanse wewnetrzne w, = 2w, i w; = 3w, za§ w [37] rezonanse
Wy =Wy, W; = 2w, 1 w; = 4w,.

Bajkowski i Szemplinska-Stupnicka [38, 39] badajg przydatnosé metod Ritza i usred-
nienia do badania efektow rezonansu wewnetrznego w, = 3w; w ukladzie z nicliniowoscia
typu szesciennego.

W pracach [23 - 39] omawiany byl rezonans wewnetrzny typu w; = 2w; badZ w; = 3w;,
mieliSmy wigc przypadek rozwigzania dwupostaciowego, w ktérym oprécz wspédirzednej
rezonansowej, w rezonans wciggana byla jeszcze jedna wspdirzedna o czgstoéci wspdl-
miernej Z rezonansowag.

W ukladach o wigcej niz dwu stopniach swobody, w przypadku gdy wystepuja wiecej
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niz dwie czestosci wspotmierne, mogsg wystapi¢ rezonanse wewngtrzne wielopostaciowe
zwane kombinowanymi.

Barr i Nelson [15] badaja kombinowany rezonans wewnegtrzny typu w; = w,+w,
analizujac zachowanie si¢ elementéw konstrukcji pod dziataniem harmonicznego wymu-
szenia zewnetrznego i nieliniowodci typu kwadratowego. Autorzy wykazuja mozliwosé
wystgpienia dwdch typow rozwigzan: jednopostaciowego o czgstosci wymuszenia i trzy-
postaciowego, w ktérym oprécz wspohrzednej rezonansowej, do rezonansu zewngtrznego.
wciagane sg dwie wspolrzedne, ktorych czgstosci sa wspélmierne z rezonansowsg.

Sridhar, Mook i Nayfeh [40, 41] badaja drgania utwierdzonych okragtych plyt obcia-
zonych sitami harmonicznymi uwzgledniajac efekt rezonansu wewngtrznego. W [40] prze-
prowadzaja analiz¢ uwzgledniajac rezonans trzypostaciowy, natomiast w [41] rezonans.
czteropostaciowy typu wg = w;+w,+w;. W przypadku gdy czgsto$é wymuszenia jest.
w poblizu jednej z niZszych czesto$ci wlasnych wciaganych w rezonans, ustalona odpo-
wiedz ukladu moze mie¢ postaé fali stojacej. Natomiast gdy wymuszenie jest w pobli-
Zu najwyzszej ze wspotmiernych czestodci wlasnych, ustalona odpowiedz ukladu moze-
mieé dwie postacie: jako superpozycja fal stojacych wszystkich postaci wcigganych
w rezonans, albo jako superpozycja fal stojacych trzech nizszych postaci z fala bie-.
2acq najwyzszej postaci. Lobitz, Nayfeh i Mook [42] rozwaZaja drgania rezonansowe:
piyt eliptycznych w przypadku obciazenia harmonicznego i rezonanséw wewnetrznych.
Analizuja oni dwa typy rezonansow: trzypostaciowy w, = 2w;—w,; i czteropostaciowy:
ws = w; +w,+w;. Wykazuja, ze wszystkie pigé postaci moga uczestniczyé w rozwig-
zaniu, pomimo Ze tylko jedna z postaci jest bezposrednio wzbudzana, poza tym dominu-
jaca w rozwigzaniu moze by¢ inna niZz bezposérednio wzbudzona postac.

W omawianych uprzednio pracach badano wplyw rezonansu wewnetrznego na zew-
netrzne rezonanse gléwne. O wplywie rezonansu wewnetrznego na rezonans zewnetrzny
kombinowany typu v = w, +w, mdéwia prace Asmis’a i Tso [43] oraz Nayfeh’a [44]..
W [43] badany jest uktad o dwoch stopniach swobody, z nieliniowoScig typu szesciennego
irezonansem wewnetrznym w, = w,. Natomiast w [44] badany jest ten sam typ rezonansu
zewngtrznego, w przypadku ukladu z nieliniowoscia typu kwadratowego i szesciennego-
Iacznie, przy rezonansach wewngtrznych w, = 2w, i @, = 3w,. Autor stwierdza, Ze.
obecnos$é rezonanséw wewnetrznych wplywa na zwickszenie amplitud drgan, z tym ze:
wigkszy jest wplyw rezonansu w, = 3w,. Nalezy nadmienié, ze réwnania tego typu moga.
opisywaé drgania: akceleratoréw indukecyjnych, wirujacych watéw, powlok, wyginanych
elementéw konstrukceji, statycznie obcigzonych konstrukcii.

Szczegbtowe omdwienie i wyniki prac [15, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, 33] mozna
znalezé w przegladowej pracy Bajkowskiego i Szemplifiskiej-Stupnickiej [45].

W przedstawionych pracach [23-44] analizowano drgania ukladéw o wzbudzeniu.
zewngtrznym harmonicznym. Omoéwimy teraz niektére z prac, w ktérych analizowano
drgania ukladéw o wzbudzeniu parametrycznym badZz parametrycznym i zewngtrznym.
harmonicznym.

Tbrahim i Barr [46, 47] badaja drgania ukladu ziozonego ze zbiornika czgsciowo
napeinionego ciecza 1 sprezyscie zamocowanego. Nieliniowo$é jest tu typu kwadratowego,.
a uklad moze by¢ wzbudzany parametrycznie, badZ przez autoparametryczne sprzezenie-
pomigdzy poszczegSlnymi postaciami elementéw konstrukcji a pierwsza postacia falujacej,
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cieczy. W [46] rozwazaja przypadek rezonansu wewnetrznego w, = 2w, gdzie w, — drga-
nia wilasne konstrukcji, w, — drgania wlasne falujacej cieczy. W [47] badaja przypadek
rezonansu wewnelrznego trzypostaciowego typu sumy lub roéznicy. Stwierdzaja, ze typ ten
rozwigzania jest mozliwy tylko wtedy, gdy ttumienie dwoch nizszych postaci jest rowne
zero badz jest bliskie zera.

Analize podobnego ukiadu przeprowadzili Nayfeh, Mook i Marshal [48] badajac
rozwiazanie w przypadku rezonansu w, =2w,, a takze Nayfeh i Mook [49] dla rezo-
nansu wewnetrznego typu kombinowanego. W obu przypadkach otrzymali analitycznie
stany ustalone lecz bez zadnych ograniczen jesli chodzi o thumienie.

Tso i Asmis [50] analizowali odpowiedZ nieliniowego uktadu drgajacego o dwéch
stopniach swobody, z nieliniowoscia typu szeSciennego i harmonicznym wzbudzeniu
parametrycznym, lecz bez rezonansu wewnetrznego. Podobny uklad opisujacy drgania
boczne kolumn przy udziale zewnetrznego obcigzenia harmonicznego z uwzglednieniem
rezonansu wewnetrznego badali Tezak, Mook i Nayfeh [51]. Natomiast Nayfeh w [52]
bada odpowiedz ukladu o dwdéch stopniach swobody, wzbudzoniu parametrycznym,
Z rezonansem wewnetrznym, w przypadku nieliniowosei typu kwadratowego.

Hatwal, Mallik i Ghosh [53] analizuja podobny ukiad jaki badali Haxton i Barr [15],
a wiec uklad masa-wahadlo z nieliniowoscia typu kwadratowego. Stwierdzaja oni, Ze
efektem rezonansu wewnetrznego w, = 2, jest wzbudzenie parametryczne, a dla dosta-
tecznie duzych amplitud wymuszenia moziiwoé¢ wystapienia drgan prawie-okresowych.

Nayfeh w [54] bada ukiad o wielu stopniach swobody z nieliniowo$cia typu kwadra-
towego 1 szeSciennego lgcznie, z wymuszeniem parametrycznym i rezonansem wewnetrz-
nym ws; = @, +w0,. Nieliniowos¢ moze by typu geometrycznego badZz sprezystego,
.a réwnania moga opisywaé drgania wirujacych watéw, sklepie, powtok i plyt, sprze-
zone poprzeczne 1 wzdtuzne drgania kolumn, drgania zbiornikéw cze$ciowo napetnionych
.ciecza 1 zamocowanych sprezyscie.

Z analiza ukiadéw z wielokrotnymi czestosciami wlasnymi i wzbudzanych parame-
‘trycznie mozemy spotkac si¢ miedzy innymi w pracach [55, 56, 57, 68]. Fu i Nemat-Nasser
[55, 56] rozpatrujg uklady liniowe, niettumione w przypadku wystepowania dwéch czes-
todci wielokrotnych. Natomiast Tezak, Nayfeh i Mook [57] rozwijaja analiz¢ przeprowa-
.dzong przez Fu i Nemat-Nasser’a wiaczajac do ukiadu tlumienie i nicliniowo$é typu
-szeSciennego, a jako przyklad podaja badanie flatteru powlok w obecnosci obcigzenia
harmonicznego. Takze Nayfeh [58] rozwaza uklad o wielu stopniach swobody z wielo-
krotnymi czestosciami wiasnymi, a szczegdtowej analizie poddaje uklad o czterech stop-
Jniach swobody, w ktérym trzy pierwsze czestosci wlasne sg takie same. Badania koncen-
‘truje na rezonansach parametrycznych: 2w, w;+w, 1 @0, —w,.

Ogolniejsza teorie 1 klasyfikacje rezonanséw wewngtrznych mozna takZze znaleZd
‘w pracach Sethna [59], Czeszankowa [60, 61, 62], Samojlenki i Momota [63, 64], Nayfeh’a
;1 Mook’a [65].

W przewazajacej wigkszo$ci omawianych prac wyniki teoretyczne uzyskane byly za
-pomoca jednej z technik perturbacyjnych, najczgsciej za pomoca klasycznej metody usred-
-nienia, a weryfikacja tych wynikéw przeprowadzana byla przez symulacje réwnan ruchu
.na maszynach cylrowych lub analogowych.

W nielicznych tylko pracach np. [27, 35, 53], stosowana byla metoda bilansu harmo-
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nicznych, ale nie podejmowano analizy, ktéra z metod przyblizonych jest adekwatna dla
danego ukiadu i danego typu rezonansu.
O ile rezonansowi wewngtrznemu typu 2w; = w; poSwigcona jest obszerna literatura
i w wielu pracach wyniki teoretyczne zostaly catkowicie potwierdzone przez badania
symulacyjne, to zachowanie si¢ ukiadu przy rezonansie typu 3w, = w; nie jest w pehi
wyja$nione. W szczegolnoéci dotychczasowe wyniki nie daja wyczerpujacej odpowiedzi
na pytania:
— czy rozwigzanie pierszego przyblizenia metod perturbacyjnych daje wiarygodne jakos-
ciowo wyniki zgodne z wynikami symulacji komputerowe;j,
— jakich zmian w charakterze drgan rezonansowych mozemy oczekiwaé gdy parametry
uktadu, przy ktdrych nie jest spetniony warunek istnienia rezonansu wewnetrznego,
zmieni¢ tak ze bedzie spelniony warunek:

3w, = w;.

Bezpo$rednim bodzcem do podjgcia prac nad tym typem rezonansu wewngtrznego
byly badania teoretyczne i analogowe prowadzone na prostym przykladzie modelu ukiadu
.0 dwdch stopniach swobody z nieliniowoécia typu szesciennego i wzbudzanego sita har-
moniczna (rys. 1).

Drgania rezonansowe tego uktadu zaréwno przy rezonansach gtéwnych jak i pobocz-
nych bez rezonansu wewngtrznego, oraz studia porédwnawcze rdéznych metod przybli-
zonych, byly przedmiotem wczesniejszych studidw autordw [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73].
W pracach tych, oprocz analizy zjawisk drgan rezonansowych pojawiajacych sie w ukla-
dach nieliniowych posiadajacych wigcej niz jeden stopien swobody, zwracano baczna
uwage na problem doboru przyblizonej metody analitycznej, adekwatnej do danego typu
badanego zjawiska i badanego ukladu. W szczegdlnosci analizowano metody perturba-
cyjne w pierwszym przyblizeniu i metodg Ritza (metode¢ bilansu harmonicznych), pordow-
nujac rozwiazania majace ta samy forme jako funkcje czasu.

W obecnej pracy dobrano parametry ukiadu tak, by spetniony byl warunek wyste-
powania rezonansu wewngtrznego typu w, = 3w,. W przeprowadzonych badaniach
analogowych nie uzyskano tych wynikéw jakie przewiduje teoria pierwszego przybli-
Zenia metody usrednienia, natomiast uzyskano efekty, ktérych ta teoria nie przewiduje.

Problem zostat rozwiazany, gdy w rozwazaniach teoretycznych zastosowano metode
Ritza, przy niezmienionej formie rozwigzania jako funkcji czasu.

2. Ogoélne rownania i badanie rezonanséw wewnetrznych metoda wsrednienia
i metodg Ritza

Rozwazamy réwnania ruchu nieliniowych ukladéw drgajacych o skoficzonej liczbie
stopni swobody, zapisane w postaci macierzowe;j:
Aq+Cq+f(q)+o(q, §)—Pcosyt =0, ©)

gdzie q = collgy, ..., g,] — wspotrzedne uogdlnione, A = diag[m;] — macierz bezwlad-
noéci, C —macierzsz tywnosci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio okrestona, f= col[f,
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..., [,]— reprezentuje nieliniowa czg$é sit sprezystych, ¢ = colp,, ..., ¢.] — reprezentuje
sity thumienia.
Uktady ciggle opisane beda réwnaniami czastkowymi w postaci,

m(x)—%% + L{w) + Ly (w)+ N(Ow) —p(x)cosvt = 0, )

z warunkami brzegowymi,
B(w) = 0 na brzegu I,
gdzie L(w) i L{(w) — odpowiednio liniowy i nieliniowy operator zmiennych przestrzennych
odpowiadajacy liniowej i nicliniowej czesci sit sprezystych, N(w) — operator thumienia.
p(x) — amplituda sily wymuszajacej.
Obydwa modele matematyczne (6) i (7) sprowadzamy do uktadu réwnad modalaych

przez wprowadzenie wspolrzednych normalnych &, ..., £,. Dla ukladu (68) wspoirzedne
te wprowadzamy za pomoca transformacii:

qi(1) = Zboufj(f); i=1,2,...,n, ®)
=

gdzie bgi;, i,7 = 1,2, ..., n, 53 wspolczynnikami postaci wlasnych ukiadu (6) dla f(q) =
= (q, q) = P = 0, a dla ukladéw ciaglych (7) przez przyjecie przyblizenia,

wix, 1) = ) py(x) E(0), ©)
j=1

gdzie: y;(x) — znane liniowe funkcje x (postacie wiasne uktadu (7) przy Li{(w) = N(w) =
= p(x) = 0), oraz zastosowanie metody Galerkina.,
Dla obu ukladéw (6) i (7) otrzymamy réwnania ruchu w formie:

ME + QE + F(E) + H(E, ) —@cos»t = 0, (10)'

gdzie: M = diag[M ], 2 = diag [M;w3;], M, — uogdlniona masa, wy; — czesto$é wlasna
J-tej postaci. Elementy kolumnowej macierzy F sa funkcjami wszystkich wspdtrzednych,
F; = Fy(&,, &,, ..., &), za$ elementy macierzy H s3 zalezne od wszystkich wspotrzednych

1 ich pochodnych, H; = H&,, ..., &, 5'1‘, ...,é,,). Ponadto mamy:

n n

M, = L mibgiy, Fy = Zfibou, Hy = Z%bou, 0; = Z—Pibou: an
= i=1 i=1 i=1

-]

— dla ukladu réwnaf (6),

! I n
My = [mGovias, £ = [ L[ Y neeo]ma,
0 s=1
1 n ! (12)
H = [N Y n@eolnedr, 0= [penex,
5= 0

— dla ukfadu réwnan (7).
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Zaklada sie, ze autonomiczny, zachowawczy uklad nieliniowy:

ME+ Q€+ F(E) = 0, (13)
posiada energi¢ potencjalng U speiniajaca warunki:
U@, ...,0 =0,
U >0 jesli &, ..., &, nie znikaja jednoczesnie, (14)
Uy, oons &) = U(=&y, ..., =),
tak wiec:
——-g—g = —M;0};£—Fi ¢, ..., £). (15)

Funkcje F; sg analitycznymi i nieparzystymi funkcjami swoich argumentéw. Przyjmuje
sie, Zze z wystarczajacg dokladnoscia mozaa je przedstawié w pastaci skoficzonego szeregu
Taylora. Sity ttumienia spetniaja warunek:

ZHJéJ >0, (16)
i=1

jesli tylko 2 Ly eers &, nie znikajg réwnoczeénie, i takze sa przedstawiane w postaci skon-
czonego szeregu Taylora,

Tak wiec uklad réwnan (10) traktowany jest jako model matematyczny zardwno
uktadow o skupionych masach jak i ukladéw o ciggtym rozkladzie mas i bedzie przed-
miotem dalszych badan.

2.1. Metoda ugrednienia. ZaléZmy, Ze Spelniony jest warunek zewnegtrznego rezonansu
gléwnepo tj.:

VR Wy, 17)

1 wszystkie czestosci sg niewspoimierne. Rozwigzania ukladu (L0) w pierwszym przybli-
Zeniu szukamy w postaci:

& = acos(Wt+D), v X wy, 18
&=0, j=1,2,..,k-1,k+1,..,n, (18)

gdzie g, i ¥ — pewne stale wyznaczone metoda uérednienia lub inna procedurg pertur-
bacyjna.

W tym przypadku tylko wspdlrzgdna rezonansowa &, jest rézna od zera. Wspoirzgdne
nierezonansowe &;, j # k, W rozwigzaniu w pierwszym przyblizeniu sg réwne zero.
Rozwigzanie takie nazywane jest jednocze$ciowym (jednopostaciowym), gdyz postaé
drgan scharakteryzowana jest jedng funkcja wilasng w,(x) lub ukladem wspdiczynnikow
bow, i=1,2,...,n.

Jedli jednak chod jedna z czgstosei wlasnych, np. w,, jest wspdimierna z rezonansowa,
wowczas okazuje sig, Ze odpowiedz ukladu przestaje byé jednopostaciowa, a do rozwia-
zania zostaje weiggana dodatkowo wspdirzedna &. Zatézmy dla ogolnosci, ze r—1 czgs-
todci wlasnych jest wspotmiernych z czestodcia wy, tzn.:

kiw+ ... +ko+ ... +ko,. =0, (19)
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gdzie ky, ..., k, — liczby catkowite. Warunek (19) zapisaé mozemy takie w postaci:

Be =2 o N (0)

[ Sk
gdzie s, ss = 1,2, 3, ...
Stosujac wprowadzone oznaczenia (20) réwnania ruchu (10) przepiszemy w postaci:

R Wy,
'ék+v25k = (Wz—wlg)gk—Fk(é_l, RN gr)—Hk(El.’ cevy gr’ E.J.’ sevy é,,)+QkCOS’Vt,
:és'i'Nstv2Es = N,f‘(vz——w,f).fx—Fs(El [IEREN} gr)_Hs(gl_; [ERE} 5,., éls rees ér)"' (21)

+Q cosvt, s=1,2, .. k—1,k+1,...,r,
.éj-i'wjzfj = "Fj(§r+Ls EERE) gn)_Hj(£r+la (R 5}1) ér+1’ (AR fl,,)-i-QjCOS’Vt,
j=r+1,...,n.

Efekt rezonansu wewnetrznego uzyskano zakladajac, ze nie tylko wspdlrzedna rezo-
nansowa, lecz i wspélrzegdne & odpowiadajace czegstosciom wspdimiernym z w, sa rézne
od zera. Tak wigc rozwigzania ukfadu réwnan (21) szukamy w postaci:

&, = a,cos(vt+49,), VR Wy,
& = a,cos(N,vt+9y), s=1,2,..,k—=1,k+1,...,r, (22)
£ =0, J#L1,2,...,r.

Dla wyznaczenia amplitud a,, ..., a, 1 katéw fazowych 4., ..., ?, stosujemy metode

udrednienia [74 -79]. W tym celu najpierw traktujemy te wielkoéci jako nowe zmienne
as = a,(ty, %, = %), s =1, ..., r, i przeksztalcamy réwnania (21) do postaci:

d ~
% _ —l—[——(N,fsv2—wf)ascos@_‘+Fs(al_, s B, 0, ..., 0,)—=0,cosvt]sinby,
dt Ny
(23)
dd, 1

T m[—(N,?svz—w_f)ascos@_‘+ﬁs(al, G, 0, ...,0,)—0cosvt]cosO
gdzie:

@s = Nks'yt+'l9‘s,

f‘s(al, v 8,0, ...,0,) = Ffa,c080,, ..., a,co86,)+ (24)

+ Hy(a, cos®,, ..., a,cos0,, —a,»N,,sin@,, ..., —a.vN,sin0,).
Dodajmy, ze aby zastosowaé metode usrednienia musimy zazadal by prawe strony

réwnan (23) byly male, rzedu u', gdzie p jest malym parametrem — u <€ 1, u > 0.
Widzimy wige, Ze nie tylko funkcje nieliniowe F"'_s. ale i amplitudy sity wymuszajacej QO
oraz réznice (Niy?—w?) musza by¢ male, rzedu u'.

Nastepnie zastepujemy prawe strony réwnan (23) przez ich wartoéci uérednione w cza-
sie. Operacje te mozemy zapisaé nastepujaco:

T
das, 1 |,. 17 . 1 .
& = N Ll‘i{?o T.J Ffa,,...,a,6,, .., @,)sm@,dl—? 6stssm195], 25)
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(25) [cd.]

ads f 2
p7al aNAsv [’knl F(ay, ...y ey O cosOdt +— ( 292 —w?)a,—

1
5 0 OsCOS z‘z‘s] ,

gdzie: 8, — delta Kroneckera, s,k = 1.2, ..., r
Poniewaz szukamy ustalonych rozwigzan as = const i & = const, s = 1,2, ..., r,
sadamy by speinione byly réwnania:

T
da, 1 . 1 .
‘Z = Nksv [’Il'fxlall- !Fs(al s ooy Oy @1 3 eres @r)SIrl@sdt__zék.stsnlfﬂsil = 0’ (26&)

s 1 f
@ = aNo [TIT;_T Fla,,..,a,0..,0)c0s0, dt+—~( 2 —wa,~
1
——EékSQscosz?s] =0, s=1,2,...,r (26b}

Warunki (26) prowadza do 2r nieliniowych réwnan algebraicznych z niewiadomymi
iy ey Oy Byy oeny Or.

Réwnania (26a) pozwalaja na prosta interpretacje zwiazku migdzy formg funkcji
nieliniowej (24) i typem rezondnsu wewnetrznego. Zbadajmy wiec szczegdtowiej rownania.
(26a) dla wspélrzednych o czgstotliwosciach wspétmiernych z wy, spetnienie ktérych jest
warunkiem niezbednym istnienia niezerowych rozwiazan na ap, ..., @g—q1, Gug1y vy Gre
Warunki te mozemy zapisaé w postaci:

Fay, ..., 4,0y, ...,0)sin0dt =0, @7
s=1,2,..,k=1,k+1,

W tym celu przedstawimy funkcje F~s w formie nogdlnionego szeregu Fouriera:

E, = P(‘)"+P"’cos@s+G(s’sin@s—}-z P, m,... COS(m, 0, + ... 28)

+m0O, + ... +m,.@,)+‘21 Gs,m,, m,, ... Sin(m, O, + ... +
m

+mOi+ ... +m0,),
gdzie D' oznacza sume po wszystkich my,, ..., my, ...,m, = 0, +1, +2, ..., za wyjatkiem
m

przypadku, kiedy m, = +1 a pozostale m,, s =1,2,...,k—1,k+1,...,r sg réwne
zero. Zauwazmy, ¢ wspoiczynniki G® przy sin@, sa w rozwazanych ukladach dysypa-
cyjnych rézne od zera jeéli tylko a, # 0. Zatem, aby warunek (27) mégt byé spetniony,
w rozwinigciu funkcji F~, w szereg Fouriera musza znalezé si¢ dodatkowe czlony z sin@,.
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Czlony takie uzyskamy, jesli wéréd kombinacji wspdtezynnikéw miy, ..., m, wystgpujacych
w (28) znajduja si¢ takie, ze spelniony bedzie warunek:

mO,+ ... +mB+ ... +m0O, = +O+7, (29)
co odpowiada zaleznodci migdzy czgstosciami:

my i+ . Fmept . Fme, = o, (30)
s=1,2, .., k=1, k+1,..,r.

Tak wiec widzimy, ze warunek (27) dla amplitud wspétrzednych nierezonansowych
sprowadza si¢ do tego aby czestodei wy, ..., w, byly wspolmierne. Zauwazmy jednak,
ze wspotezynniki m,, ..., m, nie sg tu juz dowolne, a zaleza od formy funkcji nieliniowej.

Zaleznosci (29) moga stanowié podstawe do wyznaczenia wszystkich typéw rezonanséw
wewnetrznych jakie moga si¢ pojawic przy danej formie funkcji nieliniowej. Migdzy innymi
w pracy [45] jest pokazane jakie typy rezonansow wewnetrznych mogg wystapié, gdy
nieliniowa czes¢ sit sprezystych jest opisana funkcja typu kwadratowego, szesciennego
lub piatego stopnia.

I tak przy liniowym tlumieniu i nieliniowosci sprezystej typu sze$ciennego, z analizy
tej wynika, ze w ukladzie o dwéch stopniach swobody istnieje mozliwosé wystgpienia
tylko rezonansu wewngtrznego typu:

w, = 30, . ' (31)

Przedstawione rozwaZania za pomoca metody usrednienia opieraly si¢ na zatozeniu
harmonicznych rozwiazan na wspdlrzedne normalne. Na podstawie transformacji (8)
widzimy, Ze zatoZenie to daje rozwiazanie we wspotrzednych ¢4, ..., ¢, w formie:

0:(1) = D) boi&y(t) = D boisascos(Nigpt +9,), (32)
s=1

s=1
i=1,2,..,n.

A zatem stosunki amplitud poszczegélnych harmonicznych sa réwne wspdlczynnikom
postaci wlasnych ukiadu liniowego. Jednak juz we wczeéniejszych pracach na temat
drgan ukladéw o wielu stopniach swobody wykazano, Ze zaloZenie to moze prowadzié
do powaznych bledow [71, 72, 80, 81]. Oméwimy wiec metode, ktéra nie wprowadza
zadnych zalozen upraszczajacych odnoénie postaci drgafh uktadu — metode Ritza.

2.2. Metoda Ritza. Poszukajmy rozwigzania ukladu réwnad (6) w tej samej formie
co w metodzie usrednienia (32):

a(t) = D) bacosO,, i=1,2,..,n, (33)
gdzie: i=1

@s = Nks’"'t'}' ﬁi.ﬂ

lecz przy zatoZzeniu, Ze nie tylko a,, % ale i b;; wymagaja wyznaczenia. Oznacza to, Ze
rozwigzanie we wspoirzednych normalnych powinno réwniez zawicraé wszystkie skladowe
harmoniczne: '

§(t) = 2 RSO (34)
s=1
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Dla wyznaczenia @s, by i 91, w rozwiazaniu (33) lub «, 1 ¥, w rozwiazaniu (34) zastosujemy
metode Ritza [66, 74, 79], réwnowaZng procedurze bilansu harmonicznych, tzn. zadamy
spetnienia zaleznosci:

T
lim in e()cosO,dt = 0, i
8

=1,2,..,n,
T—c0 .
o (35)
lim —f e, (t)sinB@dt = 0, s=1,2,...,7r,
T—w To

gdzie &(t) — ,,pozostatosci’” réwnan (6) po podstawieniu przyblizonego rozwigzania (33),
Jub réwnan (10) po podstawieniu rozwiazania (34).

W zastosowaniu do réwnaf (6) warunki (35) daja 2xnxr réwnad algebraicznych,
ktére mozemy zapisaé w postaci,

r T
—myab v N+ § , Ciybysas+ lim —lff(f;+(p,)cos&dt— (36a)
T—+0
Jj=1 0

———;—6kSPiCOSQ9,s = 0,

T
fim LTf(fﬁ (p,)sin@sdt——‘,l)‘— Oxs Picosty, = 0, (36b)
T—co 5

i=1,2,....,n, s=1,2,...,r,

z ktérych wyznaczymy a; = a,(v), i, = 9,(»), bis = bi(¥), bys = 1.
Roéwnania (36b), ktére dla s # k mozemy zapisaé w postaci:

T
lim Lf(fl—?-q),)sin@sdt =0, =1,2,..,n, 37N
T TO 1

22, k=1,k+1, ...,r,

pozwalaja na prosta interpretacje zwiazku miedzy forma funkcji nieliniowej — fi+,
a typem rezonansu wewngtrznego. Przedstawmy wiec funkcje f;+ ¢ w formie uogdlnio-
nego szeregu Fouriera,

Sit o = pf +pPcosO,+gMsind, + (38)

+Zp,,,,,1,,,,2,”_cos(m1@1+ e +m O+ ... +mO)+
+2g,,,,,“,,,2_,.,sin(m1@1+ cee +m,0+ ... +m0)),
m

gdzie 3 oznacza sumg po wszystkich my, ..., My, ..., my = 0, £ 1, £2, ..., za wyjatkiem

m
przypadku kiedy m, = +1 a pozostale m,, s = 1,2, ..., k—1,k+1, ..., r sg réwne zero.
Zauwazmy, ze wspdlezynniki g przy sin@, sa w rozwazanych uktadach dysypacyjnych
rézne od zera jesli tylko a, # 0. Zatem aby warunek (37) mégt byé spetniony, W roz-
winigciu fi+¢; w szereg Fouriera (38) musza znalezé si¢ dodatkowe cziony z sin®,.

3 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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Uzyskamy je jesli wéréd kombinacji wspblczynnikow m,, ..., m,, wystepujacych w (38),
znajduja sie takie, Ze spelniony bedzie warunek:

mB+ ... +m O+ ... +mO, = £O0,4+9, (39)
s=1,2, ..., k—1,k+1,
Zauwazmy, ze wspolezynniki my, ..., m, wystepujace w (39) sg identyczne jak wspoél-

czymniki m,, ..., m, wystgpujace w (29) gdyz w obu przypadkach rozwijamy w szereg
Fouriera Jakosmowo ta samag funkcje:

F, = mes(ﬁ+4p,~) — w metodzie usrednienia przy rozwiazaniu (32), (40)

s=1

fi+@, — w metodzie Ritza przy rozwiazaniu (33).

Tak wigc widzimy, Ze speinienie warunku (39) jest rownowazne spetnieniu warunku
(29) metody uérednienia. A zatem metoda Ritza prowadzi do tych samych typéw rezo-
nansow wewnetrznych przy zadanej formie funkcji nieliniowej.

3. Analiza teoretyczna i analogowa ukladu o dwéch stopniach ‘swobody

Szczegdtowe obliczenia analityczne wykonamy dla uktadu o dwéch stopniach swobody,
zlozonego z dwoch mas polaczonych wigzig sprezysta typu Duffinga i liniowym thumikiem

Pcos ¥t

Rys. 1. Model ukiadu o dwéch stopniach swobody

oraz wzbudzanego sita harmoniczng o stalej amplitudzie — rys. 1. Ukiad ten mozemy
opisa¢ rownaniami ruchu w formie,

d? d d '
dtZ" +%2q1+y(ql—qz)+/wl( ;t‘ a(,]t )+/w(q, q,)° = Pcosvt,

41).
d dql qu 3 ( )
T—(ql q2)—ul T d ~u(g:—q,)® =

gdzie g, g, — oznaczaja wychylenia mas m, 1 m, od poloZenia réwnowagi, ¢ =
= 1/ kyisfm, T — bezwymiarowy czas, oraz

y = my[my, %’ = kl?’/klza # = /—‘/ku,

1=1Vkyym,, v=vymyjk,, P=P

kla
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Réwnania w postaci modalnej (10) otrzymamy przez zastosowanie transformacji (8),
ql = El +§2’
g2 = boz:1&1 +bo2:62,

gdzie b,y , boaa—sa wspolczynnikami postaci wlasnych ukladu liniowego. Po przeksztal-
ceniach otrzymamy:

(42)

v — 1—5b . .
vty = ZEC2 00—y )+ —bona s +
Pcosvt
11 =bo2 ) &+ (1= Bop2) E1+ =,
1+yb52,
(o) (43)
.E.z twd, &,y = a_—qiybézzzz {I(1 —boy ) &, +1(1 ‘bozz)éz +
Pcoswt
—b _ 3y4 L COSVE
+ [(L=bg21) &1+ (1 —boa2) 6P+ T 75322 °

Przyjmujac nastepujace dape liczbowe: x* = 1.5 i y = 1.582, spelnimy - warunek
wspolmiernosci czesto$ci wlasnych,
Woy = 3wo; - (44
W tym przypadku na czgstosci i postacie wiasne uktadu liniowego otrzymamy nastgpujace
wartosci:
wo, = 0.639, by, = 1.6898,
Wpy = 1.917, b022 = *0.3739.
Na pozostale parametry ukladu przyjmujemy nastepujace wartoéci:
P=20, p=001, [=20. (46)
W dalszej kolejnoscei bedziemy badali zachowanie si¢ uktadu w przypadku gdy czesto$é
wymuszenia jest w poblizu czgstosci wlasnych ukladu.

3.1. Analiza pierwszego rezonansu gléwnego — metoda usrednienia. W przypadku gdy czestodé
wymuszenia jest w poblizu nizszej czesto$ci wlasnej, rozwiazanie uktadu réwnan (43)
zakladamy w postaci,

(45)

‘51 =a COS@L, v R woy,
&, = a,c0560,,
gdzie: @, =vt+9,, @, = 3pr+9,.
Rownania (25) przybieraja w tym przypadku postaé,

“47

dal _ 1 l : 2 3 2,2 0]
a - 20(1 +yb3y,) l‘Psmﬁj._l‘?’(l_bou) [H' T(I—bozz) a3sin(3%, —,) |a, ¢, (48)

da 1 1 \ .
dt2 = 2"’(1 +’}/b%22) { —,uyl(l _b022)2.a2 - “15 .“7(1 '.—b021)3(1_ _b022) ai 81n(3191 _'62)}’

&, 1 . , 3 o [
dt 2a9(1+yb3,;) {“(” —081)(1+ybg21) @y — Peosdy + - py (1 =boa1)*ay| ai(1

3%



N
[=]
o

amplituda a,

|
06 07 08
czestodd v

Rys. 2. Krzywa rezonansowa a; = a,(») dla pierwszego rezonansu gtéwnego — wyniki analogowe

P=20,v= 072

P cos 3t

Ch(‘,

AL
U

Rys. 3. Przebiegi czasowe g((1) i g,(t) przy czestosci wymuszenia » = 0,72, (a) — odpowiedz rezonansowa,
(b) — odpowiedZ nierezonansowa

[356]
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—bo2()* +2a5(1 —bo22)* +a;, as (1= by, ) (1 — by 52) cos(39, — 'ﬁz)]}‘a (48)
[ed.]
dd; _ ! 302 — w3 )L+ 7202 @ + iy (1~ boa )| - a2 (1 = b3,) +
Jt 2a211(1+yb322) 0 022)04:2 | 022)| 7 %2 022
1, 1
+ P aiay (1 —bor1)*(1—bo22) + 13 ai(1 —bgz,)3cos(3%, —19‘2)]}-
Przy wyprowadzaniu réwnan (48) wykorzystano zaleznosci:
cos 360, = cos®,cos(39, —¥,) —sin®, sin(3P, — ), @)

cos(®, —-20,) = cosO, cos(3}, —F,)+sin@, sin(39, —2,).

Badajac stany ustalone przyréwnujemy do zera prawe strony réwnan (48). Jak widaé,
jedynym mozliwym rozwigzaniem jest rozwigzanie dwuczestosciowe a, # 0 i a, # 0.

Z przeprowadzonych badan analogowych wynika, Ze gdy czesto$¢ wymuszenia jest
w poblizu nizszej czgstosci wiasnej, mamy odpowiedZ okresowa dwuczgstodciowy, w ktorej
dominuje skladowa o czgsto$ct wymuszenia ». Udziat drugiej skladowej o czestosci 3w
jest bardzo maty i praktycznie mamy odpowiedzZ bliska harmonicznej. Na rys. 2 pokazano
tylko krzywa rezonansowa a; = a,(»), gdyz amplituda a, na wykresie w tej samej skali
jest pomijalnie mata. Na rys. 3 pokazano przebiegi czasowe q,(?) I q,(z) w przypadku
odpowiedzi rezonansowej i nierezonansowej przy cz¢stosci wymuszenia » = 0.72.

Poniewaz efekty rezonansu wewnetrznego sg w tym przypadku bardzo mate, dlatego
tez pominiemy obliczenia analityczne, a przejdziemy do analizy wyZszego rezonansu
gtéwnego.

3.2. Analiza drugiego rezonansu gléwnego — metoda usredniania. W przypadku gdy cze¢sto$é wy-
muszenia jest w poblizu wyzszej czgstosci wlasnej rozwigzanie ukladu réwnan (43) zakla-
damy w postaci, '

4

& = alcos(*3 t+ﬁ1), VY X Wo,,

&, = aycos(vt +9,)..

(50

Wykorzystujac (25) otrzymamy mnastgpujace rownania na wyznaczenie amplitud
i katdw fazowych:

da 1 : .

dt1 - 20 My, [—c11v+9B21 81 a5 5in (30, —Dy)a; = X,

dﬁl 1 1 2 2 2 2

dr 29Mya _?(” —w82) Moy +3B11 a1 +3P12a3+ 36, 6, a,c05(30, — ) jay = X3
1,

da, 1 . 3

dt W;[—szvaz_PSIHﬁz'—ﬂZI a3sin(3% ~9,)] = X GD

dﬂz 1 2 2 3 f .

da ZvMozflz[—(‘V ~w§2) Moz, — Pcos, + a8+ fraaiay +

+ Bsyaicos (39 ~3,)] = X,
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gdzie:

3 2 ,
Cy = M’l(l“bozl)z, B = 7 HV(I"b021)4, Moy = 1+ybgay, 1=1,2,

3 1
Brz = b uy(l— bo2)?(1=bg2s)%,  fay = 4 #y(1=b021)* (1 =bo22).

W celu wyznaczenia parametréw standéw ustalonych przyréownujemy do zera prawe
strony réownan (51),

[—cv+96,, 8,8, sin(3%, —P)]a, =0

1 2
[ -3 ('~ w3 ) Mo +38,, 61+ 38205 +3f2, 8.0, cos (3%, '“792)]“1 =0

(52)
— 227G, — Psind, — f,, alsin(39, - %) =0
— (¥ ~w§3) Moy, —Pcost, + 1,63+ B1281 62+ fay a3 cos(39, —9,) = 0.
Jak widzimy, w tym przypadku mozliwe sa dwa typy rozwiazan:
(a) — jednoczgstosciowe,
a=0ia,#0, (53)
(b) — dwuczgstosciowe,
’ a#01ia, #0. (59

Zbadajmy wiec stateczno$é tych rozwigzan. Niech parametrami stanu ustalonego
beda a,0, 250, P10 13,0, 2 dostatecznie matymi zaburzeniami od niego beda 7y, 12, 93, 4.
Wtedy z réwnan (51) otrzymamy,

—~2Mo 1y = Gy N1 +612M2+8i3N3 614N
—20Mo My = Ay M+ Baa M2t 2373+ BaMs

. (55)
—20Moy M3 = @3 M1+ 83212+ 83373+ 03474
—20M o2 a = G4y My FBa2Ny +GasNs+84a7,
gdzie:
X,
aU= i, i1J= 1s2’ 3a4 (56)
on,
Réwnanie charakterystyczne dla rownai (55) mozemy zapisaé w postaci,
2.4+A3}.3+A222+A1 }.+A0 = 0. (57)

Zgodnie z kryterium Routh-Hurwitza otrzymamy nastgpujace warunki statecznosci,
Ay >0, 4, >0, 4, >0, 45 >0, (58)
Ay A, Az — Ao A5 -4 > 0.

Z warunkéw tych 4, = 2v(c,, +c,,) > 0 jest spetniony zawsze, natomiast dla warunku

Ao = 0 granica statecznosci zbiega si¢ z punktami, dla ktérych styczna do krzywych rezo-
nansowych a, i a, w funkcji czestosci » jest pionowa.
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3.2.1. Rozwigzanie jednoczestosciowe. W pierwszej kolejnosci rozwazymy rozwiazanie jed-
noczgstodciowe a; = 01 a, # 0. Podstawiajac a, = 0 do trzeciego i czwartego réwnania
w (52) otrzymamy:

—-622‘%12-—P8i11’l92 = 0

59
(»* —wp2) Moya; — Pcos, + fy,a3 = 0 ©9)

Réwnania te sg podobne do tych, ktdre wyznaczajg amplitude i kat fazowy w poblizu
rezonansu w ukladzie o jednym stopniu swobody.

Badajac stateczno$¢ tego rozwigzania, réwnanie charakterystyczne (57) przybiera
nastepujaca postac,

(B2 + AP 2+ AP) R+ AP A+ AP) = 0, (60)
gdzie

1 2
AW = 2weyy, A = Cfﬂ’z-l-[T(vz—wgz)Mm_ﬁlza‘%o] , 1)

3
AP = ey, AF = 3,97+ (02 —w5,) Moz — 4B, a%o[(“’z“‘w%z)Moz”‘7.3225%0]-

Warunki statecznoéci sa w tym przypadku nastgpujace,
AP >0, AP >0, AP >0, AP >0, (62)

z ktérych trzy pierwsze sg spelnione zawsze. Dla czwartego z nich — 4§, punkty graniczne
pokrywaja si¢ z punktami, w ktérych styczna do krzywej rezonansowej a, w funkeji
czestodei v jest pionowa.
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Rys. 4. Krzywa rezonansowa a, = a,(¥) w przypadku kiedy o, = 0,
— stateczna

~—~ — — — ——niestateczna

o o o o o — wyniki analogowe

} metoda us$rednienia,

Na rys. 4 pokazano krzywa rezonansowa a, = a,(») dla rozwigzania jednoczgstos-
ciowego, w przypadku gdy czesto$é wymuszenia jest w poblizu drugiego rezonansu gtéw-
nego. Na rysunku tym pokazano takze krzywa rezonansows znaleziona na maszynie ana-
logowej. Jak widaé wyniki metody uérednienia sa bliskie wynikom analogowym i potwier-
dzajg w tym przypadku sluszno$é zastosowania metody usrednienia.
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3.2.2. Rozwiazanie dwuczestosciowe. Rozwazymy teraz rozwigzanie dwuczestosciowe (54),
a wigc a; # 01 a; # 0. Aby wyznaczyé parametry stanu ustalonego dla tego typu roz-
wigzania, réwnania (52) rozwigzano za pomoca maszyny cyfrowej i znaleziono ¢, = q, (),
a, = a,(»), ¢ = ¢,(»), 1 ¥, = F,(»). Na rys. 5 pokazano a, = a,(») i a, = a,(»), ktdre

al

30

N
(52

19/

N
(=]
T

amplituda a

Z.
Q

]
N
\Y
\
A8
]

(o]
T
1

amplituda a,.q,

H 1 S
18 20 2,2 24 26 28 30
czgstodd

Rys. 5. Krzywe rezonansowe dla rozwiagzaf dwuczestosciowych, (@) a; = as()iays = a3 (), (b)Y a2 = a2 (¥)
ia,=a@),

— stateczna

————— — niestateczna

o 0o o o o —wyniki analogowe

} metoda usrednienia,

spetniaja uklad réwnan (52). Z badania statecznosci wynika, ze warunki (58) sa spelnione
w przedzialach A—B i C—D, zawieraja si¢ wiec w nich stateczne rozwiazania dwucze-
stosciowe. Rozwigzania niestateczne zawieraja sie w przedziatach,

A—-FiB-C - A,<0,
E-F - A4, <014, <0, (63)
E-D — Ay <0,4, <01 4, <0.
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Jak widzimy, mozliwe s w tym przypadku dwa typy rozwiazan dwuczestoéciowych.
W pierwszym z nich reprezentowanym przez galaz C—D, wielko$é amplitudy a, jest
zblizone do tej kiedy a;, = 0. W drugim typie, reprezentowanym przez gataz A—B, domi-
nuja drgania o czgstoéci »/3 z amplituda a,, mogaca osiagnaé wartosé nawet dziewiecio-
krotnie wigksza niz amplituda a, dla drgan o czestosci wymuszenia v.

AR QOHOL beos a1
T e
i

20 I
0 ChU]
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‘IO
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b) -0}
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OAVAV%AVAVAVAVAY _I_-_qzm
-10k-

(=]

- a, it}

0
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oA A VAA VA ait)
¢) o

5_

S —W——g— ng)

sktadowe
harmoniczne

Rys. 6. Przebiegi czasowe ¢,(7) i g,(t) oraz ich analiza harmoniczna przy czestoéei v = 2.04:
(@) i (b) — rozwiazania dwuczestociowe, (c) — rozwiazanie rezonansowe jednoczesto§ciowe

Dla weryfikacji wynikéw metody usrednienia, przeprowadzono badania analogowe
modelujac réwnania ruchu (41). Badania analogowe potwierdzity istnienie dwoch typéw
okresowych dwuczgstosciowych — ilustruje to rys. 6. Pierwszy typ odpowiedzi przed-
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stawiony na rys. 6a charakteryzuje si¢ duzymi amplitudami, a dominujacymi w nim sg
drgania o czgstosci »/3 z amplituda a,;5. Wptyw drgad o czgstosei wymuszenia » z ampli-
tuda a, jest maly, i drgania ukladu sa podobne do tych jak dla pierwszego rezonansu
gléwnego. Drugi typ odpowiedzi przedstawiony na rys. 6b charakteryzuje si¢ mniejszymi
amplitudami, wystepuja te same skladowe harmoniczne co i poprzednio, z tym Ze udziat
skladowej o czesto$ci wymuszenia jest w tym przypadku wigkszy. W obu przypadkach
drgan dwuczestosciowych amplitudy sa znacznie wigksze niz w przypadku drgaf rezo-
nansowych jednoczestosciowych, Na rys. 7 pokazano krzywe rezonansowe d,; = 4,,3(»)

30
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N
o

amplituda ay,ay/3

-
wn

10

| C'( | ! | I
1,98 200 2,02 204 206 208
czestosé 9

(=}

Rys. 7. Krzywe rezonansowe znalezione na maszynie analogowej,
— rozwigzania dwuczestoSciowe z amplituda ayy3,

— rozwigzania dwucz¢Sciowe z amplitudg a,

————— — rozwigzanie rezonansowe jednoczgstosciowe

i @, = a,(p) dla drgan dwuczestosciowych, tj w przypadku wystepowania rezonansu wew-
netrznego. Pierwsze z drgan reprezentowane jest przez gataz ¢ —b dla skladowej o czestoscei
v/3 z amplituda a,3, a przez galaz a'—b' dla skladowej o czgstosci wymuszenia » z ampli-
tuda a,. Dominuja w nim drgania o czestosci »/3, przy czym ze wzrostem » amplituda
ich gwaltownie roé$nie. Amplituda sktadowej o czestosci wymuszenia » nie ulega wiekszym
zmianom. Drugie z drgafi dwuczestosciowych, galaz c—d dla sktadowej o czestosci »/3
i ¢'—d’ dla sktadowej o czgstosci v, zachowuje si¢ odmiennie od poprzedniego. Ze wzrostem
czgstosei » amplituda a,; maleje, natomiast amplituda a, rosnie i na koficu przedziatu
staje si¢ bliska amplitudy rozwiazania rezonansowego jednoczestosciowego. Na rys, 8 i 9
pokazano przebiegi czasowe g,(f) i g,(f) wraz z ich analiza harmoniczna przy czestos-
ciach » = 2.00 i 2.06, a wigc dla czestoéci bliskich skrajnym dla tego typu rozwiazania.
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P=20,v=200
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Rys. 8. Przebiegi czasowe g, (?) 1 g2(2) oraz ich analiza harmoniczna przy cz¢sto$ci wymuszeniay = 2.00;
(2) — rozwiazanie dwuczestoSciowe (galaz a—b na rys. 7),
(b) — rozwiazanie dwuczgstoiciowe (galgz ¢—d na rys. 7),
(c) — rozwiazanie rezonansowe jednoczgstoéciowe

Dla poréwnania wynikéw uzyskanych przy pomocy uérednienia z wynikami analo-
gowymi, naniesiono te ostatnie na rys. 5. Jak latwo zauwazy¢ wyniki obu metod nie zga-
dzaja si¢ ani nie sa sobie bliskie, dotyczy to zwlaszcza zakreséw czgstosci, w ktdérych
wystepuja drgania dwuczestosciowe, Jedli przyjmiemy, Ze bliskie rzeczywistym sa wyniki
analogowe, to musimy stwierdzié, Ze wyniki uzyskane metoda usrednienia sa nie do przy-
Jecia, chociaz postaé zalozonego rozwigzania, zawierajacego dwie skladowe harmoniczne
jest zgodna z wynikami analizy analogowej.

Zastandéwmy si¢ w czym nalezy upatrywaé bigdnych wynikéw jakie data metoda usred-
nienia. Jak juz wspomniano w p. 2.1 powodem tych rozbienosci moze by¢ zatoZenie
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P=20, 952,06
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Rys. 9. Przebiegi czasowe g,(1) i g,(r) oraz ich analiza harmoniczna przy czestosci wymuszenia » = 2.06,
(a) — rozwigzanie dwuczestodciowe (galaz a—b na 1ys. 7),
(b) — rozwigzanie dwuczestosciowe (galaz c~d na rys. 7),
(c) — rozwigzanie rezonansowe jednoczefciosciowe

w rozwigzaniu ukladu réwnar (41) dla wspétrzgdnych ¢, i ¢, zapisanych w postaci (32),

a, CO8 (%— t+19]) +a,cos(wt+19,)

Il

g
(64)
p

3

wspotczynnikdw postaci whasnych by, i by,, takich jak dla uklada liniowego.

gz = dybgs,y COS( t+"91) +a3 boayc08(vt +4,),
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Przeprowadzimy wi¢c obliczenia analityczne wykorzystujac metodg Ritza, ktéra jak
wiadomo nie wprowadza Zzadnych zalozen upraszczajacych odnoénie postaci drgan
uktadu.

3.3. Analiza drugiego rezonansu gléwnego — metoda Ritza. Przepiszemy jeszcze raz rdwnania
ruchu (41) w nieco przeksztalconej formie,

e1(t) = 42— (g1 —q2) —ul(§,—§,) — (g, — ¢,)* = 0.

g2(t) = g4, + 9§, +5*q,~Pcosvt = 0, (65)
i zgodnie z (33) poszukajmy rozwiazania w postaci:
g, = aLcos(% t+z9“)+azcos(vt+vz9'12)
(66)
g, = a, szCOS(%t+?9'21)+(12€l'722005(vt+’b\22).
Dla uproszczenia zapisu rozwiazanie (66) przepiszemy w formie,
q, = a,c086), +a,cos6), 67
g2 = a,by,c08(0; + 0,)+a,by:c08(0, 4 65), ©7)
gdzie:
v
0, = Tt-l'ﬁ'll: O, = vt+G, 6, = D20y, 0, = Dy =Py,

Nieznane wielkosci a,, a,, byy, bsa, P11, P12, 0; 1 6, Wyznaczymy podstawiajac
przyblizone rozwigzanie (67) do rownan ruchu (65) i wykorzystujac zaleznos¢ (395).
Otrzymamy wtedy,

[x2 - —é— r2(1 +yl)21)]a1 =0,

[#2 —v2(1 + b, c08 6,)]a, = Pcosdh,. (68)
—;— v2ya, by sind, = 0,

Y6, b,,v%sin 6, = Psindy,.

i 3
{—9— »2by 41 —b21.+'z p(1=by1)[a1(1 —bay)? +2a3(14-b3,~2b3,c05 6,) +

+a,a,(1-by)cos?—a,a,(1 —by3)by,co8(8—~ 62)]} a, =0,

[@*—1)b,,c08 6, + 1+ ulvb,,sin b,]a, +—i— ,u{ag +2a?a,(1—b,,)*—

~[2a16,(1—b,4)?b25 + 65 b3,+3a3 b,5]cos 8, + 243 b3, + a3 b3,€0520, +

+ %—ai(l —b21)3cosz9} =0,
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{% ulv(1—by1) + % u(1—b3,)%a, as [sind — by, sin(¥ — 52)]}“1 =0, (69)
[cd.]

3
(1 —»2) @, by, 8in 8, — ulvay (1 — by, €08 85) + = py (3 b3, +2at 4 (1~ by ) byy +
4

+a§b22]sin62—% ai(l ~—b21)3sinﬁ—a§b§25in262} =0.
gdzie: '19 = 37911—79'12.
Z analizy réwnan (68) wynika, ze sind, = 0, gdyz réwnanie

%'ﬂalb“sinél =0, (69)

jest spelnione tylko wtedy gdy sin &, = 0, poniewaz dla rozwigzan dwuczgsto$ciowych
zaréwno a; jak i b,, sg rozne od zera. Ostatecznie uklad réwnan (68) redukuje si¢ do
siedmiu réwnan z niewiadomymi: a,, a2, b21, b2, P, 9,1 0,. Réwnania (68) wyprowa-
dzono przy uwzglednieniu, Ze sind, = 0. Aby wyznaczy¢ parametry standw ustalonych
dla rozwigzan dwuczestoSciowych nalezy rozwigzaé¢ uklad réwnan (68).

W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku kiedy tlumienie jest réwne
zero, co znacznie uprosci nam obliczenia, a nie powinno mie¢ istotnego wptywu na otrzy-
mane wyniki za wyjgtkiem obszaru czgstodci, gdzie rozwigzanie osiagga maksymalne
amplitudy. Réwnania (68) dla ttumienia réwnego zero redukuja si¢ do ukladu czterech
algebraicznych rownan nieliniowych z niewiadomymi @y, a,, b5, 1 bas,

[“2_“;—”2(1 +)’b21)}a1 =0,

[* —v*(A+yb2))la, = P,
1 3
{? v2by3+1—b;, +T pw(1=b23)[ai(1—b,,)* +243(1 —b25)* +a,6,(1 —

~b, (1 _bzz)]}a1 =0, - (70)

3
v2ayb,+a(1—b,,) +T ‘u[ag(l —by5)3+2a76,(1—b2y (1 —byo)+

1 -
+-5 a1 —b21)3] = 0.

Jak nalezalo oczekiwaé mozliwe sg dwa typy rozwiazan: jednoczestodciowe: a, = 0
1a, # 01 dwuczestoSciowe: a, # 0ia, # 0.

Skoro metoda uérednienia data wyniki zgodne z analogowymi w przypadku rozwiazania
jednoczgstosciowego, zajmiemy sie obecnie tylko rozwigzaniem dwuczesto$ciowym.
Rozwigzano w tym celu réwnania (70) przy pomocy maszyny cyfrowej. Na rys. 10, na
ktérym pokazano wyniki analogowe, pokazano takze a, = a,(») i a, = a,(») ktore spel-
niajg ukiad réownad (70).
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Rys. 10. Krzywe rezonansowe dla rozwigzah dwuczestoéciowych, (@) a,
a=a0ia=a®),
— stateczna
————— — niestateczna
o o o o o —wyniki analogowe

a,(v) i Ayfy = av/:!(“’); (b}

} metoda Ritza,

Jak Yatwo zauwazyé, wyniki z metody Ritza sa bardzo bliskie analogowym, zaréwno-
jedli chodzi o zakres czgstosci w jakim wystepujg rozwigzania dwuczgstosciowe jak row-
niez i wielkoé¢ amplitud. .

3.4, Dragania prawie-okresowe. W trakcie badan analogowych okazalo sig, ze dla czesto$ci
wymuszenia v € {2.20, 2.30>, opréocz drgati harmonicznych odpowiadajacych drugiemu.
rezonansowi gltownemu, moga pojawié¢ si¢ drgania prawie-okresowe o znacznych ampli-
tudach. Z przeprowadzonej analizy harmonicznej wynika, 2e w odpowiedzi dominujg.
dwie sktadowe harmoniczne: jedna, podobnie jak poprzednio o czgstosci wymuszenia »-
i druga o czestoéci nieco niZszej niz »/3, ktérag oznaczymy symbolem @,. Czestoéci te:
nie sa wspoimierne, stad odpowiedZ uktadu jest prawie-okresowa. Dla ustalonej czgstosel
wymuszenia » = 2,25 zarejestrowano przebiegi czasowe, ktére pokazano na rys. 11,
Na rys. 12 pokazano wykresy: amplitudy o czestoéci », a, = a,(») 1 amplitudy o czestoéci



pP=20, V=225
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Rys. 11. Przebiegi czasowe oraz ich analiza harmoniczna przy » = 2.25,
(a) — rozwigzanie prawie-okresowe,
(b) — rozwigzanie rezonansowe jednoczestoéciowe,
(c) — rozwiazanie nierezonansowe jenoczestosciowe.

—
N

<

amplituda a, ,ay, as,

~

czestodd )
Rys. 12, Zmiany amplitud skladowych o czestoéciach » i @y, dla rozwigzania prawie-okresowego

[368]
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Rys. 13. Trajektorie w stanie ustalonym dla rozwiazania prawie-okresowego przy czestosciv = 2.25

Wy, ay = ay (v). Na rys. 13 pokazano trajektorie w stanie ustalonym na plaszczyznach
fazowych [q,, 4111 [g2,q,] dla v = 2.25.

Wzmianki o drganiach prawie-okresowych w ukiadach z rezonansem wewngtrznym
wykrytych na drodze symulacji analogowej i cyfrowej znalezé mozna w pracach [30, 31,
35, 53], lecz nie podjeto jeszcze prob teoretycznego wyjasnienia tego zjawiska i zagadnienie
to wymaga dalszych badan.

4. Whnioski

Analiza zjawiska rezonansu wewnetrznego w poblizu rezonanséw gtéwnych ukladdw
o wielu stopniach swobody przeprowadzona za pomoca analitycznych metod przybli-
zonych i symulacji komputerowej pozwala na sformutowanie nastgpujacych wnioskéw:
— Zgodnie z wynikami wcze$niejszych prac, istota zjawiska rezonanséw wewngtrznych
jest pojawienie sie w odpowiedzi rezonansowej dodatkowych skladowych harmo-

nicznych, oprocz skladowej o czestosci wymuszenia, tak ze przyblizone rozwigzanie
W postaci,

4 Mech, Teoret. i Stos. 3/87
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q,(t) = alkCOS(VI+79k)+ZaisCOS(Nksvt+0s), VR wy, an

s=1
i=1,2,...,n, s=%k,
. w
gdzie: Ny = —,

Wy

prawidlowo opisuje odpowiedz ukladu jako funkeji czasu.
— Wyznaczenie analityczne krzywych rezonansowych a;, = an(v), aig = ai5(»), 5 = 1,2, .,
k—1,k+1, ..., r, za pomoca powszechnie stosowanej w literaturze metody usred-
nienia moze prowadzi¢ do istotnych jako$ciowo rozbieznosci z wynikami symulacii
komputerowej. Bledy te sg konsekwencja zatozenia upraszczajacego mnierozlgcznie
zwiazanego z ta metoda — zaltoZenia, ze stosunki amplitud poszczegdinych harmonicz-
nych sg réwne wspolczynnikom postaci wlasnych uktadu liniowego, tj.,
dy

— = boyu;
Qyk 1s

=bys; i=1,2,..,n _ (72)

Natomiast metoda Ritza, ktéra nie narzuca tego uproszczenia w rozwigzaniu (71), pozwa-
la traktowaé wszystkie amplitudy a5, an, i=1,2, ...,n, s = 1,2, ..., k-1, k41,

jako niewiadome, prowadzi do wynikéw zgodnych z wynikami symulacji komputerowe;.
— Efekty rezonansu wewnetrznego moga powodowaé drgania o amplitudach wielokrot-
nie wigkszych niz te, ktére wystepuja w ukladach bez rezonansu wewnetrznego. I tak
w badanym szczegélowo ukladzie o dwoch stopniach swobody, w pewnym obszarze
czestoSci wymuszenia v € {1.98, 2.07), dodatkowa skladowa harmoniczna o czgstosei
v/3 jest prawie dziesigciokrotnie wigksza od amplitudy skladowej podstawowej. Przyklad
ten nasuwa wniosek, Ze w analizie drgan rezonansowych uktadéw nieliniowych powinna
zawsze byé rozwazana sprawa niebezpieczefstwa rezonansow wewnetrznych.
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Peswme

SIBJIEHWS BHYTPEHHHX PE30HAHCOB B HEJNMHENHLIX KOJNEBATEILHEIX
CHCTEMAX

B maHHON CTATHE pacCMOTPMBAETCSI COCTOSIHME 3HAHHN B O0JACTH MCCNEMOBAHMM BHYTPEHHETO pe-
30HAHCA B HEJHHEIHBIX KoNebaTenbHbIX CHCTeMax. B paloTy BIJIIOUEHSI HEKOTOPbIE HOBBLIE PE3YNLTAThI
MONYYEHHbIE B CAyYae BHYTPEHHEIO PE3OHAHCA THIIA w; == 3w, B CUCTEME C IBYMS CTENEHSAMH CBOGODLI,
¢ HEJMHEHHOCTLIO KYBMUECKOro THMA M TApMOHHYECIUIM BHEUIHHUM BO30Y)K/IeHHEeM. BhUIH MCTIONB30BaHkI
IBA TEOpETUUECKUX MeTona: MeroX Purua ¥ meTonx ycpeaHenusi. KoHedHble pe3yibTaThl NMPOBEPSIIHCH
IyTEM CHMYJISIUHY YPABHEUH Y ABIKEHH Ha aHAIOTOBOM BRINHCIMTENBHOH MamiHe. Bolno ycTaHoBiIeHO
YTo B 06N1ACTH BTOPOro OCHOBHOIO PE3OMAHCA CJE/CTBHEM BHYTPEHMErO PE30HAHCA MOTYT SIBJIAATHCH ABY-
YaCTOTHbIE KONEDAHNA, AMIJIHTY AL KOTOPBIX MHOFOKPATHO IPEBBILLAIOT T€, KOTOPLIE BBICTYIAIOT B CIy-
yae CHCTEMbI C OTCYTCTBMEM BHyTpeHHEro peaoHanca. JoMMHHpPYyIOWleH sBIIAETCA T2 TapMOHMUYECKas],
COCTABJIAIOIASA, YACTOTA KOTOpOH poBHA 1/3. uacrorTnl B30y )KAeHUs. BbIIo NOKA3AHO YTO PE3YALTATHLI
NOJIyUeHHbIE N0 METOAY PHTUA, CONACYIOTCA € TEMH KOTOPbIE OLUIH NONYUYEeHbl TIYTEM CHMYNIALKHA, B TO
BpEMs KaK MeTOL YCPeJHEHHA BeAET K KAYECTBSHHO APYrdM peaynsrarom. KpoMe Toro 6uUI0 MoXasaHo
YTo B 00NACTH BTOPOr0 OCHOBHOT'O PE30OHAHCA BO3MOMCHLI KOJICOaHHA MOUTH-NepENHUIeCcKue,

Summary

THE PHENOMENA OF INTERNAL RESONANCES IN NONLINEAR: VIBRATING SYSTEMS

The paper presents a survey of the recent literature on the problems of internal resonances in nonlinear
vibrating systems, and gives some new results on the internal resonance of order w, = 3w, in a two-degree
of-freedom system subjected to harmonic load. Two theoretical methods are used: the Ritz method and
the averaging method and results are verified by an analog computer simulation. It is shown that in the
neighbourhood of the second principle resonance the two-frequency oscillations occur with the amplitude
of the subharmonic of order 1/3 considerably higher than that of the fundamental harmonic component.
The Rifz method gives results very close with those of analog computer simulation whereas results obta-
ined by the averaging method are qualitatively different with them. It is also shown that there occurs
steady-state almost-periodic response in certain region of the excitation frequency.
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