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1.  Wstęp  i  przegląd  literatury

Terminem  „ rezonans  wewnę trzny"  przyję to  okreś lać  te  szczególne  zjawiska,  które
pojawiają   się   w  drgają cych  ukł adach  nieliniowych  o  n  stopniach  swobody  wtedy,  gdy
istnieją   liczby  cał kowite  ks,  s  =  1, 2,  . . . ,p,  nie  wszystkie  równe  zero,  takie  że  mię dzy
czę stoś ciami  własnymi  ukł adu wls  ...,a>p  zachodzi  zwią zek  typu:

sa)s  =  0,  p*Zn,  (1)

tzn.  gdy  czę stoś ci  te  są   współ mierne.  W  teorii  pierwszego  przybliż enia  czę stoś ci  cos  są
czę stoś ciami  własnymi  ukł adu  liniowego,  tj.  ukł adu w  którym  czł ony nieliniowe  zostały
odrzucone.

Szczególnie  interesują cym  jest  przypadek  kiedy  w  ukł adzie  wystę puje  jednocześ nie
rezonans zewnę trzny,  t j. gdy  istnieją   liczby  cał kowite mx,  ...,mp  nie wszystkie  równe  zero
i  liczba  m,, takie,  że  speł niony jest  warunek:

p

J  mscos+mvv  =   0,  p  <  n,  .  (2)
l

gdzie v —  czę stość siły wzbudzają cej,  mv  =  1, 2 , 3,  ..., oraz gdy  wś ród  czę stoś ci  co1,  ...,a)p
są   czę stoś ci  współ mierne,  a  wię c  speł niony  jest  warunek  (1).

W  przypadku  gdy  rezonansem  zewnę trznym  jest  rezonans  gł ówny,  t j.  gdy  czę stość
wymuszenia  jest  w  pobliżu  jednej  z  czę stoś ci  wł asnych,

v  X  cok>  (3)

efektem  współ miernoś ci  czę stoś ci  wł asnych  jest  „wcią ganie"  do  rezonansu  oprócz
rezonansowej  współ rzę dnej  normalnej  fu,  również  innych  współ rzę dnych  | s  odpowiada-
ją cych czę stoś ciom wł asnym cos współ miernym z cak. W rezultacie zamiast  jednopostaciowej
odpowiedzi  rezonansowej,  w  której  dominuje  skł adowa  harmoniczna o  czę stoś ci  v,  może
pojawić  się   odpowiedź  wielopostaciowa,  w  której  równoważ ną   rolę   odgrywają   również
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składowe  harmoniczne  o  czę stoś ciach  odpowiadają cych  czę stoś ciom  własnym  współ-
rzę dnych  !j .

Efekty  współmiernoś ci  czę stoś ci  własnych  w  nieliniowych  autonomicznym  i  zacho-
wawczym układzie o  dwóch  stopniach  swobody,  po  raz  pierwszy  zostały  zbadane  przez
Goreli ka  i Witta  [1]. Układem tym było wahadło matematyczne zawieszone  na sprę ż ynie,
a  opisane  układem  dwóch  równań  róż niczkowych  drugiego  rzę du  sprzę ż onych  tylko
poprzez  człon  nieliniowy.  Stwierdzili  oni, że gdy  czę stość drgań wzdłuż długoś ci wahadła
jest podwojoną   czę stoś cią   drgań  obrotowych wahadła, to charakter drgań ulega  jakoś cio-
wej  zmianie i pojawiają   się  drgania, w których nastę puje  przepływ energii z jednej postaci
do  drugiej  i  z  powrotem.

Układ  ten  analizowało  teoretycznie  i  doś wiadczalnie  wielu  autorów,  mię dzy innym
Kane  i  Kalin  [2], van  der  Burgh  [3, 4],  Srinivasan  i  Sankar  [5], Evan- Iwanowski  [6],
Minorsky  [7].

Zjawisko  przepływu  energii  mię dzy  poszczególnymi  postaciami  w  układach nielinio-
wych  autonomicznych, a wywołane  współmiernoś cią   czę stoś ci  własnych  i  znane  również
w  literaturze pod  nazwą   drgania  „autoparametryczne", badane było również  dla innych
układów, np. belki  i wahadła—Sevin  [8], Struble  [9, 10, 11, 12], Struble i Heinbockel [13].

Fakt,  że  jedna  postać  może  wytłumiać  drgania  innej  postaci  wykorzystali  Haxton
i  Barr  [14]  budując  autoparametryczny  tłumik  drgań.  Natomiast  Barr  i  Nelson  [15]
stwierdzili,  że  efektem  rezonansu  wewnę trznego,  tj.  wzajemnego  oddziaływania  mię dzy
postaciami,  może  być  np.  to, że  wymuszone  drgania  jednej  postaci  mogą   spowodować
wykładniczy  wzrost  amplitudy  drgań  innej  postaci.

Efekty  sprzę ż enia  i  oddziaływania  mię dzypostaciowego  w  róż nego  typu  układach,
lecz bez uwzglę dnienia moż liwoś ci wystą pienia  rezonansu wewnę trznego, analizują  w swoich
pracach  Mac  Donald  [16], Atluri  [17], Dowell  [18], Morino  [19],  Bennet  i Eisley  [20],
Bennet  [21], Tseng  i  Dugundji  [22].

W  pracach  poś wię conych  efektom  współmiernoś ci  czę stoś ci  własnych  szczególna
uwaga  została  zwrócona  na  przypadek,  gdy  jedna  z  czę stoś ci  jest  dwukrotnie  wię ksza
od  drugiej  tj.

2o)j  =   coj.  (4)

Zależ ność  tego  typu  prowadzi  do zjawiska  rezonansu wewnę trznego  gdy  nieliniowość
w układzie jest typu kwadratowego. Próbę  ogólnej analizy  i klasyfikację   tego typu układów
0  n  stopniach  swobody  podjął   po  raz  pierwszy  Sethna  [23].  W  zależ noś ci  od  wartoś ci
czę stoś ci  wymuszenia  v  i  amplitudy  siły  wymuszają cej,  autor  wprowadził   nastę pują ce
typy  ukł adów:
1 —  autonomiczny z  rezonansem  wewnę trznym,
2 —  nieautonomiczny  z  rezonansem zewnę trznym  bez  rezonansu  wewnę trznego,
3 — nieautonomiczny z  rezonansem zewnę trznym  i  wewnę trznym:

(a)  przypadek  superhanrtoniczny —•  gdy  czę stość wymuszenia  jest w pobliżu  niż szej
czę stoś ci  własnej,

(b) przypadek  subharmoniczny  —  gdy  czę stość  wymuszenia  jest w  pobliżu  wyż szej
czę stoś ci  własnej.  '

Dla  przypadku  (3a) jednym  rozwią zaniem jest rozwią zanie  nietrywialne  dwuczę stoś ciowe
z  amplitudami:  ax  ^  0  dla  współrzę dnej  rezonansowej  i  a2  Ą=  0  dla  współrzę dnej wcią -
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ganej  do  rezonansu. Dla przypadku  (3b) moż liwe  są  dwa  typy  rozwią zań:  jednoczę stoś-
ciowe —  ax  = 0 i a2  ^  0,  oraz dwuczę stoś ciowe  z amplitudami ax  <£  0  dla współ rzę dnej
wcią ganej  do  rezonansu  i  a2  Ą=  0  dla  współrzę dnej  rezonansowej.

Podobne  wyniki  i  wnioski  moż emy  znaleźć  w  pracy  Piszczka  [24].  Rozpatruje  on
• drgania  ustalone  płaskiej  belki,  podpartej  na  koń cach  przy  pomocy  sztywnych  podpór
sprę ż yś cie  zamocowanych  do  podłoż a.  W  ś rodku  belki  umieszczono  obcią ż enie  oraz
masę   na mimoś rodzie.

Układy z nieliniowoś cią   typu kwadratowego  i rezonansem wewnę trznym typu 2<w; =  coj
są   również przedmiotem badań szeregu  prac Tondla  [25, 26, 27, 28], W  pracach  [25, 26]
bada  on układ  o dwóch  stopniach swobody  wzbudzony  siłą   harmoniczną   o amplitudzie
proporcjonalnej do kwadratu czę stoś ci wymuszenia. W przypadku gdy czę stość wymuszenia
jest  bliska  pierwszej  czę stoś ci  własnej,  drgania  charakteryzują   się   wcią ganiem  do  rezo-
nansu drugiej  współrzę dnej  i mamy rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  ze składowymi  harmo-
nicznymi v i 2v. W przypadku gdy czę stość wymuszenia  jest bliska wyż szej czę stoś ci włas-
nej,  wcią ganą   do  rezonansu  jest  pierwsza  współ rzę dna  i  również  mamy  rozwią zanie
dwuczę stoś ciowe,  ze  składowymi  harmonicznymi  vi  v\2. W  [27]  układ  wzbudzany  jest
sił ą   okresową   zawierają cą   pierwszą   i  drugą   harmoniczną.  W  tym  przypadku,  zarówno
gdy  czę stość wymuszenia  jest  w  pobliżu  niż szej  jak  i  wyż szej  czę stoś ci  własnej,  moż liwe
są   dwa  typy  rozwią zań:  (a) —  pół trywialne,  kiedy  mamy  tylko  drgania  drugiej  współ-
rzę dnej,  są   to  drgania  dwuczę stoś ciowe  z  czę stoś ciami  siły  wymuszają cej,  (b)  —  nietry-
wialne,  kiedy  pierwsza  współrzę dna drga  harmonicznie ze  swoją   czę stoś cią   własną,  drga-
nia  drugiej  współrzę dnej  są   dwuczę stoś ciowe  z  czę stoś ciami  siły  wymuszają cej.

Z  innych publikacji  poś wię conych  rezonansom wewnę trznym  typu  2coi =   coj w  ukła-
dach  z  nieliniowoś cią   typu  kwadratowego,  na  uwagę   zasługują   prace  Barr'a  i  Nelson'a
[15] oraz Sethna i Bajaj'a  [29].

Ten  sam  typ  rezonansu  wewnę trznego,  tj.  2coi  = coj,  badany  był  w  ukł adach  zawie-
rają cych  nieliniowość typu kwadratowego  i sześ ciennego  ł ą cznie. Tondl w  [28]  rozpatruje
przypadek  rezonansu  ai!  = 2co2,  kiedy  czę stoś ci  wymuszenia  v  jest  bliska  to i.  Autor
stwierdza  istnienie  dwóch typów  rozwią zań:  jednoczę stoś ciowego  o czę stoś ci  wymuszenia
oraz  dwuczę stoś ciowego  ze  składowymi  harmonicznymi o  czę stoś ciach  v  i vj2.  Szczegó-
łowa analiza poś wię cona  jest  rezonansowi  dwuczę stoś ciowemu.  W  pracy  tej  wyznaczono
także  obszary  przycią gania,  tj.  obszary  warunków  począ tkowych  prowadzą cych  do  roz-
wią zania  jedno-  lub  dwuczę stoś ciowego.

Yamanioto  i Yasuda  [30] oraz  Yamamoto, Yasuda  i  Nagasaka  [31]  również  badają
rezonans co2 ~  2a>x  gdy nieliniowość zawiera  człony kwadratowe  i sześ cienne.  Stwierdzają
oni, że gdy czę stość wymuszenia jest w pobliżu niż szej  czę stoś ci własnej  [30], jedynym  roz-
wią zaniem  jest  rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  ze  składowymi  harmonicznymi  o  czę stoś-
ciach: wymuszenia  i  podwojonej  czę stoś ci  wymuszenia.  Autorzy  pokazują,  że  w  pewnym
zakresie  czę stoś ci  wymuszenia  v, drgania  okresowe  dwuczę stoś ciowe  przechodzą   w  drga-
nia prawie- okresowe  ze składowymi harmonicznymi  o czę stoś ciach:  v  i bliskiej  2v. Drga-
nia te są   bardzo wraż liwe na  tłumienie. Badając  układ w pobliżu wyż szej  czę stoś ci włas-
nej  [31],  autorzy  stwierdzają   moż liwość  wystą pienia  dwóch  typów  rozwią zań:  jedno-
czę stoś ciowego  o czę stoś ci wymuszenia v, a wię c takiego jak  bez rezonansu wewnę trznego,
i  dwuczę stoś ciowego  ze składowymi  harmonicznymi o  czę stoś ciach v  i  T/ 2.  Podobnie  jak
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poprzednio, stwierdzają   oni istnienie pewnego przedziału czę stoś ci wymuszenia, w którym
wystę pują   drgania  prawie- okresowe.

Omawiane  w  pracach  [13 -  31]  problemy  dotyczyły  układów nieautonomicznych,
z  nieliniowoś cią   typu  kwadratowego  bą dź  kwadratowego  i  sześ ciennego  ł ą cznie  i  rezo-
nansem  wewnę trznym  2co; =  coj.

Klasycznym  przykładem  nieliniowoś ci  sprę ż ystej,  wystę pują cej  w  wielu  układach
fizycznych  jest  nieliniowość  aproksymowana przez  funkcję   typu sześ ciennego. Z  tą  klasą
funkcji  nieliniowych  wią że  się   rezonans wewnę trzny  typu:

3a>,  =   a>j.  (5)

Zagadnieniu temu poś wię cają   swoje prace mię dzy innymi: Sethna [32], Nayfeh, Mook
i  Sridhar  [33], Nayfeh,  Mook, i  Lobitz  [34], Lau, Cheung i Wu  [35], Croll  [36, 37], Baj-
kowski  [38], Bajkowski  i Szempliń ska- Stupnicka [39].

W  pracy  [32] rozważ any jest  układ  o dwóch stopniach swobody  z rezonansem wew-
nę trznym  w2  =  3ft)!.  Autor  stwierdza,  że  gdy  czę stość  wymuszenia  jest  bliska  niż szej
czę stoś ci  własnej, w  rozwią zaniu  daje  zauważ yć  się   bardzo  silny  udział   trzeciej  harmo-
nicznej.  W  przypadku  gdy  czę stość wymuszenia jest w pobliżu wyż szej  czę stoś ci własnej
w  odpowiedzi  nie  stwierdzono  istnienia  składowej subharmonicznej.

Nayfeh,  Mook  i  Sridhar  [33]  znajdują   rezonans  wewnę trzny  przy  badaniu  drgań
poprzecznych  belki podlegają cej  duż ym odkształceniom. W przypadku gdy  belka z jednej
strony  jest  utwierdzona, a  z  drugiej  zamocowana  przegubowo,  autorzy  zwracają   uwagę
na  jeden  z  moż liwych  przypadków  współmiernoś ci  czę stoś ci  własnych,  a  mianowicie
o)2  S  3a>i.  Gdy  czę stość  wymuszenia  jest  w  pobliżu  niż szej  czę stoś ci  własnej, jedynym
rozwią zaniem  jest  rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  ze  składowymi  harmonicznymi  o czę s-
toś ciach:  wymuszenia  i  potrojonej  czę stoś ci  wymuszenia.  Amplituda  postaci  wcią ganej
w  rezonans jest  bardzo  mała  i  w  rozwią zaniu  praktycznie  dominuje  pierwsza  postać.
W  przypadku  gdy  czę stość wymuszenia  jest bliska wyż szej  czę stoś ci  własnej, moż liwe  są
dwa  róż ne  rozwią zania:  jednoczę stoś ciowe  o czę stoś ci  wymuszenia  v  i  dwuczę stoś ciowe
ze  składowymi  harmonicznymi o  czę stoś ciach v  i v/ 3. Warto  zauważ yć,  że w przypadku
drgań  dwuczę stoś ciowych,  udział  składowej  o czę stoś ci v/ 3 (pierwszej  postaci), może być
bardzo  duż y,  nawet  sześ ciokrotnie  wię kszy  niż  podstawowej.  Z  podobnymi  wynikami
moż emy spotkać się  w pracy  [34]. Lau, Cheung i Wu  [35] analizując podobny typ układu
pokazują,  że oprócz drgań  okresowych  mogą   wystą pić  drgania  prawie- okresowe.

Także Croll  [36, 37] analizuje drgania powłok z uwzglę dnieniem rezonansu wewnę trz-
nego. W  [36] badane są   rezonanse wewnę trzne o^  =  2a>2  i o^  = 3co2 zaś w  [37]  rezonanse
a>i  =  (i>2,  <x>i   =   2ft>2  i  a>i «=   4 c o2 .

Bajkowski  i  Szempliń ska- Stupnicka  [38, 39] badają   przydatność metod Ritza i uś red-
nienia do badania efektów  rezonansu wewnę trznego  a>2 = 3ft)! w układzie z nieliniowoś cią
typu  sześ ciennego.

W  pracach [23 -  39] omawiany  był   rezonans wewnę trzny typu (Ot  =  2coj bą dź co;  = 3<w,-,
mieliś my  wię c  przypadek  rozwią zania  dwupostaciowego,  w  którym  oprócz współrzę dnej
rezonansowej,  w  rezonans  wcią gana  była jeszcze  jedna  współrzę dna o  czę stoś ci współ-
miernej  z  rezonansową.

W  układach  o wię cej  niż dwu stopniach swobody,  w przypadku gdy wystę pują   wię cej
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niż  dwie  czę stoś ci  współmierne, mogą   wystą pić  rezonanse  wewnę trzne  wielopostaciowe
zwane  kombinowanymi.

Barr  i  Nelson  [15]  badają   kombinowany  rezonans  wewnę trzny  typu  co3  =  a)2+coi

analizując  zachowanie  się   elementów  konstrukcji  pod  działaniem harmonicznego  wymu-
szenia  zewnę trznego  i  nieliniowoś ci  typu  kwadratowego.  Autorzy  wykazują   moż liwość
wystą pienia  dwóch  typów  rozwią zań:  jednopostaciowego  o  czę stoś ci  wymuszenia  i  trzy-
postaciowego,  w którym  oprócz współrzę dnej  rezonansowej,  do  rezonansu  zewnę trznego
wcią gane  są   dwie  współrzę dne, których  czę stoś ci  są   współmierne  z  rezonansową.

Sridhar, Mook i Nayfeh  [40, 41] badają   drgania utwierdzonych  okrą głych  płyt obcią-
ż onych siłami harmonicznymi uwzglę dniając  efekt  rezonansu wewnę trznego. W  [40] prze-
prowadzają   analizę   uwzglę dniając  rezonans  trzypostaciowy,  natomiast  w  [41]  rezonans,
czteropostaciowy  typu  co4 = co1+ a)2 + a)3.  W  przypadku  gdy  czę stość  wymuszenia  jest
w pobliżu jednej  z  niż szych  czę stoś ci  własnych wcią ganych  w rezonans, ustalona  odpo-
wiedź układu  może  mieć  postać  fali  stoją cej.  Natomiast gdy  wymuszenie  jest  w  pobli-
żu  najwyż szej  ze  współmiernych  czę stoś ci  własnych,  ustalona  odpowiedź ukł adu moż e:
mieć  dwie  postacie:  jako  superpozycja  fal  stoją cych  wszystkich  postaci  wcią ganych
w  rezonans,  albo  jako  superpozycja  fal  stoją cych  trzech  niż szych  postaci  z  falą   bie-
ż ą cą   najwyż szej  postaci.  Lobitz,  Nayfeh  i  Mook  [42]  rozważ ają   drgania  rezonansowe
płyt  eliptycznych  w  przypadku  obcią ż enia  harmonicznego  i  rezonansów  wewnę trznych.
Analizują   oni  dwa  typy  rezonansów:  trzypostaciowy  coA =  2co3 — wl  i  czteropostaciowy
tt)5 — a>i+co2+co3. Wykazują,  że  wszystkie  pię ć  postaci  mogą   uczestniczyć  w rozwią -
zaniu, pomimo że tylko jedna  z postaci jest bezpoś rednio wzbudzana, poza  tym  dominu-
ją cą   w rozwią zaniu  może być  inna niż bezpoś rednio  wzbudzona  postać.

W  omawianych  uprzednio pracach badano  wpływ  rezonansu  wewnę trznego  na  zew-
nę trzne  rezonanse główne. O wpływie  rezonansu wewnę trznego  na  rezonans  zewnę trzny
kombinowany  typu  v =  (at +co2  mówią   prace  Asmis'a  i  Tso  [43]  oraz  Nayfeh'a  [44]..
W  [43] badany jest układ o dwóch stopniach swobody, z nieliniowoś cią   typu  sześ ciennego
i rezonansem wewnę trznym a>x  =  w2  •  Natomiast w  [44] badany jest ten sam typ rezonansu
zewnę trznego,  w  przypadku  układu  z  nieliniowoś cią   typu  kwadratowego  i  sześ ciennego
łą cznie,  przy  rezonansach  wewnę trznych  co2 — 2a>1 i  <y2 = 3<wx.  Autor  stwierdza,  ż e.
obecność  rezonansów  wewnę trznych  wpływa  na  zwię kszenie  amplitud  drgań,  z  tym  że
wię kszy jest wpływ  rezonansu a>2  =   'ioy^.  Należy nadmienić, że równania tego  typu  mogą
opisywać  drgania:  akceleratorów  indukcyjnych,  wirują cych  wałów, powłok,  wyginanych
elementów  konstrukcji,  statycznie  obcią ż onych  konstrukcji.

Szczegółowe  omówienie  i wyniki  prac  [15, 23, 25,  26,  27,  28,  30,  31, 32,  33] moż na
znaleźć w przeglą dowej  pracy  Bajkowskiego  i Szempliń skiej- Stupnickiej  [45].

W  przedstawionych  pracach  [23 -  44]  analizowano  drgania  układów  o  wzbudzeniu,
zewnę trznym  harmonicznym.  Omówimy  teraz  niektóre  z  prac,  w  których  analizowano
drgania  układów  o  wzbudzeniu  parametrycznym  bą dź  parametrycznym  i  zewnę trznym,
harmonicznym.

Ibrahim  i  Barr  [46,  47]  badają   drgania  układu  złoż onego  ze  zbiornika  czę ś ciowo
napełnionego cieczą   i sprę ż yś cie zamocowanego. Nieliniowość jest tu typu  kwadratowego,
a  układ  może być  wzbudzany  parametrycznie,  bą dź  przez  autoparametryczne sprzę ż enie-
pomię dzy poszczególnymi  postaciami elementów konstrukcji  a pierwszą   postacią   falują cej;
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• cieczy. W  [46] rozważ ają   przypadek  rezonansu wewnę trznego  co2  — 2<x>t, gdzie a>2 —  drga-
nia  wł asne  konstrukcji,  m1  — drgania  własne  falują cej  cieczy.  W  [47]  badają   przypadek
rezonansu  wewnę trznego  trzypostaciowego  typu  sumy  lub  róż nicy.  Stwierdzają,  że typ  ten
rozwią zania  jest  moż liwy  tylko  wtedy,  gdy  tł umienie  dwóch  niż szych  postaci  jest  równe
zero  bą dź  jest  bliskie  zera.

Analizę   podobnego  ukł adu  przeprowadzili  Nayfeh,  M ook  i  Marshal  [48]  badając
rozwią zanie  w  przypadku  rezonansu  co2  =  '2colt  a  także  Nayfeh  i  Mook  [49]  dla  rezo-
nansu  wewnę trznego  typu  kombinowanego.  W  obu  przypadkach  otrzymali  analitycznie
stany  ustalone  lecz  bez  ż adnych  ograniczeń jeś li  chodzi  o  tł umienie.

Tso  i  Asmis  [50]  analizowali  odpowiedź  nieliniowego  ukł adu  drgają cego  o  dwóch
stopniach  swobody,  z  nieliniowoś cią   typu  sześ ciennego  i  harmonicznym  wzbudzeniu
parametrycznym,  lecz  bez  rezonansu  wewnę trznego.  Podobny  ukł ad  opisują cy  drgania
boczne  kolumn  przy  udziale  zewnę trznego  obcią ż enia  harmonicznego z  uwzglę dnieniem
rezonansu  wewnę trznego  badali  Tezak,  Mook  i  Nayfeh  [51].  N atomiast  Nayfeh  w  [52]
bada  odpowiedź  ukł adu  o  dwóch  stopniach  swobody,  wzbudzoniu  parametrycznym,
z  rezonansem  wewnę trznym,  w  przypadku  nieliniowoś ci  typu  kwadratowego.

H atwal,  Mallik  i  G hosh  [53] analizują   podobny  ukł ad jaki  badali  H axton i  Barr  [15],
a  wię c  ukł ad  masa- wahadło  z  nieliniowoś cią   typu  kwadratowego.  Stwierdzają   oni,  że
efektem  rezonansu wewnę trznego  a>2  =  2cot jest  wzbudzenie  parametryczne, a  dla  dosta-
tecznie  duż ych  amplitud  wymuszenia  moż liwość  wystą pienia  drgań  prawie- okresowych.

N ayfeh  w  [54] bada  ukł ad  o  wielu  stopniach swobody  z  nieliniowoś cią   typu  kwadra-
towego  i  sześ ciennego  ł ą cznie,  z  wymuszeniem  parametrycznym  i  rezonansem  wewnę trz-
nym  co3  — a>1+io2-   N ieliniowość  może  być  typu  geometrycznego  bą dź  sprę ż ystego,
a  równania  mogą   opisywać  drgania  wirują cych  wał ów,  sklepień,  powł ok  i  pł yt,  sprzę-
ż one poprzeczne i wzdł uż ne drgania  kolumn, drgania  zbiorników  czę ś ciowo napeł nionych
cieczą   i  zamocowanych  sprę ż yś cie.

Z  analizą   ukł adów  z  wielokrotnymi  czę stoś ciami  własnymi  i  wzbudzanych  parame-
tryczn ie moż emy spotkać się  mię dzy  innymi w  pracach  [55, 56, 57, 68]. Fu i Nemat- Nasser
[55,  56]  rozpatrują   ukł ady  liniowe,  nietł umione  w  przypadku  wystę powania  dwóch  czę s-
toś ci  wielokrotnych.  N atomiast Tezak,  Nayfeh  i  Mook  [57] rozwijają   analizę   przeprowa-
dzoną   przez  Fu  i  N emat- N asser'a  wł ą czając  do  ukł adu  tł umienie  i  nieliniowość  typu
sześ ciennego,  a  jako  przykł ad  podają   badanie  flatteru  powł ok  w  obecnoś ci  obcią ż enia
harmonicznego.  Także  Nayfeh  [58]  rozważa  ukł ad  o  wielu  stopniach  swobody  z  wielo-
krotnymi  czę stoś ciami  własnymi,  a  szczegółowej  analizie  poddaje  ukł ad  o  czterech stop-
.niach  swobody,  w  którym  trzy  pierwsze  czę stoś ci  wł asne są   takie  same.  Badania koncen-
truje  na  rezonansach parametrycznych:  2col,  cu1+ co4  i  (o1—mA.

Ogólniejszą   teorię   i  klasyfikację   rezonansów  wewnę trznych  moż na  także  znaleźć
w  pracach Sethna  [59], Czeszankowa  [60, 61, 62], Samojlenki  i Momota [63, 64], Nayfeh'a

:i  M ook'a  [65].

W  przeważ ają cej  wię kszoś ci  omawianych  prac  wyniki  teoretyczne  uzyskane  były  za
pomocą   jednej  z  technik perturbacyjnych,  najczę ś ciej  za pomocą   klasycznej  metody uś red-
nienia,  a  weryfikacja  tych  wyników  przeprowadzana  była przez  symulację   równań  ruchu
„na  maszynach  cyfrowych  lub  analogowych.

W  nielicznych  tylko  pracach  np.  [27, 35,  53], stosowana  była metoda bilansu harmo-



ZJAWISKA  REZONANSÓW  WEWNĘ TRZNYCH  347

nicznych, ale nie podejmowano  analizy,  która z metod przybliż onych  jest  adekwatna  dla
danego  układu  i  danego  typu  rezonansu.

O  ile  rezonansowi  wewnę trznemu  typu  2coi =   coj poś wię cona  jest  obszerna  literatura
i  w  wielu  pracach  wyniki  teoretyczne  zostały  całkowicie  potwierdzone  przez  badania
symulacyjne,  to  zachowanie  się   układu  przy  rezonansie  typu  3aj(  =  atj  nie jest  w  pełni
wyjaś nione.  W  szczególnoś ci  dotychczasowe  wyniki  nie  dają   wyczerpują cej  odpowiedzi
na  pytania:
—  czy rozwią zanie  pierszego  przybliż enia  metod perturbacyjnych  daje  wiarygodne  jakoś-

ciowo  wyniki  zgodne  z  wynikami  symulacji  komputerowej,
—  jakich  zmian w charakterze drgań  rezonansowych  moż emy oczekiwać  gdy  parametry

układu,  przy  których  nie jest  spełniony warunek  istnienia  rezonansu  wewnę trznego,
zmienić  tak  że  bę dzie  spełniony  warunek:

3a>1  =   a>j.

Bezpoś rednim  bodź cem  do  podję cia  prac  nad  tym  typem  rezonansu  wewnę trznego
były badania teoretyczne i analogowe prowadzone na prostym przykładzie modelu układu
o  dwóch  stopniach swobody  z nieliniowoś cią   typu  sześ ciennego  i  wzbudzanego  siłą  har-
jnoniczną   (rys.  1).

Drgania rezonansowe  tego układu zarówno przy rezonansach głównych jak  i pobocz-
nych  bez  rezonansu  wewnę trznego,  oraz  studia  porównawcze  róż nych  metod  przybli-
ż onych, były przedmiotem wcześ niejszych  studiów  autorów  [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73],
W pracach tych, oprócz analizy  zjawisk  drgań  rezonansowych  pojawiają cych  się   w  ukła-
dach  nieliniowych  posiadają cych  wię cej  niż  jeden  stopień  swobody,  zwracano  baczną
uwagę  na problem doboru przybliż onej  metody analitycznej,  adekwatnej  do danego  typu
badanego  zjawiska  i  badanego  układu.  W  szczególnoś ci  analizowano  metody  perturba-
cyjne  w pierwszym  przybliż eniu  i metodę  Ritza  (metodę  bilansu  harmonicznych), porów-
nują c  rozwią zania  mają ce  tą   samą   formę  jako  funkcję   czasu.

W  obecnej  pracy  dobrano  parametry  układu  tak,  by  spełniony  był  warunek  wystę-
powania  rezonansu  wewnę trznego  typu  co2 =  3ft>!.  W  przeprowadzonych  badaniach
analogowych  nie  uzyskano  tych  wyników  jakie  przewiduje  teoria  pierwszego  przybli-
ż enia metody  uś rednienia, natomiast uzyskano  efekty,  których  ta  teoria  nie  przewiduje.

Problem  został   rozwią zany,  gdy  w  rozważ aniach  teoretycznych  zastosowano  metodę
Ritza, przy  niezmienionej  formie  rozwią zania  jako  funkcji  czasu.

2.  Ogólne  równania  i  badanie  rezonansów  wewnę trznych  metodą   uś rednienia
i  metodą   Ritza

Rozważ amy  równania  ruchu  nieliniowych  układów  drgają cych  o  skoń czonej  liczbie
stopni  swobody,  zapisane  w  postaci  macierzowej:

Aq + Cq+f(q)+cp(q, q)- Pcosi>* =  0,  (6)

gdzie  q  = c o l ^,  ..., g„]  — współrzę dne uogólnione,  A  = diag[mi]— macierz  bezwład-
noś ci, C—macierzsz  tywnoś ci,  kwadratowa,  symetryczna, dodatnio okreś lona, f = col[/ i,
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, .., / „ ] — reprezentuje  nieliniową  czę ść sil sprę ż ystych,  <p = col[c>ls  ..., cp„]  —reprezentuje
siły tł umienia.

Ukł ady cią głe opisane bę dą równaniami czą stkowymi  w postaci,

m(X)- ™-  +L(w)+L l(w)+N(w)- p(x)cosvt  = 0,  (7)

z  warunkami  brzegowymi,

B(w) = 0 na brzegu  F,

gdzie L(w) i L^w) — odpowiednio liniowy i nieliniowy  operator zmiennych przestrzennych
odpowiadają cy  liniowej  i  nieliniowej  czę ś ci  sił  sprę ż ystych,  N(w) —  operator tł umienia.
p(x)  — amplituda  siły  wymuszają cej.

Obydwa  modele  matematyczne  (6) i (7) sprowadzamy  do ukł adu równań  modalnych
przez  wprowadzenie  współ rzę dnych  normalnych  f j ,  ..., f„ .  Dla ukł adu  (6) współ rzę dne
te  wprowadzamy  za  pomocą  transformacji:

W j ( 0 .  ' - 1 . 2 , . . . , n,  (8)
/-i

gdzie bOij,   i,j  =  1,2, ..., n, są współ czynnikami  postaci wł asnych  ukł adu (6) dla f(q) =
=  <p(q, q) = P = 0, a dla ukł adów  cią gł ych  (7) przez  przyję cie  przybliż enia,

(9)

gdzie:  ipj(x) — znane liniowe funkcje  x  (postacie wł asne ukł adu (7) przy L1(w)  =  N(w) =
=  p(x) — 0),  oraz  zastosowanie  metody Galerkina.

Dla  obu ukł adów  (6) i  (7) otrzymamy  równania  ruchu w formie:

M |+ O |+ F (© + H ( |, t ) - Q c o sw  = 0,  (10)

gdzie:  M = diag[M,- ], Q =  diag  [MJO>QJ], Ms — uogólniona masa, a)OJ — czę stość wł asna
j- tej  postaci. Elementy  kolumnowej  macierzy  F są  funkcjami  wszystkich  współ rzę dnych,
Fj  = Fji^,  £2, • • - ,  $n), zaś elementy macierzy  H są zależ ne od wszystkich współ rzę dnych
i  ich pochodnych,  H}  w Hj(i1,  ..., $„,  §i, ., ., £n). Ponadto mamy:

dla  ukł adu  równań (6),

'  l  n

Mj  =  f  m(x)y}(x)dx,  Fj =  J LL{]? y>s(x)Cs(t)]y)j(x)dx>

o  s=i

—  dla ukł adu  równań (7).

,  (12)

•=   J  p(x)y)j(x)dx,



ZJAWISKA  REZONANSÓW  WEWNĘ TRZNYCH  349

Zakł ada  się,  że  autonomiczny,  zachowawczy  ukł ad  nieliniowy:

MK+OC+POg)- 0,  (13)

posiada  energię  potencjalną  U  speł niają cą  warunki:

U  >  0  jeś li  fl f  . . .,  |„   nie  znikają  jednocześ nie,  (14)

tak  wię c:

A O g ^ Ą ^ - . W-   (15)

Funkcje  Fj  są  analitycznymi  i  nieparzystymi  funkcjami  swoich  argumentów.  Przyjmuje
się,  że z wystarczają cą  dokł adnoś cią  moż na je  przedstawić  w  postaci  skoń czonego  szeregu
Taylora.  Siły  tł umienia  speł niają  warunek:

HJSJ  >  0,  (16)
7= 1

jeś li  tylko  i l t  . . . , £,  nie  znikają  równocześ nie,  i  także  są  przedstawiane  w  postaci  skoń-
czonego  szeregu  Taylora.

Tak  więc  ukł ad  równań  (10)  traktowany  jest  jako  model  matematyczny  zarówno
ukł adów  o  skupionych  masach  jak  i  ukł adów  o  cią gł ym  rozkł adzie  mas  i  bę dzie  przed-
miotem  dalszych  badań.

2.1. Metoda uś rednienia.  Zał óż my,  że  speł niony  jest  warunek  zewnę trznego  rezonansu
gł ównego  t j. :

v  X  cok,  (17)

i  wszystkie  czę stoś ci  są  niewspół mierne.  Rozwią zania  ukł adu  (10)  w  pierwszym  przybli-
ż eniu  szukamy  w  postaci:

S* =   a*cos(vf+  # ), v ffl  a>kt

4> — 0,  ; -   1,2,  ...,k- l,k  + l,  „ . , »,  C  J

gdzie  ą i  ^ —  pewne  stałe  wyznaczone  metodą  uś rednienia  lub  inną  procedurą  pertur-
bacyjną.

W  tym  przypadku  tylko  współ rzę dna rezonansowa  |f c  jest  róż na  od zera.  Współ rzę dne
nierezonansowe  £/,  j  i=  k,  w  rozwią zaniu  w  pierwszym  przybliż eniu  są  równe  zero.
Rozwią zanie  takie  nazywane  jest  jednoczę ś ciowym  (jednopostaciowym),  gdyż  postać
drgań  scharakteryzowana  jest  jedną  funkcją  wł asną  ^fc(x)  lub  ukł adem  współ czynników
bOik,  i  =   1,2,  . . . , «.

Jeś li  jednak  choć jedna  z  czę stoś ci  wł asnych,  np. CDS,  jest  współ mierna  z  rezonansową,
wówczas  okazuje  się,  że  odpowiedź  ukł adu  przestaje  być  jednopostaciowa,  a  do  rozwią-
zania  zostaje  wcią gana  dodatkowo  współ rzę dna  £s.  Zał óż my  dla  ogólnoś ci,  że  / '—I  czę s-
toś ci  wł asnych  jest  współ miernych  z  czę stoś cią  cok,  tzn .:

...  +kko>k+   ...  +k rcor  -   0,  (19)
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gdzie  klt,,.,kr  —  liczby  cał kowite.  Warunek  (19)  zapisać  moż emy  także  w  postaci:

u>k  sk

  ks  ^M>

gdzie  sk,  ss  =  1,2,  3, ....
Stosując  wprowadzone  oznaczenia  (20)  równania  ruchu  (10) przepiszemy  w  postaci:

v  X  cok,

. . . , «-  W l .  •  •  •  >  fr,  l i  , •  •  •  >  f r) +  (21 >
s  =   1,2,  . . . , fc - l,

7  =   r + 1,  ...,n.

Efekt  rezonansu  wewnę trznego  uzyskano  zakł adają c,  że  nie  tylko  współ rzę dna  rezo-
nansowa,  lecz  i  współ rzę dne  £s  odpowiadają ce  czę stoś ciom  współ miernym  z  cok są  róż ne
od zera.  Tak  więc rozwią zania  ukł adu równań  (21) szukamy  w  postaci:

(  v  x  mk!

&   -   asCQs(Nksvt+& s),  ł - li 2 , . . . , fc - l1J fe + l , . . . . . , r,  (22)

fj  =  O,  . 7 ^ 1 , 2,  . . . , r.

D la  wyznaczenia  amplitud  a1 (  ..., ar  i  ką tów  fazowych  ^ i ,  ..., # r  stosujemy  metodę
uś rednienia  [74 -  79].  W  tym  celu  najpierw  traktujemy  te  wielkoś ci  jako  nowe  zmienne
as  m as(t),  & s  &  ^ s(?)5  s  =  1,  . . ., r,  i  przekształ camy  równania  (21)  do  postaci:

da  1
[ ( W 2 z ) 0  + F ( a1 ,  . . . ,ar,6> ,,  . . .,  ©r)- Qscosvt]sin0s,n  =  iy

ks (23)
1

gdzie:

Fs(als  . , ., a,, 0 j,  ...,ć >,) =  F ^ c o s © !,  ..., arcos0r)+   (24)

,., — a(1vJVJklsin0i,  ...,  —  arvNkrsin0r).

Dodajmy,  że  aby  zastosować  metodę  uś rednienia  musimy  zaż ą dać  by  prawe  strony

równań  (23)  były  mał e,  rzę du  / i1,  gdzie  / J,  jest  mał ym  parametrem  —  p, 4,  1,  fj, >  0.

Widzimy  wię c,  że  nie  tylko  funkcje  nieliniowe  F,  ale  i  amplitudy  siły wymuszają cej  Qs

oraz  róż nice  (A^r2—co*)  muszą  być  mał e,  rzę du / j.1.

Nastę pnie zastę pujemy  prawe  strony  równań  (23) przez ich wartoś ci  uś rednione w cza-

sie.  Operacje  te  moż emy  zapisać  nastę pują co:

lim ~  |  F s(a1;  . . . , 0, ,© !,  ...,Qr)ń r&sdt- ~óksQsń n®\,  (25)
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(25)  [cd.I

=  _  I  l i m  I   FJn.  a  P).  0 Poczto  //C- U-A  (N?- ,,2- ,
dt

=  —T- —  lim  —  I   Fs(alt  ...,a„0lt  ...,0r)cos0sdt+~  (iV&v2

2

gdzie:  dks — delta  K ron eckera,  s, k  =  1,2,  ...,r.
P on ieważ  szukamy  usta lon ych  rozwią zań  as  =   con st  i  & s =   const,  s  — 1,2, ...,/%

ż ą damy  by  speł n ione  były  ró wn an ia:

da.
T

.  J - f  lim  - 1  f  Ą («i,  .... a,, 0i,  ...,0r)sin6W/ - 4As<2ssin#1.l  = 0,  (26a)
111  -

d&„   1  [ . .  1
~W'~~~atNkav\T™a>~T

T

=  0,  5= 1, 2 , . . . , / -.  (26b>

Warunki  (26) prowadzą  do  2r  nieliniowych  równań  algebraicznych  z  niewiadomymi

Równania  (26a)  pozwalają  na  prostą  interpretację  zwią zku  mię dzy  formą  funkcji
nieliniowej  (24) i typem rezonansu wewnę trznego. Zbadajmy  więc szczegół owiej  równania
(26a) dla współ rzę dnych o czę stotliwoś ciach  współ miernych z  cok, speł nienie których jest
warunkiem  niezbę dnym  istnienia  niezerowych  rozwią zań  na  at,  ..., ak^t,  ak+  l t  ...,  aT.
Warunki  te moż emy  zapisać  w  postaci:

T

- i.  f  £ («!,  ..., af, 0t>  ..., 0r)sm0Jt  = 0,  (27)
o  ł - l , 2 , . . .l *- l i *+ I , . . . . r .

lim

W  tym celu przedstawimy  funkcje  Fs  w formie  uogólnionego  szeregu Fouriera:

Ą  -   JD ^+ F ( I ) cos©,  + G<s>sin@, + ^ P , t „ l i B . a . . .  c o s ^^  +  ...  (28)

+mk0k+   ...

+mk0k+   ...  +mr0r),

gdzie £  oznacza sumę po wszystkich ą , „ . , ą , „ . ,ą  = 0,  ±  1,  ± 2, ..., za  wyją tkiem
m

przypadku,  kiedy  mk  —  ± 1  a  pozostałe  ms,  s  — ly2,  ...,k—l,  k+l,   ...,  r  są  równe
zero.  Zauważ my,  że  współ czynniki  G ( s) przy  sin<9s  są  w  rozważ anych  ukł adach  dysypa-
cyjnych  róż ne  od zera  jeś li  tylko  a„ • £  0.  Zatem, aby warunek  (27) mógł  być speł niony,
w  rozwinię ciu  funkcji  Fs  w szereg  Fouriera muszą  znaleź ć  się  dodatkowe  czł ony z sin<9,.
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Czł ony  takie uzyskamy,  jeś li wś ród  kombinacji  współ czynników mL,  ...,mr  wystę pują cych
w  (28) znajdują  się  takie,  że speł niony  bę dzie  warunek:

miei+   ... +mk0k+   ... +tnr0r  =   ± <9s+ #,  (29)

co  odpowiada  zależ noś ci  mię dzy  czę stoś ciami:

mlca1  +  ...  +mkcok+  ...  +mrcor  =   ±o) s,  (30)

5 = 1 , 2,  ...,k- l,k  + l,  ...,  r.

Tak  więc  widzimy,  że warunek  (27) dla amplitud  współ rzę dnych  nierezonansowych
sprowadza  się  do  tego  aby  czę stoś ci  a> i, ...,coP  były  współ mierne.  Zauważ my  jednak,
że  współ czynniki  mi,  ...,mr  nie są tu już dowolne, a zależą  od formy  funkcji  nieliniowej.

Zależ noś ci  (29) mogą  stanowić  podstawę  do wyznaczenia wszystkich  typów  rezonansów
wewnę trznych jakie  mogą  się pojawić  przy  danej formie  funkcji  nieliniowej.  Mię dzy innymi
w  pracy  [45] jest  pokazane  jakie  typy  rezonansów  wewnę trznych  mogą  wystą pić,  gdy
nieliniowa  czę ść  sił   sprę ż ystych  jest  opisana  funkcją  typu  kwadratowego,  sześ ciennego
lub  pią tego  stopnia.

I   tak przy  liniowym  tł umieniu  i  nieliniowoś ci  sprę ż ystej  typu  sześ ciennego,  z  analizy
tej  wynika,  że  w  ukł adzie  o  dwóch  stopniach  swobody  istnieje  moż liwość  wystą pienia
tylko  rezonansu  wewnę trznego  typu:

co 2  =   3a>i.  (31)

Przedstawione  rozważ ania  za  pomocą  metody  uś rednienia  opierały się  na zał oż eniu
harmonicznych  rozwią zań  na  współ rzę dne  normalne.  N a  podstawie  transformacji  (8)
widzimy,  że zał oż enie to daje  rozwią zanie  we współ rzę dnych qx  q„ w  formie:

£  ^  (32)
i -   1,2,  . . . , ».

A  zatem  stosunki  amplitud  poszczególnych  harmonicznych  są  równe  współ czynnikom
postaci  wł asnych  ukł adu  liniowego.  Jednak  już  we  wcześ niejszych  pracach  na  temat
drgań  ukł adów  o  wielu  stopniach  swobody  wykazano,  że  zał oż enie to może  prowadzić
do  poważ nych  bł ę dów  [71, 72, 80, 81]. Omówimy  więc  metodę,  która  nie  wprowadza
ż adnych  zał oż eń upraszczają cych  odnoś nie postaci drgań ukł adu — metodę Ritza.

2.2. Metoda Ritza.  Poszukajmy  rozwią zania  ukł adu  równań  (6)  w  tej  samej  formie
co  w  metodzie  uś rednienia (32):

<ł i(t) =  ^]blsascQ%es,  i = 1,2,  ...,n,  (33)
gdzie:  ,t=i

lecz  przy  zał oż eniu, że nie tylko  as,  # i s ale i  bis  wymagają  wyznaczenia.  Oznacza  to, że
rozwią zanie  we współ rzę dnych normalnych powinno również zawierać wszystkie skł adowe
harmoniczne:

EAO  = £  ai.cos0M.  (34)
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Dla wyznaczenia as,  bis i $*s w rozwią zaniu  (33) lub xs  i # i s w rozwią zaniu (34) zastosujemy
metodę  Ritza [66, 74, 79], równoważ ną  procedurze bilansu  harmonicznych, tzn. ż ą damy
speł nienia  zależ noś ci:

T

lim  —  I  £,(0cos6>sA  = 0,  ł  =  1,2, ..., n,
~*  o

T  (35)
1  r

lim  - =  ejmsine/ jfl?  =  0,  s  ~  1,2,  . . .,  r,
j- ^co  T  J

gdzie £((0 — „pozostał oś ci" równań (6) po podstawieniu przybliż onego  rozwią zania  (33),
lub  równań  (10)  po  podstawieniu  rozwią zania  (34).

W  zastosowaniu  do  równań  (6) warunki  (35)  dają  2 x n x /•   równań  algebraicznych,
które  moż emy  zapisać  w  postaci,

T  T

~miasblsv
2Nk

2

s+   /   cubJsas+   lim  —  I   (fi  + cpi)cos6sdt—  (36a)
/ - i  o

1

T
1  c  .  i

lim- —  (fi + w[)$m.©sdt—— ó^P^os^jj  = 0,  (36b)
J- - J.0O  T  J  2

o
i  =  1 , 2,  ...,n,  s  =  1 , 2,  . . . , r ,

z których wyznaczymy  as  s  as(v), & i3  e  & is(v), bis  =s bls(y),  bls  =   1.
Równania  (36b), które dla s  ^  k moż emy zapisać w postaci:

T

't =   0,  i  =   1,2  n,  (37)

pozwalają  na  prostą  interpretację  zwią zku  mię dzy  formą  funkcji  nieliniowej  —  ft+<Pi,
a  typem  rezonansu wewnę trznego. Przedstawmy  więc  funkcje  fi  + (pi  w  formie  uogólnio-
nego  szeregu Fouriera,

(38)

1+  ... +mk0k+   ...  +mr0r),

gdzie ^  oznacza sumę po wszystkich  m l 5  ..., mk,...,  mr  — 0,  ±  1,  ± 2, ..., za  wyją tkiem

przypadku kiedy mk  =  + 1 a pozostałe »z5, s  =  1, 2, ...,  / c - 1,  fe+ 1,...»  r  są  równe zero.
Zauważ my, że  współ czynniki g( ( )  przy  sin@s są  w  rozważ anych  ukł adach  dysypacyjnych
róż ne  od  zera jeś li  tylko  as  i=   0.  Zatem aby  warunek  (37) mógł  być  speł niony, w  roz-
winię ciu  / (+c>;  w  szereg  Fouriera  (38)  muszą  znaleźć  się  dodatkowe  czł ony  z  sin©,.

3  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3/87
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Uzyskamy  je  jeś li  wś ród  kombinacji  współczynników  m i (  ..., mr,  wystę pują cych  w (38),
znajdują   się   takie,  że  spełniony bę dzie  warunek:

h ... +mk0k+   ... +mr0r  =   ± <9s+ #,  (39)

s  =   1,2,  ...,k—l,k+l,  ...,r.

Zauważ my,  że współ czynniki  nit,  • • • ,mr  wystę pują ce  w  (39) są   identyczne jak  współ-
czynniki  m1;  ...,mr  wystę pują ce  w  (29), gdyż  w  obu przypadkach  rozwijamy  w  szereg
F ouriera  jakoś ciowo  tą   samą   funkcję :

n

Fs  =  \  bOiS(ft+<pi)   —  w  metodzie  uś rednienia  przy  rozwią zaniu  (32),  (40)

fi + <Pt  —  w  metodzie  Ritza  przy  rozwią zaniu  (33).

Tak  wię c  widzimy,  że  spełnienie warunku  (39) jest  równoważ ne  spełnieniu warunku
(29) metody  uś rednienia.  A  zatem metoda Ritza  prowadzi  do  tych  samych  typów  rezo-
nansów  wewnę trznych  przy  zadanej  formie  funkcji  nieliniowej.

3.  Analiza  teoretyczna  i  analogowa  układu o dwóch  stopniach  swobody

Szczegółowe obliczenia analityczne wykonamy dla układu o dwóch stopniach swobody,
złoż onego z dwóch mas poł ą czonych wię zią  sprę ż ystą   typu Duffinga  i liniowym tłumikiem

Rys.  1. Model układu  o  dwóch stopniach swobody

oraz  wzbudzanego  siłą  harmoniczną   o  stałej amplitudzie —  rys.  1.  Układ  ten moż emy-
opisać  równaniami  ruchu  w  formie,

(41).

gdzie  qt  q2  — oznaczają   wychylenia  mas  mx  i  m2  od  położ enia  równowagi,  t  -
=  ~\ / kt2lm2T  — bezwymiarowy  czas,  oraz

=   'l]/ k 12/ in2,  v =  v ]/ m2/ ki2,  P  = P  - ^ -.
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Równania  w  postaci  modalnej  (10)  otrzymamy  przez  zastosowanie  transformacji  (8),

u  t '  u  t  ( 4 2)
Cl  es  h(\   E  - \ - D  c

gdzie  b02i,   b022—są  współ czynnikami  postaci  własnych  ukł adu  liniowego.  Po przekształ-
ceniach  otrzymamy:

1vhi  ~m- bo2i)
+  70021

* ) f ] 3 } + ^ C

Przyjmując  nastę pują ce  dane  liczbowe:  x2  •=   1.5  i  y  =  1.582,  speł nimy  warunek
współmiernoś ci  czę stoś ci  wł asnych,

coO2  =  3coO i.  (44)

W  tym przypadku  na czę stoś ci  i postacie własne ukł adu  liniowego  otrzymamy  nastę pują ce

wartoś ci:

co01  =   0.639,  6021  =  1.6898,

cy02  =  1.917,  & 022  =  - 0.3739.

N a  pozostałe parametry  ukł adu przyjmujemy  nastę pują ce  wartoś ci:

P  =  2.0,  fj, =  0.01,  /  =  2.0.  (46)

W  dalszej  kolejnoś ci  bę dziemy  badali  zachowanie się   ukł adu w przypadku  gdy  czę stość
wymuszenia  jest  w  pobliżu  czę stoś ci  własnych  ukł adu.

3.1.  Analiza  pierwszego  rezonansu głównego — metoda  uś rednienia.  W  przypadku  gdy  czę stość
wymuszenia  jest  w  pobliżu  niż szej  czę stoś ci  wł asnej,  rozwią zanie  ukł adu  równań  (43)
zakł adamy  w  postaci,

Si  =  fliCOS6»ls  V  «0>ot>

| 2  =  «2cos< 92,

gdzie:  6t  =  vt +  ftl3  ©2  =
Równania  (25)  przybierają   w  tym  przypadku  postać,

=  W  i  P s i t t ^^ ^  ^ ) 2 [ / +  4 ( 1  bya2sin(3&1- &Ą t ,̂  (48)

3*



0,7
czę stość  v

Rys. 2. Krzywa  rezonansowa at  s  ai(v) dla pierwszego  rezonansu głównego — wyniki  analogowe

Pcos^t

b)

Rys.  3. Przebiegi  czasowe  9l(t)  i g2{t)   przy czę stoś ci wymuszenia v =  0.72,  (a) — odpowiedź rezonansowa,
(b) — odpowiedź  nierezonansowa

[356]
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(48)

r   [cd- ]

? ( l 6 ) 2 ( l ^ )  +

Przy  wyprowadzaniu  równań  (48)  wykorzystano  zależ noś ci:

cos 36>i  =  cos02 cos(3Ą  — # 2) -   sin(92 2 ) ,

cos(O2- 2&1) =  oaa8tcoa(3#l—&2)+Bm®Bw@&- #)

Badając  stany  ustalone przyrównujemy  do zera  prawe  strony  równań  (48).  Jak  widać,
jedynym  moż liwym  rozwią zaniem  jest  rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  a,  =£ 0  i  a2  Ą=  0.

Z  przeprowadzonych  badań  analogowych  wynika,  że  gdy  czę stość  wymuszenia  jest
w pobliżu niż szej  czę stoś ci wł asnej, mamy  odpowiedź okresową   dwuczę stoś ciową,  w  której
dominuje  skł adowa  o  czę stoś ci  wymuszenia  v.  Udział   drugiej  skł adowej  o  czę stoś ci  3v
jest  bardzo mały  i praktycznie mamy  odpowiedź  bliską   harmonicznej. N a  rys.  2 pokazano
tylko  krzywą   rezonansową   ax  =   ai(v),  gdyż  amplituda  a2  na  wykresie  w  tej  samej  skali
jest  pomijalnie  mał a.  N a  rys.  3  pokazano  przebiegi  czasowe  qx{t)   i  q2(t)  w  przypadku
odpowiedzi  rezonansowej  i  nierezonansowej  przy  czę stoś ci  wymuszenia  v  =  0.72.

Ponieważ  efekty  rezonansu  wewnę trznego  są   w  tym  przypadku  bardzo  mał e,  dlatego
też  pominiemy  obliczenia  analityczne,  a  przejdziemy  do  analizy  wyż szego  rezonansu
gł ównego.

3.2. Analiza drugiego rezonansu głównego — metoda uś redniania. W  przypadku  gdy  czę stość  wy-
muszenia jest  w  pobliżu wyż szej  czę stoś ci  własnej  rozwią zanie  ukł adu  równań  (43) zakł a-
damy  w  postaci,

/=   axcos  —

g2  =  a2cos(vt+&2).

Wykorzystując  (25)  otrzymamy  nastę pują ce  równania  na  wyznaczenie  amplitud
i  ką tów  fazowych:

=  ^ [ C * + 9 ^ f l f l S i n ( 3 ^ # 2 ) ] %  s  X i

dt

da2

d&,

^ i- *a)]<* •
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gdzie:

Ct.  =  f,yl{l- b02l)
2,  h, =  ~/ iy(l- 6oai)4,  MOi = l+yblu,  i = 1,2,

W  celu  wyznaczenia  parametrów  stanów  ustalonych  przyrównujemy  do zera  prawe
strony  równań (51),

fla =  0

j  = 0
- P sin ??2- i?21«?sin(3 1̂- 2̂) = 0

Jak  widzimy,  w tym przypadku moż liwe są  dwa typy  rozwią zań:
(a) —jednoczę stoś ciowe,

at  = 0 i  a2  ź  0,  (53)

(b) — dwuczę stoś ciowe,

fli  ć  0 i  a2  ć  0.  (54)

Zbadajmy  wię c  stateczność  tych  rozwią zań.  Niech  parametrami  stanu  ustalonego
bę dą  a10,  a20,  # l 0 i ^ 2OJ a dostatecznie małymi zaburzeniami od niego bę dą   r] l,rj2,r]z irj^.
Wtedy  z  równań  (51) otrzymamy,

- 2vMolr) 2  = d2 i J h. + d22»72 + »23'73 + a24?74  /.«
(55)

gdzie:

«U = - jp-»  U =  1, 2, 3, 4.  (56)

Równanie charakterystyczne dla równań  (55) moż emy zapisać w postaci,

X4+A3X
3+A2X

2  + Alk+A0  = 0.  (57)

Zgodnie  z  kryterium  Routh- Hurwitza otrzymamy  nastę pują ce  warunki  statecznoś ci,

Ao  > 0,  Ay  > 0,  A2  > 0,  A3  > 0,  (58)

ALA2A3- A0A
2

3~Al  > 0.

Z warunków  tych ^43 =  2r(c11+ c2 2)  > 0 jest spełniony zawsze, natomiast dla warunku
^ o = 0  granica statecznoś ci zbiega się  z punktami, dla których styczna do krzywych rezo-
nansowych  ax  i  a2  w  funkcji  czę stoś ci  v jest  pionowa.
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3.2.1. Rozwią zanie  jednoczę stoś dowe.  W  pierwszej  kolejnoś ci  rozważ ymy  rozwią zanie  jed-
noczę stoś ciowe  at  = 0  i a2  =£ 0.  Podstawiając  at  = 0  do trzeciego i czwartego  równania
w  (52)  otrzymamy:

— c22va2  — Psin #2  —  0

(v2- wl2)M02a2- Pcos&2+p22al  = 0
(59)

Równania te są podobne do tych, które wyznaczają  amplitudę i kąt fazowy  w pobliżu
rezonansu  w  ukł adzie o jednym  stopniu  swobody.

Badając  stateczność  tego  rozwią zania,  równanie  charakterystyczne  (57)  przybiera
nastę pują cą  postać,

(A = 0,
gdzie

(60)

(61)

= 2vc
22,

20 1-

Warunki  statecznoś ci  są  w  tym  przypadku  nastę pują ce,

>  0,  Atf> > 0,  A?>  >  0, > 0, (62)

z których trzy pierwsze są speł nione zawsze. Dla czwartego z nich — Atf*, punkty graniczne
pokrywają  się  z  punktami, w  których  styczna  do  krzywej  rezonansowej  a2  w  funkcji
czę stoś ci  v jest  pionowa.

2,4  2,6
czę stość •&

Rys.  4.  Krzywa  rezonansowa  a2  m a2(v)  w  przypadku  kiedy  ay  =  0,
stateczna  1
niestateczna)  m e t o d a

o  o  o  o  o —wyniki  analogowe

Na  rys.  4  pokazano  krzywą  rezonansową  a2  s  a2(y)  dla  rozwią zania  jednoczę stoś-
ciowego,  w przypadku  gdy  czę stość wymuszenia jest  w  pobliżu drugiego rezonansu gł ów-
nego. Na rysunku  tym pokazano także krzywą  rezonansową znalezioną na maszynie ana-
logowej.  Jak widać wyniki metody uś rednienia są bliskie wynikom  analogowym  i potwier-
dzają  w tym przypadku sł uszność zastosowania  metody uś rednienia.
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3.2.2. Rozwią zanie dwuczę stoś ciowe.  Rozważ ymy  teraz  rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  (54),
a  wię c  at  =ć 0  i  az  Ą=  0.  Aby  wyznaczyć  parametry  stanu ustalonego  dla  tego  typu roz-
wią zania, równania (52) rozwią zano za pomocą  maszyny cyfrowej  i znaleziono ax  a  (ti(v),
a2  s  a2(v),  & x = ^iO')3 i ®z s  ^ M -   Na rys.  5 pokazano at  s  a^v)  i a2  m az{y), które

2,4  2,6
czę stość

Rys. 5. Krzywe rezonansowe dla rozwią zań dwuczę stoś ciowych, (a)«!  =   a^Y\av^  =  av/ 3(v),  (b)a2  a  a2(v)
i  a,  =  av(v),

•  —  stateczna  1
niestateczna!  m e t o d a  uś rednienia,

o  o  o  o  o .— wyniki  analogowe

spełniają   ukł ad równań (52). Z badania statecznoś ci wynika, że warunki  (58) są  spełnione
w  przedziałach A—B  i  C—D, zawierają   się   wię c w  nich stateczne rozwią zania  dwuczę-
stoś ciowe.  Rozwią zania  niestateczne zawierają   się   w przedziałach,

A~FiB~C  -   Ao  <  0,

E- F  -   A1  < 0  i  A2  < 0,  (63)

E- D  ~  Ao  < 0, Ax  < 0  i  A2  <  0.
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Jak  widzimy,  moż liwe  są   w  tym przypadku dwa  typy  rozwią zań  dwuczę stoś ciowych.
W  pierwszym  z  nich  reprezentowanym  przez  gał ąź  C—D,  wielkość  amplitudy  a2  jest
zbliż one do tej kiedy  ax  = 0. W drugim typie, reprezentowanym przez gał ąź A—B,  domi-
nują   drgania o czę stoś ci v/ 3 z  amplitudą   a±,  mogą cą   osią gnąć  wartość  nawet  dziewię cio-
krotnie wię kszą  niż amplituda a2  dla drgań o czę stoś ci wymuszenia  v,

P : 2,0

Pcosł t

-   q,U)

q,W

—VVVVVVXA/VAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
sktadowe
harmoniczne

Rys.  6.  Przebiegi  czasowe  qt(t)  i  q2{t)   oraz  ich  analiza  harmoniczna przy  czę stoś ci  v  — 2.04;
(a)  i  (b) — rozwią zania  dwuczę stoś ciowe,  (c) — rozwią zanie  rezonansowe  jednoczę stoś ciowe

Dla  weryfikacji  wyników  metody  uś rednienia,  przeprowadzono  badania  analogowe
modelując  równania ruchu (41), Badania  analogowe  potwierdziły istnienie  dwóch  typów
okresowych  dwuczę stoś ciowych  —  ilustruje  to  rys.  6.  Pierwszy  typ  odpowiedzi  przed-
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stawiony  na  rys.  6a  charakteryzuje  się   duż ymi  amplitudami, a  dominują cymi  w  nim są
drgania  o czę stoś ci v/3 z amplitudą  ar / 3.  Wpływ drgań o czę stoś ci wymuszenia  v z ampli-
tudą   a, jest mały,  i  drgania  układu są   podobne do tych  jak  dla  pierwszego  rezonansu
głównego. Drugi typ  odpowiedzi przedstawiony  na rys.  6b charakteryzuje  się  mniejszymi
amplitudami, wystę pują   te same składowe harmoniczne co i poprzednio, z tym że udział
składowej  o  czę stoś ci  wymuszenia  jest  w  tym przypadku  wię kszy.  W  obu przypadkach
drgań  dwuczę stoś ci owych  amplitudy  są   znacznie wię ksze  niż  w  przypadku  drgań rezo-
nansowych jednoczę stoś ciowych.  Na rys.  7 pokazano krzywe  rezonansowe av/ 3  s  av/ 3(v)

1.98 2.00 2.02  2,04
czę stość 5

Rys.  7.  Krzywe  rezonansowe  znalezione na  maszynie  analogowej,
rozwią zania  dwuczę stoś ciowe  z  amplitudą   ay/3,
rozwią zania  dwuczę ś ciowe  z  amplitudą   av

rozwią zanie  rezonansowe  jednoczę stoś ciowe

\   av  = ap(v) dla drgań dwuczę stoś ciowych,  tj w przypadku wystę powania  rezonansu wew-
nę trznego. Pierwsze z drgań reprezentowane jest przez gał ąź a—b dla składowej o czę stoś ci
r/ 3 z amplitudą  av/ 3,  a przez gał ąź a'—b'  dla składowej o  czę stoś ci wymuszenia v z ampli-
tudą   a„.  Dominują   w  nim drgania  o czę stoś ci v/ 3, przy  czym ze wzrostem v amplituda
ich gwał townie roś nie. Amplituda składowej o czę stoś ci wymuszenia v nie ulega wię kszym
zmianom.  Drugie  z  drgań  dwuczę stoś ciowych,  gał ąź  c—d  dla  składowej  o  czę stoś ci  v/3
i c'—d'  dla składowej o czę stoś ci v, zachowuje się  odmiennie od poprzedniego. Ze wzrostem
czę stoś ci  v  amplituda  ap/ 3  maleje,  natomiast amplituda  a„   roś nie  i  na  koń cu przedziału
staje  się  bliska amplitudy rozwią zania  rezonansowego jednoczę stoś ciowego. Na rys.  8 i 9
pokazano  przebiegi  czasowe  qt(t)  i  qz(t)  wraz z  ich analizą   harmoniczną  przy  czę stoś-
ciach  v  = 2.00  i  2.06,  a wię c dla  czę stoś ci  bliskich  skrajnym  dla  tego  typu  rozwią zania.
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P  cosiH

q 2[ i)

VWAAA/WWVAA/WVAA/WWWWV1- • J/3  ł
składowe
harmoniczne

Rys. 8. Przebiegi  czasowe qi(t)  i ?2( ' ) oraz  ich analiza harmoniczna przy czę stoś ci  wymuszenia v  =  2.00;
(a) — rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  (gał ąź  a—b na rys. 7),
(b) — rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  (gał ąź  c—d na rys. 7),
(c) — rozwią zanie  rezonansowe  jednoczę stoś ciowe

Dla  porównania  wyników  uzyskanych  przy  pomocy  uś rednienia z wynikami  analo-
gowymi,  naniesiono te ostatnie na rys.  5. Jak  łatwo zauważ yć  wyniki  obu metod nie zga-
dzają   się  ani nie są   sobie  bliskie,  dotyczy  to zwłaszcza  zakresów  czę stoś ci,  w  których
wystę pują   drgania dwuczę stoś ciowe.  Jeś li  przyjmiemy,  że bliskie  rzeczywistym  są   wyniki
analogowe, to musimy stwierdzić, że wyniki  uzyskane metodą  uś rednienia są  nie do przy-
ję cia,  chociaż postać założ onego rozwią zania, zawierają cego  dwie składowe harmoniczne
jest  zgodna z wynikami  analizy  analogowej.

Zastanówmy się  w czym należy upatrywać bł ę dnych wyników jakie  dała metoda uś red-
nienia. Jak już wspomniano w p. 2.1 powodem  tych  rozbież noś ci  może  być  założ enie
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P cos i) t

- 10
5

\ A A A A A A A A A  I  .
XV  W  W  V V  V

skł adowe
harmoniczne

• q, ( t)

Rys.  9. Przebiegi  czasowe £i(/ ) i g2(t)  oraz ich analiza harmoniczna przy  czę stoś ci  wymuszenia  v =   2.06,
(a) — rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  (gatąź  a—b  na  rys.  7),
(b) — rozwią zanie  dwuczę stoś ciowe  (gał ąź c—rf  na  rys.  7),
(c) — rozwią zanie  rezonansowe jednoczę scioś ciowe  :

w  rozwią zaniu ukł adu równań (41) dla współ rzę dnych q±  i q2  zapisanych w postaci (32),

+a2cos(vt +<& 2)

qz  =

(64)

współ czynników postaci wł asnych b02l  i b021  takich jak  dla ukł adu liniowego.
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Przeprowadzimy  wię c  obliczenia  analityczne wykorzystując  metodę   Ritza,  która  jak
wiadomo  nie  wprowadza  ż adnych  założ eń  upraszczają cych  odnoś nie  postaci  drgań
układu.

3.3. Analiza drugiego rezonansu głównego — metoda Ritza. Przepiszemy  jeszcze  raz  równania
ruchu  (41)  w  nieco przekształconej formie,

tf2)3  =  0,

B2(t)  = q1+yq2  + x2q1- Pcosvt  = 0,  *•   '

i  zgodnie  z  (33)  poszukajmy  rozwią zania  w  postaci:

(66)

q2  =  a1b2i_a

Dla  uproszczenia  zapisu  rozwią zanie  (66) przepiszemy  w  formie,

q2  =  aib21cos{0l

gdzie:

Nieznane  wielkoś ci  a1 ;  a2,  fe2i>   *22>  # n> ^12.  ^i  i  ^2  wyznaczymy  podstawiając
przybliż one  rozwią zanie  (67)  do  równań  ruchu  (65)  i  wykorzystując  zależ ność  (35).
Otrzymamy  wtedy,

[x2- v2(l+yb22cosd2)]a2  =  Pcost?12.  (68)

- - v2ya1b2i,%m.d!L  =  0,

+a ia2(l- b21)cos&~a1a2(l- b21)b22cos(&- 02)]\a l  = 0,

3  f
[ ( i ' 2- l)52 2cos 52 + 1+A*/V*2 2 sin d2]a2+- j  fi{al+2aja 2(l  - b21)

2  -
fi{al+2aja 2(l  -
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fi(\b2ja1a2[ń n&b22m(  2)]ai  = 0,  (69)
4  J

(l- v2)a2b22ń nd2- / Litva2(l- b22co$ó2)+jĄ [4bl2+2ctla2(l- b2l)b22

~al(l- b2l)
3sin# - ai2b

222sm2d2\+a3

2b2z]smd2- ~al(l- b2l)
3sin# - ai2b

222sm2d2\   =  0.

gdzie:  • &  =  3#tl- &12.
Z  analizy  równań  (68) wynika,  że sin^  = 0,  gdyż  równanie

—  v2aLb21sm61  = 0,  (69)

jest  spełnione tylko  wtedy  gdy  sin  5X  =  0,  ponieważ  dla  rozwią zań  dwuczę stoś ciowych
zarówno  aL  jak  i  bzl  są   róż ne  od  zera.  Ostatecznie  układ  równań  (68)  redukuje  się  do-
siedmiu  równań z niewiadomymi:  ax,a%, b21,  b22,  • &, $ i 2  i  $2- Równania  (68)  wyprowa-
dzono  przy  uwzglę dnieniu,  że  sino]  = 0.  Aby  wyznaczyć  parametry  stanów  ustalonych
dla  rozwią zań  dwuczę stoś ciowych  należy  rozwią zać  układ  równań  (68).

W  dalszych  rozważ aniach  ograniczymy  się   do przypadku  kiedy  tłumienie jest  równe
zero, co znacznie uproś ci nam obliczenia, a nie powinno mieć istotnego wpływu na otrzy-
mane  wyniki  za  wyją tkiem  obszaru  czę stoś ci,  gdzie  rozwią zanie  osią ga  maksymalne
amplitudy.  Równania  (68)  dla  tł umienia  równego  zero redukują   się   do układu  czterech
algebraicznych  równań  nieliniowych  z  niewiadomymi  alt  a2,  b21  i  b22,

= 0 ,

m  P,

(70)

Jak  należ ało oczekiwać  moż liwe  są   dwa  typy  rozwią zań:  jednoczę stoś ciowe:  ax  =  0
i  a2  7̂  0 i  dwuczę stoś ci owe:  at  #  0 i a2  Ą=  0.

Skoro metoda uś rednienia dała wyniki zgodne z analogowymi w przypadku rozwią zania
jednoczę stoś ciowego,  zajmiemy  się   obecnie  tylko  rozwią zaniem  dwuczę stoś ciowym.
Rozwią zano  w  tym  celu  równania  (70)  przy  pomocy maszyny  cyfrowej.  Na  rys.  10, na
którym  pokazano wyniki  analogowe, pokazano także  a1  =  ax{v)  i  a2  =  a2iy)  które speł-
niają   ukł ad  równań  (70).
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1.98  2.00 2.02  2.04  2,06
czę stość  0

Rys.  10.  Krzywe  rezonansowe  dla  rozwią zań  dwuczę stoś ciowych,  (a)  «j  m  ai(v)  i  av/ 3  a  a,/ i(v),  (b>
a2  a  a2(y)  i  a,  m  af(y),

1 — stateczna  t
niestateczna!  m e t o d a  R l t z a '

o  o  o  o  o —wyniki  analogowe

Jak łatwo zauważ yć,  wyniki  z metody Ritza  są   bardzo bliskie  analogowym,  zarówno-
jeś li  chodzi o zakres  czę stoś ci  w jakim  wystę pują   rozwią zania  dwuczę stoś ciowe  jak  rów-
nież  i  wielkość  amplitud.

3.4. Dragania prawie- okresowe.  W trakcie badań analogowych  okazało się , że  dla czę stoś ci
wymuszenia  v e <2.20,  2.30>,  oprócz  drgań  harmonicznych  odpowiadają cych  drugiemu,
rezonansowi  głównemu, mogą   pojawić  się   drgania prawie- okresowe  o znacznych  ampli-
tudach.  Z  przeprowadzonej  analizy  harmonicznej  wynika,  że  w  odpowiedzi  dominują
dwie  składowe  harmoniczne:  jedna,  podobnie jak  poprzednio  o  czę stoś ci  wymuszenia  v
i  druga  o  czę stoś ci  nieco  niż szej  niż  v/ 3,  którą   oznaczymy  symbolem  m^.  Czę stoś ci  te
nie są  współmierne, stąd odpowiedź  układu jest  prawie- okresowa.  Dla ustalonej  czę stoś ci.
wymuszenia  v  = 2.25  zarejestrowano  przebiegi  czasowe,  które  pokazano  na  rys.  11.
Na  rys.  12 pokazano wykresy: amplitudy o czę stoś ci v, a, s  a„(V) i  amplitudy  o  czę stoś ci



P = 2.0  ,  ? s 2,25
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składowe
harmoniczne

Rys. 11,  Przebiegi  czasowe  oraz  ich  analiza  harmoniczna przy  v  =  2.25,
(a) — rozwią zanie  prawie- okresowe,
(b) — rozwią zanie  rezonansowe  jednoczę stoś ciowe,
(c) — rozwią zanie  nierezonansowe  jenoczę stoś ciowe.

2,20 2,25
czę stość

230

Rys.  12. Zmiany amplitud składowych o czę stoś ciach v i & it  dla rozwią zania  prawie- okresowego

[368]
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Rys. 13. Trajektorie  w stanie ustalonym dla rozwią zania  prawie- okresowego  przy czę stoś ci v  =  2.25

c&x, a î  s  af^(v). Na rys.  13 pokazano trajektorie  w stanie ustalonym  na  płaszczyznach
fazowych  [qL) # J  i  \q2iq^  dla v  =  2.25.

Wzmianki  o  drganiach  prawie- okresowych  w  układach  z  rezonansem  wewnę trznym
wykrytych  na drodze  symulacji  analogowej  i  cyfrowej  znaleźć moż na w pracach  [30, 31,
35, 53], lecz nie podję to jeszcze prób teoretycznego wyjaś nienia  tego zjawiska  i zagadnienie
to  wymaga  dalszych  badań.

4.  Wnioski

Analiza  zjawiska  rezonansu wewnę trznego  w  pobliżu  rezonansów  głównych układów
o  wielu  stopniach  swobody  przeprowadzona  za  pomocą   analitycznych  metod  przybli-
ż onych  i  symulacji  komputerowej  pozwala  na  sformułowanie  nastę pują cych  wniosków:
—  Zgodnie  z  wynikami  wcześ niejszych  prac, istotą   zjawiska  rezonansów  wewnę trznych

jest  pojawienie  się   w  odpowiedzi  rezonansowej  dodatkowych  składowych  harmo-
nicznych,  oprócz  składowej  o  czę stoś ci  wymuszenia,  tak  że  przybliż one  rozwią zanie

w postaci,

4  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3/87
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qt(t)  =  alkcos(vt  + i\ ) + ^aiscos(Nksvt+• &,),   v % mk,  (71)

i  =  1,2,  ...,  rc,  *  ?=   &,

gdzie:  iV ts  =   —^- ,
c o k

  :  i

prawidł owo  opisuje  odpowiedź  ukł adu  jako  funkcji  czasu.
—  Wyznaczenie analityczne krzywych rezonansowych aik  =   aik(y),ais  = ais(v),s  — 1, 2, ...

,.,, k— 1,  fc+ 1,...,  r,  za  pomocą powszechnie stosowanej  w  literaturze metody uś red-
nienia  może  prowadzić  do  istotnych  jakoś ciowo  rozbież noś ci  z  wynikami  symulacji
komputerowej.  Bł ę dy  te  są  konsekwencją  zał oż enia  upraszczają cego  nierozł ą cznie
zwią zanego  z  tą metodą —  zał oż enia, że stosunki amplitud poszczególnych harmonicz-
nych  są  równe współ czynnikom postaci wł asnych ukł adu  liniowego, tj.,

~L  =  b O i k ;  - £ * - =   &.«.;  * - l , 2 ,  . . . , n.  ( 7 2)

N atomiast  metoda Ritza, która nie narzuca tego uproszczenia w rozwią zaniu  (71), pozwa-
la  traktować wszystkie  amplitudy  ais,  aik,  i =  1,2,  ...,«,  s  =  1, 2,  ..., A:— 1,  k+l,  ...,r,
jako  niewiadome, prowadzi  do wyników  zgodnych z wynikami  symulacji  komputerowej.
—  Efekty  rezonansu wewnę trznego  mogą  powodować  drgania  o  amplitudach wielokrot-
nie  wię kszych  niż  te,  które  wystę pują  w  ukł adach  bez  rezonansu  wewnę trznego.  I  tak
w  badanym  szczegół owo  ukł adzie  o  dwóch  stopniach  swobody,  w  pewnym  obszarze
czę stoś ci  wymuszenia  ve<1.98,  2.07),  dodatkowa  skł adowa  harmoniczna  o  czę stoś ci
v[3  jest  prawie  dziesię ciokrotnie wię ksza  od amplitudy  skł adowej  podstawowej. Przykł ad
ten  nasuwa  wniosek,  że w  analizie drgań  rezonansowych ukł adów nieliniowych powinna
zawsze  być  rozważ ana  sprawa  niebezpieczeń stwa  rezonansów  wewnę trznych.
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P  e 3  K>  M e

ilBJIEH H H  BH YTPEH H HX  PE3OHAHCOB  B  H EJIH H EftH MX  KOJIEBATEJIBHBIX

CHCTEMAX

B  HanHoft  CTaTbe  paccMOTpHBaeTCsi  coCTOHHHe snainrii  B o6nacTH  Hccne/coBaHirii  BHyTpeHHero  pe-

30Hanca  B HejiHHeiiHbix  KOJieSaTejiLHbix  cucTeiaax.  B pa6oTy  BKJiioieubi  HeKOTopwe  HOBbie  pe3yjibiaTbi

B  cjiy^ae  BHyTpeHHero pe3onaHca  Tuna  a>2  =   3coi  B cucieMe  c flByiviH  CTeneHHMH CBoSoflw,

Ky6HHecKoro  rana  H rapMOHiraecKtiM   BHeniHHM  B036y>Kfl;eHHeM.  BS.MH  ncnoJib3OBaHbi

TeopeTH^ecKKX  MeTofla:  MeTOfl  PiiTua  u  Aieios  ycpe^HeHHH. Kon ct t iwe  pe3ynbiaTbi  npoBepHJiHCh

ypaBHeiiHH  HBHHCCHIIH Ha aHairoroBOH Bw^mciiKTejibHoii  MauiHHe. Ebino  ycTaHOBjieHo,

B  o6wacTii  BToporo  OCHOBHOITO  pe3onanca  cjie^CTBneM   BHyTpeHHero pe30HaHca  Moryr  HBjiHTbCH flBy-

KOJie6aHna,  aMnniiTy^M   KOTOPWX  MHoronpaTHo npeBbiuiaiOT  Te3 KoTopbie  BbicTynaMT  B  cny-

yae  CHCTeMbi  c  oTcyTCTBHeiw  BHyTpeHHero  pe3onaHca.  JJoiwHHHpyiomeft  HBjiaeTCH  Ta  rapMOHHiecKaa,

coCTaBjiaiomaHj  lacTora  KOTopoii  poBna  1/3. yacToTbi  B33oy>KfleHna.  Ebino  noKa3ano  ^TO  pe3yjiŁTaTŁi

nojiyieH H Łie  no Merofly  Pn- rqa,  coriracyioTca  c  IŁM H  KoTopbie  SM JIH  noJiy^eHbi  nyTe.w  CHMynHuan,  B TO

speMH  r<ai< Merofl  ycpe^HeHHH Beflei  K KayecTaeiino  apyraM   pe3yjibTaT0M.  KpoMe  Toro  6H H O  nor<a3aHo

• <no  B o6jiacTH  BToporo  ocrioBHoro pe3onaHca  BO3Mo>Kenw

S u m m a ry

TH E  PHEN OMENA OF  INTERNAL RESONANCES IN NONLINEAR VIBRATIN G  SYSTEMS

The paper presents a survey of  the recent literature on the problems of  internal resonances in nonlinear

vibrating  systems, and gives some new results  on the internal resonance of  order co2 =  3a>! in a  two- degree

of- freedom  system  subjected  to  harmonic load.  Two  theoretical methods  are used:  the  Ritz method  and

the  averaging method and  results  are verified  by  an analog  computer  simulation.  I t  is  shown  that  in  the

neighbourhood  of  the second  principle  resonance  the two- frequency  oscillations  occur  with  the amplitude

of  the subharmonic  of  order  1/3  considerably  higher  than that of  the  fundamental  harmonic component.

The Rifz  method  gives results  very close  with  those of  analog  computer simulation  whereas  results  obta-

ined  by  the  averaging  method  are  qualitatively  different  with  them.  I t  is  also  shown  that  there  occurs

steady- state  almost- periodic  response  in certain region  of  the excitation  frequency.

Praca  wpłynę ła do  Redakcji  dnia 25  wrześ nia  1984  roku.


