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W pracy rozpatrzono analogi¢ sprezysto-lepkosprezysta ze starzeniem dla zagadnien
typu szczeliny i stempla w polprzestrzeni, przy réznym pelzaniu postaciowym x i objetodcio-
wym. Przyjeto, 2e w rozwazanach problemach na brzegu pélprzestrzeni (x5 = 0) nie dziala-
ja naprezenia styczne (o3 = 0, 035 = 0). Do rozwiazania problemu zastosowana zostata
metoda transformacji Fouriera. W pierwszej czgéci pracy zostala przedstawiona metoda
stosowania operatoréw catkowych uwzgledniajgcych starzenie. W trzeciej czesci oméwiono
wiadciwa analogie 1 rozpatrzono jej przypadki szczegdlne.

1. W zapisie tensorowym zwiazki fizyczne dowolnego, liniowego, lepkosprezystego
ofrodka maja postaé [I]

~ 1 >
&y = 2010,y — 5 01y A0k, 0

gdzie: /,j=1,2,3, §;— delta Kroneckera,
&;; — sktadowe tensora odksztalcen,
0;; — sktadowe tensora naprezen,
Opk = Oy + 033+ 033.
Wystepujace w (1) wielkosci 2, 7 sg operatorami catkowymi Volterry II-go rodzaju (2]

20 = 2u,(t) [1 -+ f(...)‘u(t, T)dT], )
i= i+ [ ()ae nal, 3)

ktorych dziatanie na dana funkcje okreslone jest ogdlnie wzorem:

By = k(@) [y0+ [ (@K, 7). )

Funkcje u,(t), A,(t) bedace wspétczynnikami Lamego, okreslaja odksztalcenie natych-
miastowe ofrodka, jadra u(z,7), A(2,7) natomiast odksztalcenie spowodowane petzaniem ze
starzeniem. Gdy jadra w (2), (3) zaleza od réznicy (¢-7) czasu obserwacji ¢ i czasu T okresla-
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. jacego historie materiatu, oraz wspétezynniki u(¢), A,(r) sq stale, wtedy oSrodek ma wias-
nosci ustalone w czasie, czyli nie zachodzi starzenie.
Jak wiadomo, np. z [2], réwnanie catkowe Volterry 1I-go rodzaju

x(t) = ks () [y + [ 1@k, D] 5)

ma zawsze, ze wzgledu na y(¢), jednoznaczne rozwiazanie gdy znana funkcja k,(f) jest
ciagla w przedziale T, < v < tjadro K(1, 7) jest ograniczone i ciggte w trdjkacie 7, < v < ¢,
T, < t < T,oraz gdy funkcja x(t) jest catkowalna. Rozwigzanie réwnania (5) mozna wtedy
zapisa¢ w formie

1

x(1) x(7)
X0) —T k() R(t, v)dr. ©)

Funkcja dwéch zmiennych R(¢, 7) jest rezolwenta jadra K (¢, 7), ktdéra obliczamy np. z réw-
nania catkowego

(1) =

!
K(t, )~R(t, ©) = | K(t, ®)R(®, ©)dO )
Wprowadzajac symbolike operatorows réwnania (5), (6) mozna przedstawi¢ w postaci:
‘ x = Ky, (®)
oraz
i
Y= fx, )

. = | . .
gdzie ? Jest operatorem odwrotnym do operatora K. Dzmiame—I;{— na funkcje x(¢) jest dane

przepisem
! ~ X
—Xx=R -, (10
K k, : )
przy
t
R=1- [ (.)R(, v, an

gdzie R (7, 7) jest rezolwenta jadra X (¢, 7).
Istnienie odwrotnego operatoraE jest zapewnione przez istnienie jednoznacznego rozwia-

zania (6).
Mozna udowodnié¢ [3], Ze liniowa kombinacja operatoréw catkowych Volterry II-go

rodzaju (np. postaci (2) lub (3)), oraz ich iloczyn da si¢ sprowadzi¢ do operatora tego sa-
mego rodzaju o jadrze zioZzonym

Ad+B = [al(t)irbl(t)][” Jﬂ (.. a(t)A(l;l,(:))fli)((;))B(t, 7) dr], (12)
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oraz
A8 = a0, 0|1+ [ (.)cu, a], (13)
gdzie: |
C(t, v) = B(t, 1)+ blgt; A D+ 4oy (t) fb(@)A(z,@)B(@, 7)d6. (14y

Aby otrzymaé jadro (14) nalezy w obliczeniach stosowaé przeksztalcenie Dirichleta [2].
W przypadku ogolnym iloczyn operatoréw jest nieprzemienny. Przy wyznaczaniu operato-
réow odwrotnych do sumy lub iloczynu operatoréw Volterry nalezy najpierw otrzymaé
wyrazenia typu (12) lub (13) a nastepnie obliczy¢ odpowiednie rezolwenty.

Uwzgledniajac wszystkie powyZsze rozwaZania réwnania fizyczne (1) daja si¢ zawsze
przedstawié za pomoca wzoréw

O‘ij='2%i—8u+';-6ij%’l : = ki 15)

w ktérych & = &11+ 8224833
Zlozenie trzech operatorow w (15) nie jest przemienne, poniewaz jadra w tych operatorach
zaleza oddzielnie od ¢ i 7. Przy obliczaniu wartosci drugiego sktadnika w (15) nalezy ko-
rzysta¢ z wyraZen (12), (13), i (10).

2. N. K. Arutunian w [4] udowodnil istnienie anologii sprezysto-lepkosprezystej
w trojwymiarowym ofrodku reologicznym, przy takim samym pelzaniu postaciowym
i objetosciowym, czyli o statych wspolczynnikach Poissona. Zwiazki fizyczne (1) dajg sie
sprowadzi¢ do zwigzkéw stosowa .ych przez Arutuniana, gdy przyjete zostana nastepujace
réwnosci

2% = 1“;2)(’) [1+ f( VE(, r)dr] (16)
oraz:
o[ [ |
=30 [an C.)Fs(, T)dT], an
gdzie jadra F,, F, maja postaé
F(t,7) = — 15’20 33 [8(z, 7)+ 6,(¢, 7)), | | (18)
Fyt, 7) = — VEEg (')ar 8,(t, ), | (19)
- a wielkosci
8(t, 7) = 2)+C(t 1), (20)
5.1, ) =29 o4 v, o), 1)

E(7)

o%
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sq funkcjami petzania, w ktérych modut Younga E (f), wspdiczynniki Poissona »,(r),
v,(¢, 7), oraz funkcja C (¢, 7) okre$lane sa do$wiadczalnie.
Oérodek, w ktérym zachodza warunki

v (1) = »,(¢, 7).= v = counst., (22)
prowadzace do réwnosci

Fit,®) = F(t, ) = B0 00, ), 2

ma takie samo petzanie postaciowe i objgtosciowe. Istnienie analogii sprezysto-lepkospre-
zystej udowodnil Arutunian dla takiego wladnie osrodka.

G. A. Prokopowicz w pracy [5] wykazal, 2¢ omawiana analogia przy réznym pelzaniu
postaciowym i objeto$ciowym ma miejsce w przypadku os$rodka dwuwymiarowego. W roz-
wazaniach swoich przyjat jadra typu (18), (19).

G. A. C. Graham w pracy [6] wyprowadzil tzw. uogélniong analogie dla oérodka troj-
wymiarowego (polprzestrzeni), przy réZnym pelzaniu postaciowym i objetosciowym, ale
dla wiasnoéci reologicznych ustalonych w czasie, czyli bez starzenia. Grabam przyjmowat
réwniez, ze obszar w ktérym zadane sa warunki brzegowe (obszar kontaktu stempla lub
szczeliny) jest zmienny w czasie w zadany sposéb. Gdy obszar ten jest w czasie staly, ma
miejsce analogia Lee-Alfreya.

3. W pracy niniejszej wykazano istnienie analogii sprezysto-lepkosprezystej w o$rodku
tréjwymiarowym przy roznym pelzaniu postaciowym i objgtosciowym, przy uwzglgdnieniu
starzenia, dla zagadnien typu szczeliny i stempla, gdy obszar kontaktu (brzeg) jest zmienny
w dowolny sposdb. Rozwazaé bedziemy pétprzestrzen, w ktérej wprowadzono kartezjan-
ski uklad wspdtrzednych x4, x,, x5, tak, Ze zmienne x;, x, zadane sa na brzegowej pét-
plaszczyzZnie, tzn. dla x; = 0. W tak okreslonej pStprzestrzeni rozpatrywana analogia spre-
zystolepkosprezysta da si¢ zapisaé za pomoca nastepujacego twierdzenia.

Jezeli warunki brzegowe maja postaé:
dla naprezen stycznych

013 = 033 =0 (24
na calej plaszezyZnie x; = 0, oraz gdy

a) dla szczeliny _

033 = Oo(X;, %5, 1) dla x;,x, € 2(x3(r), x3(1), 1), (25)
3={ 0 X, X, €02 25)
VX, X3, 1) X, %, €80

gdzie oo(xq, X,, t) jest zadanym naprezeniem, natomiast v (x;, x,, f) jest nieznanym
przemieszczeniem,

b) dla stempla
Uz = uO(xlaxZ’t) dla— X1, xZEQ(x(l)(t)) x%(t), t)7

0 X1, X2 ¢‘Q
033 =

26
S(xl,x25t) xl_, XZEQ ( )

gdzie uo (x1, X2, ) jest zadanym przemieszczeniem, natomiast s (X, x,, #) nieznanym
naprezeniem,
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to wtedy rozwigzanie problemu zawsze da sig sprowadzi¢ do ukladu dwéch sprzezonych
ze soba réwnari catkowych postaci

JI w6, 0G0, o, 60, £, dEy = Wxy, 25, 1),
2(x %), x3(0), 1)

. @n
FW(xy, x5,1) = —4a®p(x,, x,, 1),

gdzie funkcje w i p sa réwne odpowiednio: dla szczeliny v i oy, oraz dla stempla s i u,.
Wielkosé 2 (x9, (¢), x3(¢).t) jest dowolnym, zmiennym obszarem na plaszczyznie x; = 0.
Funkcje x3(2), x3(¢) sa parametrycznym réwnaniem brzegu tego obszaru. K(x;, X, &, &,)
jest funkcja Greena odpowiedniego problemu — dla szczeliny wynosi

K, [xl s Xg, &1, &) = —27[(x, —&,)*+ (x2"§2)2]_3/2, 28)
dla stempla za$§
Ko(xy, %2, &1, 82) =27 [(xl =&+ (xp— ‘52)2]_1/2- (29)

Operator F jest operatorem catkowym Volterry 1l-go rodzaju postaci
!
F= 0|1+ [ (.)FE, 9],

w ktorym wielkoscei f(¢) i F(1, ) zalezg od typu zagadnienia i typu materialu osrodka. Dia
problemu szczeliny, zgodnie z punktem 1., ma ksztatt

~ 1 1
T 20 1L g (30)
G
natomiast dla stempla
F. = —1~ - (1 +%) 27, 1)
gdzie mamy
G = l+£1 ! . (32)
3 2u-12

Jedno-jednoznaczne rozwigzanie drugiego réwnania uktadu (27) mozna przedstawi¢ w pos-
taci

W(xy, x5, 1) = —4n2%p<xl.,x2,z) (33)

Po wstawieniu (33) do pierwszego réwnania ukladu (27) otrzymujemy réwnanie catkowe

TT W, £ DRG0 £y, E)dE dE, = —472 ey 30, 1) (34)
2020, x3(), 1) F

analogiczne do réwnania dla odpowiedniego problemu sprezystego, w ktorym czas ¢ jest

parametrem. Funkcja w (&,, &,, t) zadana w obszarze Q(x3(2), x3(¥), t) jest podstawowa

wielkoscig w przedstawianej analogii. Po jej znalezieniu, z odpowiednich wzoréw mozna

okresli¢ napreZenia i przemieszczenia w dowolnych punktach potprzestrzeni. W rozwaza-
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nych problemach przemieszczenia uy, u5, uz (korzystajac z podwojnej transformacji Fourie-
ra) dane sg wzorami:

+ 0 ~
1 f f [ [ D G D] —l/u,_2+—ﬂf X3 1(oex, +8x,)
= +x =—D|e X e NI doy dp,
“E o |7 Vairp +ﬁ2 1+G T 1+G p
A (I AT s
oo L f f e L‘LT.L)_ U ponp-S ply
\Bya +,32 B 1+6 1+G
xe—l/df+ﬂ’ X3, ei(ax,%-ﬁxz)dddﬂ’ (35)

. + oo .,
fo4 BT x3 dad,
= 27r f f [D+x3 Vit 1'.—,__5 D] T e TP

Wielko$¢ D = D (a, B, t) okreslona jest za pomoca uzyskanych z podstawowego ukladu
(27) funkcjiv (&, &;, )1 S (&4, &, t) nastepujacymi wzorami:
a) dla szczeliny
1

ID = T?,;; ff Iv(é:l’ EZ: t)ehi(aeri-ﬁsﬂd&l d§2 (36)

(), ¥3(0, 0
b) dla stempla

D= —-—— 1 —F ff (€1, &2, t)e T FIgE gE, (37

St
2n Y a4+ + B
l/ a2, 52,0

Wstawiajac wzory (36) lub (37) do (35), po obliczeniu calek, otrzymujemy funkcje prze-
mieszczen u,, u,, s za pomocy ktdrych ze znanych wzoréw teorii sprezystosci moZna
wyznaczy¢ tensory odksztatcen i naprezen w calej potprzestrzeni.

Dyskusje réwnania (34) przeprowadzimy rozpatrujac dwa przypadki:

a) Rozdziclenie zmiennych.
Gdy funkeje p (x,, x,, t) zadang w obszarze Q = Q (¢) zapisa¢ mozna w postaci

P(Xy, X3, 1) = g DXy, x2) Ai(t) (38)
to ze zwiazku (33) mamy
W(xi, Xz, 1) = —du? kzn’ Pe(xs, %) Bi(t), (39)
gdzie:
B0 =~ 4, (40)

Znajac nastgpnie rozwigzanja wy réwnan sktadowych probleméw sprezystych

ff Wk(é:l ’ 52 ’ ,)K(xl » X2 El H é:Z)dé:l dé:z = pk(xl ? xZ) (41)
(20, x%0),0) ‘
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w ktdrych czas jest parametrem, szukane rozwigzanie problemu lepkosprezystego, z zasady
superpozycji, otrzymujemy w formie

w(be, £ay 1) = —da® D wily, &5, DBL). “2)
kL

W przypadku gdy jadra operatoréw 2, 1 zaleza od réznicy argumentow

u(t, 7) = p(t—1),

A, 1) = Mi—7), (43)
przy statych wspétczynnikach Lamego natychmiastowego odksztatcenia
/11 = /1(0)9

otrzymujemy analogi¢ rozpatrywana przez Grahama, natomiast, gdy zachodza réwnosci
(16), (17) przy (22), (23) dostajemy analogi¢ omawiang przez Arutunjana.

b) Obszar calkowania staly w czasie.
Jezeli w réwnaniach (27) zachodzi zaleznosé

Q(x%(r), x3(2), t) = 2(x%, x§) = const. (45)

wtedy,.po jednoznacznym przedstawieniu w (&, &, t) za pomoca funkcji v(§,, &, t) wzo-
rem ' ’

Wty &, 1) ;%”(5“52”)’ @)
mamy z (34) réwnanie

[] oy, &, Ky, %o, £, 6,)dE dE, = —da?p(x,, x5, 1), @7)

a(xy, x%)

ktore okredla rozwiazanie problemu sprezystego z czasem jako parametrem. Po wyznacze-
niu funkeji v z (47) rozwiazanie zagadnienia lepkosprezystego ze starzeniem otrzymujemy
ze wzoru (46). Jezeli przyjmiemy, Ze zachodza warunki (42), (43), (44) i (45), wtedy z réw-

nania (34), po zastosowaniu transformacji Laplacea wzgledem czasu, otrzymujemy analogie
Lee-Alfreya.
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Pesmome

VIIPYTO — YIIPYTOBASKAS AHAJIOTHUA IJIA ITONVIINIOCKOCTH CO CTAPEHHUEM

B paGote oficny>kmaercst ynpyro — ynpyroBA3KAasA aHANOTHA C YUYETOM CTapeHus Uit oOBEmHol
H caBHroBo# monsyuectd. Ilonydyembl peINEHMS 3a/ay THNA TPEHIMHBI M IUTAMNA JUIS TPEXMEPHOrO
TIONYHPOCTPAHCTBA YIPH NIPEAIIONOMEHHHM, YTO 30HBI KOHTAKTA M3MEHAIOTCH mobemm obpasom.

Summary
ELASTIC — VISCOELASTIC ANALOGY FOR A SEMI-SPACE WITH AGEING.
The concept of elastic — viscoelastic analogy for non — invariant in time materials with various devia-
toric creep laws has been considered. The particular solutions forrcrack and punch problems in three —

dimensional half — space have been solved. It was assumed that the contact boundaries may change arbi-
trarily.

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.



