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Problem preta, bedacego pod dziataniem zginania, sity osiowej i temperatury w zakresie
sprezysto-plastycznym, pozornie prosty, natrafia na trudnosci przy okre$laniu charakte-
rystyk wiazacych vogdlnione sity i uogdlnione przemieszczenia. W pracy analizowano
kilka modeli takiego preta, nawigzujacych do odksztatcalnych lub sztywnych elementéw
skoriczonych. Poréwnanie modeli przeprowadzono pod katem wykorzystania ich do opisu
rurkowego podloza plyt sitowych w wymiennikach ciepfa i reaktorach chemicznych.

1. Wstep

W pracy rozpatrywany jest pret pryzmatyczny, obcigzony na konicach sita osiowa
i momentem zginajagcym z uwzglednieniem wplywu zmiany temperatury na przemieszcze-
nia osiowe. Tak obcigZone prety maja swoje odpowiedniki w rzeczywistych konstruk-
cjach np. w szeroko stosowanych w przemysle energetycznym i chemicznym plaszczowo-
rurowych wymiennikach ciepla i reaktorach chemicznych. Jednymi z elementéw tych
aparatow sa rurki, ktérych korice mocuje si¢ (rozttacza, spawa) w perforowanych plytach
zwanych plytami sitowymi. Obciazenie calego ukladu ciénieniem i temperatura wywotuje
ugiecia obu plyt, ktére wymuszajg przemieszczenia i obroty koncéw wspdipracujacych
z nimi rurek. Z kolei rurki oddziatuja na plyty sitami i momentami wywolanymi ich
zmieniona konfiguracja, W tym przypadku rurki sg w stosunku do rozwazanego preta
dodatkowo obciazone réznica cisnied na wewnetrznej i zewngtrznej powierzchni. Efekt
ten bedzie jednak pominigty w obecnej pracy.

Przy ograniczeniu sie do symetrycznego obcigzenia obu koncéw preta jego pracg
W poszczegélnych zakresach: sprezystym, jedno- lub dwustronnego uplastycznienia,
mozna opisaé dwoma zwiazkami typu
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gdzie: U,, ®, — przemieszczenie osiowe 1 kat obrotu koncowego przekroju Ppreta,
M,, N, — moment zginajacy i sita osiowa na korcu preta, 4T — jednorodna dla
calego preta zmiana temperatury. Dla dalszych zastosowan korzystne jest rozwiklanie
tych zwiazkéw badZz do postaci

Mo = Wl(Uo, 00> AT),
No = ¥5(Uy, O, AT) (12)

badZ do postaci odwrotnej

UO = TS(M07 NO: AT)a

1.3
Oy = Wa(Mo, No, AT). a3

Zwiazki te bedziemy nazywad charakterystykami preta. We wspomnianych kounstrukcjach
rurki pracuja w warunkach zblizonych do wymuszenia kinematycznego; dla zadanego
‘na obu konicach U, i @, nalezy wyznaczyC Ny 1 M, . Tak postawione zagadnienie sprowadza
siec do wyznaczenia charakterystyk w postaci (1.2). W pracy przyjeto za dodatnie site
rozciggajaca oraz przemieszczenie powodujace zmniejszenie odlegloSci pomiedzy kos-
cowymi przekrojami preta, ktére odpowiada dodatniemu wugigciu plyty. Dodatni znak
momentu jest natomiast zgodny z dodatnim znakiem kata.

Analiza statyczna lub dynamiczna konstrukcji prgtowych — stosunkowo prosta
w przypadku liniowosci fizycznej materiatu (sprezysto$é lub liniowe pelzanie) — staje
sie znacznie trudniejsza w przypadku materiatéw fizycznie nieliniowych. Trudnosci te —
nawet przy ograniczeniu si¢ do jednoosiowego stanu naprezenia w poszczegdlnych punktach
preta (rozeiaganie — $ciskanie i zginanie) — pojawiaja si¢ na dwéch szczeblach : na szczeblu
przekroju, przy wyprowadzaniu ,integralnych” réwnan konstytutywnych wiaZacych
uogdlnione sily wewnetrzne i uogolnione odksztalcenia oraz na szczeblu calego ciala,
gdy poszkujemy zalezno$ci migdzy parametrami obcigzen i charakterystycznymi uog6l-
nionymi przemieszczeniami. Dla preta o zmiennym wzdluz osi momencie zginajacym
na ogot nie jest mozliwe analityczne wyznaczenie charakterystyk w jawnej postaci (1.2)
lub (1.3).

Drogi pokonywania powyzszych trudnoéci mozna podzieli¢ na dwie grupy. Grupa
pierwsza ma charakter czysto numeryczny i sprowadza si¢ na obu szczeblach do przepro-
wadzenia catkowan wzorami przyblizonymi o mozliwie duzej doktadnoéci. Takie podejscie,
nawiazujgce do réznych wariantéw metody réznic skoriczonych, moze istotnie zapewni¢
duza dokladno$é¢ wynikéw konicowych wykazuje jednak nastepujace wady, ktére niekiedy
moga byé istotne: (1) utrudnia analize jakoSciowa przez nadmierny nacisk na strong
numeryczng przy jednoczesnym oderwaniu sie od interpretacji fizycznej i inzynierskiej,
(2) na ogdl nie zezwala na wyprowadzenie prostych wzoréw kofcowych, mogacych
stuzy¢ do dalszych zastosowafi. Natomijast druga grupa, nawiazujaca do rdéZnych wa-
riantéw metody elementow skoficzonych, ma znacznie wyrazniejsza interpretacj¢ fizyczna.
W przypadku niewielkiej liczby elementéw mdéwimy o modelowaniu konstrukcji rzeczy-
wistej; w ten sposéb tworzone modele nadajg sie szczegélnie dobrze do przeprowadzenia
analizy jakosciowe;j. '

Przedmiotem obecnej pracy bedzie poréwnanie charakterystyk paru tego typu modeli
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o kilku stopniach swobody, wyznaczonych metodg analityczno-numeryczna. Charakte-
rystyki te moga by¢ nastepnie wykorzystane jako charakterystyki podloza dla wspdt-
pracujacych z pretami (rurkami) plyt sitowych.

2. Modele

Na szczeblu przekroju modele zastgpuja przekrdj rzeczywisty przez wielopunktowy
(wielowarstwowy), co prowadzi do zastapienia catkowania przez sumowanie. Jedynie
przekréj dwupunktowy (teoretyczny dwuteownik) jest przy tym statycznie wyznaczalny
(przy zginaniu w plaszczyZnie gldwnej) co umozliwia zaréwno wyrazenie sit wewngtrznych
przez napreZenia, jak i na odwrét, niezaleznie od réwnan konstytutywnych. Zasady
doboru zastgpczych przekrojow w1elopunktowych przy sprezysto-plastycznym zginaniu
z sitg podiuzna podat J. Orkisz [18, 19]; nieco inne podejécie zaproponowali J. Kruze-
lecki 1 W. Krzy§ [15], ograniczajac si¢ do przypadku czystego zginania, ale uwzgledniajac
mozliwo$¢ wzmocnienia plastycznego. Zastosowanie koncepcji przekrojow zastepczych
do obliczenia ugigé¢ sprezysto-plastycznych wielopunktowych belek mnierozciagliwych
podali J. Orkisz i M. Zyczkowski [20] (male ugiecia) i [21] (duze ugiecia), belek rozciag-
liwych — Z. Waszczyszyn [29], tukéw — M. Radwanska i Z. Waszczyszyn [22, 23].

Znacznie wigksze mozliwo$ci modelowania wystgpuja przy analizie preta jako catosei.
Modele takie podzielimy na dwie grupy: nawiazujace do sztywnych elementdw skofczo-
nych i nawiazujace do odksztalcalnych elementéw skonczonych.

Metoda sztywnych elementéw skoniczonych zostala opracowana w sposob ogélny
przez J. Kruszewskiego [14], W. Gawronskiego i J. Kruszewskiego [7, 8], glownie dla
analizy drgan, jednak prostsze koncepcje tego typu w odniesieniu do zagadnien statecz-
noéci pretéw sg znacznie dawniejsze. Jako pierwsza nalezy tu wymienié¢ rozprawe habili-
tacyjng H. Hencky’ego z r. 1920 [4], ktéry wprowadzit metodg ,,laiicucha o przegubach
sprezystych”. Najbardziej znanym modelem tego typu jest model o jednym stopniu swo-
body (pret sztywny, odksztalcalny element skupiony w utwierdzeniu), podany przez
H. Wagnera [28]. Analiza zjawisk flatteru wymaga modeli o conajmniej dwéch stopniach
swobody; odpowiednie uogdlnienie zaproponowat H. Ziegler [30]. Stateczno$¢modeli
wykorzystujacych sztywne elementy skonczone byla bardziej szczegélowo badana przez
J. Naleszkiewicza [16], A. R. Rzanicyna [24], J. M. Thompsona i G Hunta [27]. Bar-
dziej zltozone modele zaproponowal A. Chajes [3].

W zakresie sprezystym lub liniowego pelzania modele o sztywnych elementach skon-
czonych mogly bez trudu by¢ taczone ze écistym, dowolnym ksztaltem przekroju preta,
gdyz ksztatt ten jest wtedy bez wigkszego znaczenja: jest on wystarczajaco scharaktery-
zowany momentem bezwtadno$ci I i polem powierzchni przekroju A. Sytuacja ulega”
zasadniczej zmianie przy nieliniowym pelzaniu lub w zakresie spr¢Zysto-plastycznym.
Wtedy najprostszy model kombinuje dhugi element sztywny z krotkim elementem od-
ksztalcalnym o przekroju dwupunktowym (lub inaczej z dwoma krétkimi pretami od-
ksztatcalnymi). Model taki zaproponowali E. I. Ryder i F. R. Shanley [25]; miat on zasad-
nicze znaczenje dla rozwoju wspolczesnej teorii wyboczenia sprezysto-plastycznego. Zmo-
dyfikowany model Shanley’a analizuja w swoich pracach G. Ballio, F. Perotti [l]—ele-
ment odksztalcalny ma wielopunktowy przekréj — oraz K. Kawashima, S. Kimura
[11] - kilka sztywnych elementoéw polaczonych odksztatcalnymi elementami o przekroju
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z jedna osig symetrii sprowadzonym do wielopunktowego. W niektérych przypadkach
mozliwe jest polaczenie elementow sztywnych z elementami odksztalcalnymi o danym,
nie podlegajacym uproszczeniu ksztalcie przekroju: C. R. Calladine [2], M. Zyczkowski,
A. Zaborski [34], K. Kowalczyk [13], K. Kawashima, S. Obata [12], S. Dorosz [6).

Model uwzgledniajacy dwuosiowy stan naprgZenia charakterystyczny dla utraty sta-
tecznoéci powlok, zaproponowal M. Zyczkowski [31]; dwuwarstwowy przekrdj ulatwia
analizg w zakresie niesprezystym.

Metoda odksztalcalnych elementéw skonczonych, zaproponowana w formie ogdlnej
z konicem lat pigédziesiatych, zostala do$¢ szybko przystosowana do przyblizonej analizy
statecznosci pretow (B. J. Hartz [9], G. W. Hicks [10], D. A. Nethercot, K. C. Rockey
[17]). Charakterystyczna dla modelu pogladowosC a jednoczeénie niezbedna prostote
w przypadku nieliniowo$cifizycznej materiatu otrzymuje si¢ jedynie w przypadku elementéw
o stalej krzywiznie, gdyz wtedy rownanie konstytutywne wyprowadzone dla jednego
przekroju obowiazuje w calym elemencie. Dwuelementowe (dwukrzywiznowe) modele
tego typu beda analizowdne w obecnej pracy; jeden element o stalej krzywiZnie nie jest
wystarczajacy, gdyz nie moze opisaé¢ wystepujacych w rzeczywistym precie punktéw prze-
giecia. Dodatkowo przyjeto, Zze punkt ,,zszycia” odksztalcalnych elementdw oréznych
krzywiznach jest ustalony i okreslony parametrem &, = I, /.. ,

Sposréd wielu przedstawionych kombinacji modelu o odksztalcalnych i sztywnych
elementach skonczonych z rdéinymi ksztaltami przekrojow w pracy przeprowadzono
analizg:

— dwukrzywiznowego modelu o odksztalcalnych elementach skoficzonych (OES) z dwu-
punktowym, prostokatnym i pierécieniowym przekrojem poprzecznym, rys. la;
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Rys. 1. Modele preta: a) o odksztalcainych elementach skonczonych (OES) b) o sztywnych elementach
skonczonych (SES)
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— modelu o sztywnych elementach skonczonych (SES) z dwupunktowym przekrojem
elementu odksztalcalnego, rys. 1b.

W modelu SES, dla opisania wystepujacych w rzeczyw1stym precie punktow przegigcia
trzeba wprowadzi¢ dodatkowe elementy odksztalcalne, w stosunku do modelu zapropo-
nowanego przez F. R. Shanley’a [25]. Analizowane przekroje z wymiarami i charakte-
rystycznymi wielko§ciami pokazano na rys. 2. Efektem analizy kazdego z modeli jest

okreslenie dla sprezysto-plastycznego zakresu pracy przekrojéw zaleznosci No(Us, O, AT)
iMy(Ug, @y, AT) i ich poréwnanie.
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Rys. 2. Rozpatrywane ksztalty przekroju

K. Kawashima, 8. Obata [12] i K. Kawashima, S. Kimura [11] analizowali pokrytyczne
zachowanie si¢ modelu prgta w stanie niesprezystym podajac m.in. graficznie zalezno$é
sity N, od strzalki ugigcia dla materiatu ze wzmocnieniem. G. Ballio, F. Perotti [1]i S. Do-
rosz [6] podali réwniez graficznie zaleznosé No(U,) przy cyklicznych obcigzeniach modelu
preta wykonanego z materiatu idealnie sprezysto-plastycznego. W pracach tych modele
obcigzone sg tylko sila osiowa (w [11] dodatkowo poprzeczna) przylozong do koncow
majacych catkowita swobodg obrotu.

W pracy obecnej oprocz sily osiowej uwzgledniono skupiony na koncach moment,
ktory spowodowany jest ograniczonga swoboda ich obrotu przyjmujac, ze kazdy z czyn-
nik6w obcigZenia zalezny jest od przemieszczenia i kata obrotu.

Do dalszych rozwazann wprowadzono bezwymiarowe naprezenie, odksztalcenie,
krzywizng, kat obrotu przekroju, sil¢ podiuzna, moment zginajacy i przyrost temperatury
odnoszac odpowiednie wielkosci do ich najwigkszej wartoéci w zakresie sprezystym przy
jednoparametrowym obcigzeniu (sifa, moment lub temperatura dzialajace z osobna):

s = clog, e=¢le, uy=2Uy/(el),
k =xn/x,, &=86/0, n=N|IN, 2.1
m, = M,/M,,, 1= AT/AT,,
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gdzie: &, = 0o|E, %, = eo/H, O, = “:12 %] (dla modelu OES), O, = 2, a (dla modelu

12

SES), Ne = 0¢4, Mge = CHNe, ATe = GG/OL, = —;1—2,

A — pole powierzchni przekroju,

H — pdt wysokosci bisymetrycznego przekroju,

i — promien bezwladno$ci przekroju,

o — wspOlczynnik rozszerzalnosci liniowej materiatu modelu.

3. Zaleinosci dla przekrojow

3.1. Przekr6j dwupunktowy. Spre¢Zysto-plastyczna analiza przekroju dwupunktowego jest
znacznie prostsza niz dla przekrojow o polu rozlozonym w sposéb ciagly. W skupio-
nych polach wystgpuja stany czysto sprezyste lub czysto plastyczne a wigc znika problem
wyznaczenia granicy pomiedzy strefami. Z tego powodu mozna bez trudno$ci wprowadzié
do rozwazan np. model ciala ze wzmocnieniem liniowym, rys. 3, dia ktérego prawo
fizyczne ma postaé

s = ne+(1—mn)sign(e). 3.D)

f
|
|
|
|
[ -
1

e

0

Rys. 3. Zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla roznych wartoéci wspolezynnika wzmocnienia

Wspétezynnik wzmocnienia % = -75'— przyjmuje warto$¢ n = 1 w zakresie odksztalcen

sprezystych (e < 1) oraz w zaleznosci od przyjetego modelu 0 € % < 1 w zakresie odksztal-
ceni plastycznych (e > 1). Przekr6j jako calos¢ znajduje si¢ w stanie sprezysto-plastycznym,
gdy w jednym punkcie przekroju*n =1 a w drugim 5 < 1.

Sita normalna i moment zginajacy w przekroju okre§lone sa przez naprezenia panujace
w obu punktach z = +H | z = —H:

1

n=— Gt +s7), my,= %— (st —s7). (3.2)
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Podobnie odksztalcenie osi geometrycznej i krzywizna osi obojetnej przekroju wyznaczone
sq przez odksztalcenia wystgpujace w tych punktach

e = %-(e*'+e‘), k= %(e+—~e‘). (3.3)

3.2, Przekr6j prostokatny. W czgSciowo uplastycznionym przekroju prostokatnym mozna
wyodrebni¢ strefy odksztalceni sprezystych i plastycznych. Granice strefy plastycznej
L z
propagujgcej si¢ od punktu x =5 = —1 oznaczymy przez x~ a strefy plastycznej
propagujacej si¢ od punktu y = 1 przez x*, rys. 2b. W przypadku ciala sprezysto-idealnie
plastycznego (n = 0 dla e > 1) sita normalna i moment zginajacy okre$lone s zaleznos-
ciami .

1 )|
n= o (TS = (7 =) ), (3.4)
1
my = (" =BG =2 -G (3.5)
a odksztalcenie osi geometrycznej i krzywizna osi obojetnej, M. Zyczkowski [32]
e= —(sTy =Ty -1, (3.6)
k= (=)t —10)- (B.7)

3.3. Przekroj idealnie pierscieniowy. Za A. G. Dorfmanem i S. D. Lejtiesem [5] przyj-
miemy, Ze w przekroju idealnie pierscieniowym pole powierzchni skupione jest na okregu
o srednicy d. Warto$é naprezenia w kazdym punkcie przekroju zalezy tylko od jego odleg-

. . 1 . . .
loéci od osi z = 5 dcosy. Dla okreslenia granicy stref wygodnie jest ze wzgledu na ksztalt
przekroju postugiwaé sie katem v, y* — gdy odksztalcenia plastyczne rozprzestrzeniaja
si¢ od punktu y = 0, 9~ — od punktu y = =m, rys. 2c. W przypadku ciala sprezysto-
idealnie plastycznego wzory na sil¢ normalna, moment zginajacy, odksztalcenie osi geome-
trycznej i krzywizne osi obojetnej maja postaé, A. G. Dorfman, S. D. Lejties [5]

n=s + % (st —s)(siny™ —y~cosy~ —siny* +yFcosyt)(cosyt —cosyT)"t,  (3.8)

m, = —Tl—c (st —s7)(y~ —siny~cosy™ —y* +siny*cosyT)(cosyt —cosy)r,  (3.9)
e = —(stcosy™ —s cosy*)(cosyt —cosyT) 1, (3.10)
k = (st —s")(cosy™ —cosy~) 1. 3.1

4, Zaleinosci dla modeli

4.1. Model o odksztalcalnych elementach skonczonyeh. Przyblizenie rzeczywistej linii ugiecia
odcinkami ukéw o stalych krzywiznach wymaga wprowadzenia dla kazdego z nich sily
normalnej i momentu zginajacego o stalych wartosciach takich, zeby skutki ich dziatania



410 M. STOPULSKI, M. ZYCZKOWSKI

byly porownywalne z efektami wywolanymi rzeczywistym obciaZzeniem preta, W pracy
przyjeto, e zastepcze wartosci w obu elementach s réwnowazne pod wzglegdem energe-
tycznym, a mianowicie zdefiniujemy je z warunku réwnosci wariacji pracy sit zewnetrz-.
nych

8L, = N, e, l(—ng 0ug+my 6) .1
i pracy sit wewnetrznych
0L, = N, l[(1 —2&o)n, Oe, +2&on, dey +Cmyy 68 +Cmyy 58,). 4.2

W tym celu nalezy przeprowadzi¢ analize uogdlnionych przemieszczei modelu. Wyra-
7enia na osiowe przemieszczenie koricowego przekroju modelu i strzatkg ugigcia $rodkowego
przekroju wyprowadzono ze $cistych zwiazkéw geometrycznych po rozwinigcin wyste-
pujacych w nich funkcji kata w szereg i pozostawieniu wyrazéw co najmniej drugiego
stopnia:

sin@ 1—cos® 1

g = 1_%@2, ) ~ —2—0. Tak wiec osiowe przemieszczenie z uwzglednie-
niem wplywu temperatury wyraza si¢ wzorem
1
Uy = 54 (e A2[05+(1~280) 80Dy + (1 —2£0) 93] — [(1 —2&p) e, + 280 €] — T,  (4.3)

a bezwymiarowa strzatka ugiecia (odniesiona do dlugosci modelu 1)

f = 5 VE eadl(1-2£0) 80 4921 @«

We wzorach tych A = //i jest smukloscia modelu. Kat obrotu korica modelu wzglegdem
jego srodka wyznaczamy z zaleznoéci:

'!90 = 01‘{‘7_92, (4.5)

przy czym katy obrotu przekroju koficowego i $Srodkowego wzgledem rozgraniczajacego
odksztalcalne elementy zwigzane s3 z ich krzywiznami

01 = (1—250)]‘1; 192 = zfokz- : (4-6)

Wykorzystanie zaleznoéci (4.1) do (4.6) pozwala okresli¢ wartosci zastepezych sit i momen-
téw dla skrajnego i srodkowego elementu

=y =g, @.7)
Mgy = M= e, 11 = 260) 200 + D)1, 9
My, = mo———l— e A2[3(1 —2£0) Do+ (3 —2&0) B2 Ao (4.9

24

Przytoczone réwnania (4.3) do (4.9) wraz z kompletem zaleznosci dla kazdego z przekro-
jow pozwalaja wyznaczyé ng i mq dla zadanych u,, ¥, 7. W przypadku przekroju prosto-
katnego i pierécieniowego wyznaczenie charakterystyk modeli sprowadza si¢ do znale-
zienia rozwiazania uktadu czterech réwnan nieliniowych ze wzgledu na rézne kombinacje
czterech niewiadomych wielkodci sposréd oémiu (czterech naprezen i czterech granic
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stref) w zaleznodci od tego czy przekroje pracuja sprezyécie, czy sa jedno- Iub dwustron-
nie uplastycznione. Dla przekroju dwupunktowego mozna ten ukiad sprowadzi¢ do jed-
nego réwnania algebraicznego piatego stopnia ze wzgledu na n,.

We wzorach wystgpuje parametr &, decydujacy o proporcjach dlugosci odksztat-
calnych elementow skonczonych. W pracy przeprowadzono analiz¢ wplywu &,. na warto$é
sity krytycznej sprezystego modelu z przegubowo zamocowanymi i dwustronnie utwier-
dzonymi koncami. Réznice wzgledne w odniesieniu do eulerowskich sit krytycznych
dla obu przypadkéw zamocowania zamieszczono w tablicy 1. W dalszych rozwaZaniach
przyjeto wartosé &, = 0.25 zapewniajacg najmniejszy blad dla preta dwustronnie utwier-
dzonego przy niewielkim blgdzie dla przegubowo podpartego.

Tablica 1.
Bledy przyblizenia sily krytycznej dla modelu OES o dwoch elementach skofczonych
(Pue—Pg)/ P
&
przeg. utw.

0.10 +14,4% +90,0%;
0.20 +7,6% +26,8%
0.25 +5,4% +21,8%
030 ' +4,6% +26,8%
2/3 +4,8% +37,0%
0.40 +7,4% +90,0%4

'4.2. Model o sztywnych clementach skoiczonych, Analiza symetrycznie obciazonego modelu
z dwoma dlugimi elementami sztywnymi i trzema krétkimi elementami odksztalcalnymi

(% =§< 1) , Tys. 1b, sprowadza si¢ do wyznaczenia odksztalcen w czterech rozcigganych

lub $ciskanych pretach odpowiadajacych dwun przekrojom dwupunktowym. Dla wyzna-
czenia tych odksztalcen dysponujemy warunkami réwnowagi sit (4.7) i momentow

My = Mo, My = Mg— Ao, (4.10)

wyrazeniami wyprowadzonymi ze $cistych zaleznosci geometrycznych po przyjeciu takiej
samej dokladnosci w rozwinieciach funkcji kata jak w modelu OES

uo = 282, A7 [(1 —48) 93+ 2£95]— 26 (e +e) — 4, (4.11)
f = Ee, A[(1 —48) D, +2£00] 4.12)

i dodatkowo zwigzkami

191 = “;—k’_, ’92 = kz. (4.13)

1
2
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Roéwnania (4.10) do (4.13) wraz z kompletem zalezno$ci dla przekroju dwupunktowego
mozna sprowadzi¢ do réwnania piatego stopnia ze wzgledu na n, a wiec dla zadanych
o, P9, T mozna wyznaczy¢ charakterystyki modelu no (g, %o, 7) 1 mo(ug, 99, 7).

5. Scisle rozwiazania w zakresie sprezystym

Sciste rozwigzania zlinearyzowanego réwnania dla preta obcigzonego sila osiows
i momentem zginajacym na obu koricach w zakresie sprezystym (S. Timoshenko, J. Gere
[26]) po uwzglednieniu wplywu zmian temperatury na osiowe przemieszczenie przekro-
jéw i wprowadzeniu analogicznie jak dla modeli wielkosci bezwymiarowych (w tym przy-
padku oznaczonych wezykiem) maja postac:
— w przypadku zginania ze $ciskanjem

b sy kl—sinkl o, L.
fio =g CEA kil —coskl) o+ (o +7) = 0, (.1
. 1 kisinkl -
Mo = 5 T —coskl U (52)
— w przypadku zginania z rozcigganiem
. b kl=sh(kD) oz, . o
No ?5891 kI =ch (kD] D5+ (o +7) = 0, (5.3)
- 1 Kshkh) o (54)

o = 3 ey O
gdzie:

Rozwigzanie réwnas (5.1) do (5.4) pozwala wyznaczyé charakterystyki 7o = io(ito, P, 7)
i 1o = rig(io, Do, 7) dla ciala idealnie sprezystego co odpowiada przyjeciu % = 1 dla
modelu z liniowym wzmocnienien. v

!

6. Warunki odpowiednio$ci model i

Koncowym efektem przeprowadzonej analizy jest poréwnanie w sprezysto-plastycznym
zakresie charakterystyk wszystkich modeli i dodatkowo zweryfikowanie ich ze $cistym
Tozwigzaniem kryterialnego preta (pret o przekroju idealnie pier§cieniowym) dla czysto
sprezystych odksztatcen. W tym celu nalezy tak dobraé proporcje miedzy parametrami
modeli i kryterialnego preta, aby zapewnic spelnienie kilku wybranych warunkéw. W pracy
przyjeto, ze pret i jego modele majg takg samg (1) noénoéé sprezysta przy rozcigganiu
i $ciskaniu, (2) site krytyczna, (3) sztywno$é na rozcigganie i (4) sztywnos$¢ na zginanie,
Zrezygnowano ze spelnienia warunku réwnosci noénoéci sprezystej przy zginaniu, ponie-
waz powodowal przesztywnienie ukladu réwnan uniemozliwiajagc dobér parametréw
geometrycznych 1 fizycznych modeli.
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Warto§¢ sily krytycznej a tym samym proporcje liczbowe pomiedzy parametrami
geometrycznymi i fizycznymi poréwnywanych obiektéw zaleZza od sposobu zamocowania
koncéw. Przeprowadzona pod tym katem analiza modelu dwukrzywiznowego wykazata,
tablica 1, ze réznica wartosci sity krytycznej modelu i eulerowskiej preta w przypadku
przegubowo zamocowanych kofncéw nie przekracza 6%, natomiast w przypadku obustron-
nego utwierdzenia dochodzi do 22%. W konsekwencji zdecydowano, ze dobrane para-
metry maja zapewni¢ zgodno$¢ sit krytycznych preta i modeli z utwierdzonymi konicami,

Oczywisty dla modelu OES warunek sztywnosci na zginanie w przypadku modelu SES
wymaga objasnienia. W pracy przyjeto, ze bgdzie on spelniony gdy strzatki ugiecia pod
sita przytozona w $rodku dtugosci obustronnie utwierdzonego preta i modelu sa w zakresie
sprezystym réwne.

W dalszych rozwazaniach przyjeto, Ze zgodno$¢ no$noscei sprezystych przy rozciaganiu
i sit krytycznych preta kryterialnego i modeli ma byé zachowana z osobna dla przypadku
obciazenia sitg osiowa i dla przypadku obcigZenia temperatura (nieobcigzony sila pret
pomiedzy dwoma sztywnymi $cianami). Z pierwszego warunku wynikajg takie same dla
modeli OES i SES zwiazki

™

e

AUO = A&OJ =

(6.1)

Spelnienie pozostatych warunkéw daje zaleznosci pomiedzy smukiosciami, promieniami
bezwladnosei 1 maksymalnymi odksztatceniami sprezystymi modeli i preta kryterialnego:
— w przypadku modelu OES

1l
R &

e

2 1213/4 i 2 154‘ 8‘;, 2 \1/2
iﬁ(aﬂ) ’ ?_(12) ’ ze—(lz) ’ 6.2)
— w przypadku modelu SES
; 2
A 1 i 7 e _ 3 ©63)

TV T a3 R wE
W powyzszych wzorach wielkosci bez wezyka charakteryzuja modele, z wezykiem — pret
kryterialny i zdefiniowane sa zaleznosciami (2.1). Spelnienie czterech wymienionych
warunkéw odpowiedniodci nie wymaga jednoznacznego okreslenia proporcji 4/4 i 04/
byle zachowana-byla pierwsza z réwnosci (6.1).

7. Obliczenia numeryczne dla modeli

Charakterystyki modeli no(ug, P, 7) 1 mo(ug, #, ) W zakresie sprezysto-plastycz-
nych odksztalcen zostaly okre§lone numerycznie dla modelu OES z dwupunktowym,
prostokatnym i idealnym przekrojem pierécieniowym oraz dla modelu SES z dwupunkto-
wym przekrojem po przyjeciu & = 0.025. Parametry geometryczne i fizyczne modeli
zostaly dobrane zgodnie z warunkami (6.1), (6.2), (6.3) przy zalozeniu, Ze granice plas-
tycznoscei materiatu i modeli i preta kryterialnego sa rowne oy = Go. Obliczenia przepro-
wadzono dla 3, = 0.001 (warto$é odpowiadajaca duzej grupie weglowych stali konstruk-

~

cyjnych) w technicznie waznym zakresie smuktosci 100 < 4 < 300.
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Uktady réownan nieliniowych (tego samego typu dla wszystkich modeli) rozwiazywano
doliczajac warto$ci sity i momentu na konicach modeli ny, m, do zadanego przemieszczenia
i kata obrotu koncowego przekroju uo-+ 7, #y. Wyniki obliczen przedstawiono gléwnie
w postaci wykresow ho(iio+7, 150) i me(te+7, 50) przyjmujac jako zmienng niezalezng
przemieszczenie osiowe koficowego przekroju preta kryterialnego (ito-+7) a jego kat
obrotu 9, traktujac jako parametr. W tym celu przeliczono odpowiednie wielko$ci wyko-
rzystujac ich definicje (2.1) f warunki (6.1) do (6.3); dla modelu OES hy/ny = 1, fg/my =

w NP . 43\ o
= (W g) softlp = 1,%]1 = 1,04/ = (—C) oraz dla modelu SES 7,/n, = I,
JT
- 5 4y/6 . .
gy [my = L_, o Uy = —l—, T/t = 1,9/0 = —I/-.Charakterystykl sit sa funkcjami

216 4 7’

parzystymi wzgledem @,, a charakterystyki momentéw — nieparzystymi.

8. Analiza wynikéw i wnioski

8.1. Jednoznaczno$¢ rozwiazania ukladu réwnan. Analizujac zachowanie si¢ preta sztywno

utwicrdzonego na obu koncach B = 0) przy réwnoczesnym wymuszeniu ich przemiesz-
czenia osiowego mozna stwierdzi€, Ze w zakresie przemieszczen mniejszych od wartosci
odpowiadajacej eulerowskiej sile krytycznej istnieje tylko jedna postaé réwnowagi — prosto-
liniowa. Dla przemieszczen wigkszych nastepuje utrata statecznosci i mozliwe sa trzy
postacie: dwie stateczne réownouprawnione (przeciwnie wygigte) i jedna niestateczna
(prostoliniowa). W przypadku pretéw, ktérych koncowe przekroje obrdcone sa o zadany
kat (5‘0 # () zaistnieje podobna sytuacja. Jedna postaé réwnowagi wystgpuje dla prze-
mieszczen mniejszych od pewnej warto$ci granicznej uzaleznionej od kata Do 1 trzy rézne
postacie dla wigkszych przemieszczen, sposréd ktdrych tylko jedna jest stateczna.
Spostrzezenia te znajduja potwierdzenie w wynikach obliczeri numerycznych model
wykonanych w ramach obecnej analizy. Uklady réwnan nieliniowych posiadaja jeden
pierwiastek w zakresie przemieszczeri mniejszych od granicznego oraz trzy rézne dla
przemieszczen wigkszych. Przyktadowo pokazano wyniki obliczed modelu OES z prze-
krojem dwupunktowym wykonanego z materialu bez wzmocnienia = 0, rys. 4, ze wzmoc-
nieniem linjowym # = 0.5, rys. 5 oraz idealnie sprezystego 7 == 1, rys. 6, dla smuklosci
preta kryterialnego 1 = 300. We wszystkich tych przypadkach przyjeto, ze rozwiazaniami
odpowiadajacymi statecznym formom réwnowagi sa te, ktére daja najmniejsze wartoéci
bezwzgledne sit $ciskajacych (zaznaczone ciggla linig). W dalszych obliczeniach poréw-
nawczych uwzgledniono tylko te rozwigzania uwazajac, ze sa one poszukiwanymi przez
nas charakterystykami modeli. Widoczne w przypadku cial sprezysto-plastycznych zala-
mania charakterystyk zaréwno sil jak i momentéw spowodowane sa uplastycznieniami
kolejnych punktéw. W przypadku przekrojéw o polu rozlozonym w sposéb ciagly zata-
mania te sa znacznie mniej wyrazne.

Dla statecznej formy réwnowagi modelu pokazano bardziej typowe zaleznodci: sity
osiowej od strzatki ugiecia dla réznych wartodci 9, rys. 7 i momentu skupionego od
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material bez wzmocnienia, 7 =0
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Rys. 5. Charakterystyki sif i momentow dla statecznych i niestatecznych form réwnowagi modelu OES,
material ze wzmocnieniem liniowym, % = 0.5
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Rys. 7. Zaleznoéé sila-strzatka ugiecia dla statecznej formy rownowagi modelu OES”

kata dla réznych wartosci #o+%, rys. 8. Na rysunkach tych zestawiono wyniki obliczen
dla materiatu idealnie sprezysto-plastycznego, ze wzmocnieniem liniowym 7 = 0.5
i sprezystego 7 = 1. Dla przypadku*modelu ze sprezystego materiatu zalezno§¢ momentu
od kata obrotu, rys. 8 pokazano dla statecznych i niestatecznych form réwnowagi.

Na podstawie wynikéw obliczen modeli dla ciala idealnie sprgzystego mozna wysnué
wniosek, 2e przyjeta doktadno$é w wyrazeniach na w, (4.3) i (4.11) jest niewystarczajgca
dla dokladnego opisu stanu pokrytycznego (bezwzgledna warto§é sily Sciskajacej nie
zmienia sig ze wzrostem przemieszczenia a wg dokladniejszych teorii powinna rosnaé
[33]). '

8.2. Poréwnanie dla materialtu sprezysto-idealnie plastycznego # = 0. D]a pretéw o smukloéciach ma-
lych i érednich (i £ 200) zalezno$¢ sity od przemieszczenia osiowego ma ekstremum w zakre-

sie sit §ciskajacych w przebadanym przedziale zmiennosci kata do. Ekstremalna warto$é
bliska sile uplastyczniajacej dia matych smuktoéei i katow obrotu, rys. 9, obniza sig¢ i prze-
suwa: ze wzrostem kata w kierunku wigkszych przemieszczen, rys. 10, ze wzrostem
smuktosci w kierunku mniejszych, rys. 11. Roznice iloSciowe znikome w zakresie spre-
Zystym sa wyraZniejsze w zakresie sprezysto-plastycznym; po osiggnieciu ekstremum
W obszarze zginania ze $ciskaniem zwickszaja si¢ ze wzrostem przemieszczenia, W tym
zakresie znaczace réinice wystepuja pomigdzy modelami o przekrojach dwupunktowych
i modelami o przekrojach ciagtych dajacych wigksze wartodci sit. Po stronie sprezysto-
plastycznego rozciggania zauwazalne réznice wystepuja dla wiegkszych katéw (30 = 0.5)
pomigdzy modelami OES i SES, rys. 10,12. Znikajg one przy pelnym uplastycznieniu
modeli przez rozciaganie. Dla smuklych pretéw przy malych katach, rys. 11, najwigksze
réznice wystepujg w okolicy ekstremum. W tym przypadku modele o dwupunktowych
przekrojach daja wigksze wartoséci sit. Dla wzrastajacych wartoéci kata, rys. 12, wyraZnie
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Rys. 8. Zaleznos¢é moment-kat obrotu dla réznych form réwnowagi modelu OES
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wzrastaja réznice pomigdzy modelami SES i OES w obszarze malych przemieszezed
zaréwno po stronie $ciskania jak i rozciagania.

Zalezno$¢ momentu od przemieszczenia osiowego dla kaidego modelu wykazuje
ekstremum w zakresie spreZysto-plastycznego zginania z rozciaganiem rys. 9, 10, 11.
W zakresie zginania ze §ciskaniem istnieje warto§¢ przemieszczenia osiowego, przy ktérej

" moment si¢ zeruje, co odpowiada przegubowemu zamocowaniu preta. Dla mniejszych
przemieszczenn moment ma znak dodatni (krzywizny w obu elementach sa tego samego
znaku); dla wigkszych moment staje si¢ ujemny (krzywizny elementow szi przeciwnego
znaku) co odpowiada w ogdlnym przypadku niesztywnemu utwierdzeniu. RézZnice ilos-
ciowe pomigdzy modelami OES sa w zasadzie niewielkie. W zakresie niesprezystego
zginania ze $ciskaniem wyraZnie zaczynaja narasta¢ poczawszy od pewnej wartosci prze-
mieszczenia (fio+7% > 3). W zakresie niesprezystego zginania z rozcigganiem zauwa-
zalne réznice wystepuja w poblizu ekstremum.

Przebieg zmiennosci momentu ze zmiang przemieszczenia dla modelu SES jest inny
niz dla modelu OES, wykazuje jednak we wszystkich przeliczonych przypadkach wspdlng
cechg, ktora jest przesunigcie miejsca zerowego w kierunku wigkszych przemieszczen
w pordwnaniv do modeli OES. Poréwnanie iloSciowe mozna zrobi¢ np. przyjmujac

za wspélny przypadek przegubowego podparcia. Przy matych smuktosciach (1 = 100)
model SES daje wicksze warto$ci momentu niz model OES praktycznie w calym zakresie
sprezysto-plastycznego zginania z rozcigganiem i $ciskaniem. Dla wigkszych smuklosei
(X = 300) prawidtowosé ta utrzymuje si¢ w zakresie ujemnych wartosci momentu, nato-
miast w zakresie dodatnich wartoéci model SES daje mniejsze momenty niz model OES,
Przy petnym uplastycznieniu modeli przez rozciaganie warto§¢ momentu dla OES ustala
sig na pewnym poziomie zaleznym od smuktodci i kata, natomiast dla SES wynosi zero.
Rozbieznos¢ ta jest spowodowana réznymi metodami okreslenia momentéw zginajg-
cych w odksztalcalnych elementach: energetyczna — dla OES i kollokacyjna dla SES.

8.3. Poréwnanic dla materialu z liniowym wzmocnieniem. Wyniki obliczen przeprowadzonych
dla modeli OES i SES z dwupunktowymi przekrojami pokazano na rys. 13 dla n = 0.5
inarys. 14 dla n = 1, Zaleznoéci sity od przemieszczenia dla obu modeli sg bardzo zblizone
do siebie. Znaczace réznice mozna zaobserwowaé dopiero dla duzych smuklosci i katéw
A =300, By = 0.5, rys. 13, 14. - o

Charakter zalezno§ci momentu od przemieszczenia jest bardzo rézny dla obu modeli.
Cechy wspélne to zmianaznaku momentu z dodatniego na ujemny i monotoniczne malenie
z dalszym wzrostem przemieszczenia. W przypadku przyjecia za wyjéciowy stanu prze-
gubowego podparcia modeli prawidiowosci wskazane dla materiatu bez wzmocnienia
tracg swoja aktualnoé¢ ze wzrostem wspélczynnika wzmocnienia.

Poréwnanie wynikéw obliczen obu modeli ze $cistym rozwiazaniem sprezystym rys. 14
wskazuje, Zze dla ciala idealnie sprezystego zaréwno model OES i SES niezle odwzoro-
wuja zaleznosé sity od przemieszczenia w przebadanym zakresie zmiennogci smukiodci
i kata. Wartosci sit okreslone przy pomocy modelu SES sa nieznacznie wigksze od roz-
wigzania $cistego.

Model OES natomiast znacznie lepiej przybliza $cista zalezno$¢ momentu od
przemieszczenia aczkolwiek przybliZenie to jest gorsze niz dla sit.
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9. Wnioski

1. Analizowane modele nadajg si¢ do§¢ dobrze do wyznaczenia globalnych zaleznosci
fio = W, (g, B0, 7) 1 1o = Py(ity, Uo. 7). Lokalna analiza odksztalcenn i naprezen
preta w oparciu o nie moze prowadzi¢ nawet do jakosciowych bledéw, np. w modelu
OES ze wzrostem sily rozciagajacej krzywizna §rodkowego elementu zmienia znak.
Spowodowane to jest ustaleniem punktu zszycia obu elementéw. Model SES nie wyka-
zuje takich efektéw.

2. Wyznaczone charakterystyki sa silnie nieliniowe wzgledem przemieszczenia osiowego
i kata obrotu w interesujacym pod katem praktycznego zastosowania przedziale
zmienno$ci —3 < o+7 < 5. O ile nieliniowo$¢ wzgledem #,+7 wystepuje dla
kazdego z przebadanych katéw to dla niektérych wartodci przemieszezenia sita
i moment sg praktycznie liniowo zalezne od Dy

3. Wplyw zmiany kata na warto$¢ sily oraz przemieszczenia osiowego na warto$¢ momentu
jest duzy. Nie uwzglednienie go moze prowadzi¢ do znacznych bleddw, zatem podioze
utworzone przez rodzing pretow (rurek) powinno by¢ traktowane jako ,,podioze
momentowe”. '

4. Przewidujac wykorzystanie modeli do opisu zachowania si¢ rurkowego podioza plyt
sitowych istotne znaczenie ma skala trudnodci rozwiazywania problemu. Pod tym wzgle-
dem przewage maja modele o dwupunktowych przekrojach, dla ktérych uktady réwnan
nieliniowych dajg si¢ sprowadzi¢ do algebraicznego réwnania pigtego stopnia. Wyste-
pujaca dla kazdego z modeli zmiana znaku momentu na koncach ze wzrostem prze-
mieszczenia upowaznia do przypuszezenia, Zze podioze plyt sitowych lokalnie (np.
w wyniku utraty stateczno$ci) zmieni si¢ z podtrzymujacego w docigzajace.

5. Otrzymane charakterystyki modeli dla zakresu sprezysto-plastycznych odksztatcen,
jak réwniez pordwnanie ich ze $cistym rozwigzaniem w zakresie sprezystym wskazuja,
7e do dalszego zastosowania najbardziej nadaje sig model OES o przekroju dwupunkto-
wym. Daje on lepsze przyblizenia od modelu SES przy takim samym stopniu trudnoci
rozwigzania problemu (mniejszym niz w przypadku pierscieniowego i prostokatnego
przekroju).
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Peswome

CPABHUTENBHBI AHANW3 MOIENEN YIPYIO-IIIACTHYECKOI'O CTEPXHS oxn
DEACTBUEM WM3TUBA, IIPOJOJIBHOM CHJIBI M TEMIIEPATYPHI

TIpoBnema CTepIKHs, MONBEPTHYTOro AeHCTBHIO MArnGa, OCEBOH CHIILI M TEMIEPATYPHI B YIpyro-
-TUIACTHYECKOHK 00JIaCTH, HA BMJ NPOCTAS, BCTPEUAET TPYAHOCTH TIPH ONPEAENIEHHH XAPAKTEPUCTHI CO-
equuIomux ofobLeH bIe CHIbl M 0000ILeHHble nepemelteHis. B paGoTe aHANM3HPYRTCS HECKONBKO
MOJIENEN TAKOrO CTEPIKHSA KACAIOLIMXCA Ke(hOPMHPYEMBIX HJIH YKECTICHX KOHEUHLIX 31lemMetToB. CpaBuenye
MOZENEH TIPOBECHO C TOYIKH SPEHHA MX HMCTIONBIOBAHUS X OTMHCAHHIO TPYDUATOro OCHOBAHMA TPYByaThIx
peleror B TEeNNOOOMEHHUKAX M XHMHUECKMX DEaxTopax.

Summary -

A COMPARATIVE ANALYSIS OF MODELS OF AN ELASTIC-PLASTIC BAR UNDER BENDING,
AXIAL FORCE AND TEMPERATURE

Relatively easy problem of an elastic-plastic bar under simultaneous bending moment, axial force
and temperature involves some difficulties when the relations between generalized loads and displacements
are to be determined. Several models of the bar based on deformable as well as rigid finite elements are
proposed and analysed. As a result of the comparative analysis a suitable mathematical model may be
chosen to describe elastic-plastic behaviour of tubes constituting the foundation of tube shees in heat
exchangers and chemical reactors.

 Praca wplynela do Redakcji 20 wrzesnia 1985 roku



