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DRGANIA  G IĘ TN E,  N IELIN IOWE BELKI   POD DZIAŁ ANIEM
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NG UYEN  CAO  MENH  (H AN OI )

Instytut Mechaniki,

1.  Wstęp

Drgania  poprzeczne  belki  pod dział aniem  sił: poprzecznej  i  wzdł uż nej,  bę dą cych
procesami  stochastycznymi  (rys.  1), uwzglę dniając  wpł yw  bezwł adnoś ci  przekroju  belki
i  nieliniowej  sprę ż ystoś ci,  moż na  przedstawić  równaniem  róż niczkowym  czą stkowym
w  nastę pują cej  postaci [1]:

82  [EJ\  8  I „  8v\  82v  dv _  p

gdzie  EJ — stała  sztywnoś ci  na zginanie,  Q—- promień  krzywizny,  N—sił a  wzdł uż na
w  beice,  v(s, t) — przemieszczenie  poprzeczne  belki,  s — dł ugość  ł uku  wzdł uż  belki,

m  — masa  jednostki  dł ugoś ci  belki,  cL — współ czynnik  tł umienia  wiskotycznego.
Mamy  wzór

1  J>2„.  /   /   I  2„ ,  \ 2

8s2  '  ( l < 2 )

Plx.t]

W czasie  ruchu siła wzdł uż na belki  skł ada się z siły zewnę trznej  £(/) i siły bezwł adnoś ci
wywoł anej  ruchem  podł uż nym przekroju  belki,  dlatego  moż na ją przedstawić  wzorem [1]

N = C(t)- dN(s- t),  (1.3)
gdzie

w  ~  "2
o

AN(s,t)=  ^ /   mw(u,t)du,  (1.5)

gdzie  kropka  oznacza  pochodną  funkcji  wzglę dem  /.

ii*
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Podstawiając  (1.2)-  (1.5)  do  (1.1),  stosując  metodę  Galcrkina z zał oż eniem, że prze-
mieszczenie  poprzeczne  belki  v(s, t)  i  siła  P(s, t)  przyjmują  postać

v{s,t)=*x(t)sm- j- ,  (1.6)

?( a, 0- *( 0m«in- y-i  (1.7)

otrzymamy  równanie

x+2hx+colx  + eF(x, x,x, C(t)) = £(t),  (1.8)
gdzie

( k )  3  2  C ( ) ,  (1.9)

£ 7  t  ,,  .  , .  .  . . . .
czę stość  wł aś ciwa  drgania  poprzecznego  belki,

,  - współ czynnik  bezwł adnoś ci  nieliniowej,

ec  — 7t2c<>o/(8/2) — współ czynnik  sprę ż ystoś ci  nieliniowej,
ex  =  Wo/ P* — współ czynnik  zakł ócenia  parametrycznego,
P*  -   n2EJ/ l2  — siła  krytyczna,
2h =  cjm.
W  pracach  [1] i  [2] pokazano,  że w pewnych  warunkach  drgania  poprzeczne  pł yty

i  ramy  są także  przedstawione  równaniem  (1.8).
W  pracy  [2] Schmidt  rozpatrywał   równanie  (1.8) pod warunkiem,  że £(t) i  C(0 są

procesami  typu biał ego szumu. Stosując  metodę uś rednienia i równania Fokkera- Plancka-
Kolmogorowa,  otrzymał  przybliż oną  jednowymiarową  funkcję  gę stoś ci  prawdopodobień-
stwa  dla amplitudy  drgań.

W  niniejszej  pracy  chcielibyś my  poszukać  funkcji  gę stoś ci  widmowej  drgań,  tzn.
charakterystyki  statystycznej  dwuchwilowej  dla przemieszczenia  x(t) w równaniu  (1.8).
Stąd  moż na  rozpatrzyć  wpł yw  zakł ócenia  parametrycznego,  sprę ż ystoś ci  i  bezwł adnoś ci
nieliniowych  na drgania  tych  ukł adów.

2.  Metoda  rozwią zywania

Teraz  stosujemy  metodę  kolejnych  przybliż eń  [3], aby  obliczyć  funkcję  gę stoś ci wid-
mowej odpowiedzi ukł adu (1.8) w przybliż eniu  rzę du drugiego  wzglę dem  mał ego parametru
£ z zał oż eniem, że ij(t)  i C(t) są procesami  stochastycznymi,  stacjonarnymi,  niezależ nymi
o  rozkł adzie  normalnym i 0 < h < mQ.

Z  równania  (1.8) mamy  nastę pują ce  równania  kolejnych  przybliż eń

'x0+2hx0+colx0  =  £(0 = |0( f) ,  (2.1)

x1+2hx1+a> 2,x1  =   - sF(xo,xo,  5ć0, £) + £(*)  =  £ i ( 0.  < ?- 2)

x2+ 27d3  +0)1x2  = -  sF(Xi  ,x1,x1,C)  +1(0  =   I 2 ( O •   ( 2 > 3)
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Z  równania  (2.1) spostrzegamy,  że xo(t)  jest  procesem  stochastycznym  normalnym
stacjonarnym  dla czasu  dostatecznie  duż ego. A  zatem  proces Xi(t) z  równania  (2.2) jest
stacjonarny  i jest  funkcjonał em  procesów  ł ą cznie normalnych x0,  x0,  x0,  f,  £.  Nastę pnie
na  podstawie  równania  (2.3) zauważ my,  że x2(,t)  jest  procesem  stacjonarnym.  Funkcja
gę stoś ci  widmowej  procesu  xz(t)  bę dzie  okreś lona  wzorem

gdzie  Ą  (co), Sx  (co) — funkcje  gę stoś ci  widmowej  procesów  odpowiednio,  f 2(0  i  *2(0>

P(eo) ~ <ol- o>2+2hmt.  (2.5)

Teraz  obliczamy  ihU^hih)}  =  Rę2(
T)  (T =  h- h\  nastę pnie  stosując  przekształ cenie

Fouriera  do Rą jr),  otrzymamy  Sit(ai)  i  stąd  mamy SXi(a>).
W obliczeniu funkcji  korelacyjnej  R^(fi)) zauważ my,  że funkcja  F(xlt  xt,  xt,  C) w tym

przypadku staje  się funkcjonał em zł oż onym procesów  ł ą cznie normalnych x0,  xQ, x0,  £ i  f.
Zwracając  uwagę  na wzór  Furutsu- Nowikowa  [4, 5]

<y t(t)L[y]y  =  £  J  0'<(OJV(S)>(- ^|)*  (2.6)
fc=l  — OO

gdzie  L[j' ]  jest  funkcjonał em  procesu  wektorowego  normalnego j>(ź) = ( ji ( 0 5  • • • »>'n(0).
óL\y]/ dyk(s)  jest  pochodną  wariacyjną  [5], g[j'] =  F{L[y])  jest  funkcją  funkcjonału  I [y] ,
mamy  nastę pują ce  wyraż enie

i^(T )  =  R$(r)  + <p(T) + (p(- T)+  E\F0(ti)Fo(t2)}  +  e3  ...  (2.8)
gdzie
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*  • -
- 00

gdzie
J ? V ( T )  =

i  .

44- e- '"'sin/?w  dla  »  >  0,

O  dla  w < O,

K(u) — pochodna  funkcji  K(u)  wzglę dem  jej  argumentu;  moż na  obliczyć  (.F0(tl)F0(t1))
wedł ug wzoru  przedstawionego  w pracy  [6] i  w  tym  przypadku  otrzymane  wyraż enie jest
funkcją  od  T  =  ( 1 - / 2 .

Zauważ my,  że  we  wzorze  (2.8)  obliczyliś my  wartość  przecię tną

za  pomocą  wzoru  Furutsu- Nowikowa.
W  tym  przypadku  moż na  napisać

F (*i( ł a), *i(«a)i ^(t2)»  C(*a)) =  fi^o,  *o . *o»  fl.

gdzie  funkcjonał   Q[xo,xo,xo,  C]  nie zawiera  |( / )  i  dlatego  nie  pojawia  się  skok  ś redniej
dla funkcji  # X ( T ) ,  gdy  T = 0, tak jak  w pracy  [9] (str.  33)/ Moż na więc obliczyć  wariancje
w  nastę pnych  wzorach  bez  wyją tkowych  trudnoś ci.

3.  Wyniki  konkretne

Wzór  (2.9)  w  przypadku  gdy  funkcja  F(x,  x,  'x, £(/ )) jest  opisana  wyraż eniem  (1.2),
ma  postać

{ t)}   f
—  00

s2  {K{x)  [(3cD0- eDQiy  + 18c2R$o{T)+24ceRx<i(T)Rx(T)+4e2RxST)RZ(r)+  (3.1)

12ceRXB(r)  +  8«»J^( t) j ^ ( r ) +  6e2RXo(r)   +  a

2R,(r)]  }*R xJr)  +

B2  {- 4eK(r)  [3cRXo(r)RXo(r)   + eRXa{x)Rx£x)  +  2eRXo(r)RXo(r)
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+  e2  {K(r)   [(3cD0- eDol)eD0  + 6ceR2

o(r)   +  4e2RXii(r)**»(*)

+  E2 {4eK(r)  [ 3 c ^ »  RXo{r)   + eRXa(r)   RXo(r)   + 2eRXa(r)   RXo(r)]   }*RXo$(r)   +

+  e2{- 4e2K(r)  [ R X e ( r ) Ą

+ e2  [4e*K(T)RxSr)RXoo

+ s2  {K(r)   [eD0(3cD0  ~eD0l)  + 6ceRXc(r)   a v

+  82[- 4e2K(r)RXo(r)RXo(r)]*R XoS(r)   +

+   s2  {e2k(r)  [D2  + 2R2

O(T))  }*RXOS(T)  (3.1)

gdzie  Do  =  <(xo(0)>  - ^oi  =  <^o(0)  i  symbol  (*)  jest  splotem  dwóch  funkcji.
Zauważ my,  że  xo,xo,  x0,  C(t)  są  ł ą cznie  normalne  o  zerowej  wartoś ci  przecię tnej;

stosując  wzory  [7]

iyiyi  • • • yim+i}  =  o,

gdzie  suma  zawiera  wszystkie  moż liwoś ci  ugrupowania  2in  zmiennych  losowych  ł ą cznie
normalnych  ylt  ..., y2m  na  m  par,  mamy

+  e2D2RlZ  + 6e2RXo(r)R\(r)  o

+ 6c2Rlo(r)   + 2e2R2

Xo(r)Rx

v

o(r)   + 8e2RXo(r)   Rs,{r}Rx^)   +  ^Re(r)RXo(r).  (3.2)

Jeś li  proces  £(l)  jest  typu  biał ego  szumu,  funkcja  korelacyjna  ma  postać

RXo(r)  -   DQe- ^{cosPr+jimp\r\ j,  (3.3)

gdzie  (i2  =   (»l- h2,  Do  =   nS(/ (2Jia>l),  D0l  =   <o2

0D0.
Wtedy  otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enie  dla  funkcji  gę stoś ci  widmowej

\P(co)\2SXt(a>)  =   Sl + 0(a>) + 0((o)+ e2^KFo(tl)Fo(t2)y}+   £3  -   (3.4)

gdzie J5"!...} oznacza  przekształ cenie  Fouriera,  4>(to)  =  &  {<p(r)}   i  (P(co)  jest  sprzę ż oną
formą  wobec  <P(w).  W  tym  przypadku  mamy

.   i  3

0(W)  =  _eĄ Z ) j3c_ e( wg+ 0, 2) ] / / ^ 0)  +  a*.J$f  - £  [Mj+Nj(ia,)- Ljco2] +

J"1

j+Bj   + io>Aj  3hEj + 3PFj+ia>Ej-
(3h+ico)2+p2~+  (3h+ia>)2+9p2~+

(to)

. 1
+
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Przekształ cenie  Fouriera  dla  CFo(fi)Fo(*2)>  przyjmuje  nastę pują cą  postać:

)
'  \q{o>)\ 2

3- Dg  (1iE4- pFĄ)co2+9(ol(hEt+pFt)

W2  "  |g(«)|2

(3 6)

+ a2  f  St(a>- z)SXa(z)dz,
—  CO

gdzie

+  36cecot+4e2ai(30h2- 9o)l),

-   - /i  =

-   8/ t2)+6e2hco%]

^ 2  =   8e2hpco2

0(a>l- 4h2),

£2  ,  4ew^[-3

£ 2  =  24e2h$<Ą

F2  .  12ec4[-

=  - 4e2/ icog(l+ cog),

-   O,

/?2  =  O,

S2  =   -

Xj  =   eDl(3c- eal)lco2o,  M2  -   e2D2

0col/ (2p2),  N2  =  - Wl s  i 2  = 0,

M 3  =  - leZiKSc- eŵ + e ^ ^ C S ; ?2 - / !2 ) ^ 2 ) ,  7V3  -   L 3  =  0,
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A3  =   2 p Ą ( p 2 2 )

E3  =

F3  =  6ea>t{c+e(p2- h2)},

G3  =   - 4e2/

H3  =   -

K3  -   - Ae2ho)t(3fi2- h2),

P3=  -

Q3  m

R3  =  0,

S3  =  - 2<?2«4,

A± m  - ]6e2a>t+[6e2(3P2- hz)+l2ce]a>t+[- l2ce(3fl2- li2)  +  Uc

B* =

+   [-   12ce(p2- 3h2)  +  18c2- 2e2(/ ?4

4  -   24e2«g- 24ce<u*,+ 6c2(/ S2- 3/ i2),

^  -   A  [_  24e2to6

o  - lAcemt  -   6c2(h2  ~ 3ft2)].  (3.7)

Wzory  (3.4) -  (3.6)  wyraż ają   jawną   postać  funkcji  gę stoś ci  widmowej  dla  przemiesz-
czenia  w  przybliż eniu  rzę du  drugiego  wzglę dem  s  zależ ną   od  parametrów  tego  układu.

Z  wyraż enia  funkcji  gę stoś ci  widmowej  moż na  znaleźć  funkcję   korelacyjną   RxJj)
za  pomocą   przekształ cenia  odwrotnego  Fouriera.

Wariancja  przemieszczenia  bę dzie  okreś lona  wzorem

(3.8)

Po  obliczeniu  całek  we  wzorze  (3.8) metodą   residuów  i  stosując  wzory  podane w [8],
otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enie  dla  wariancji  przemieszczenia  w  przybliż eniu  rzę du
drugiego  wzglę dem

D2  = D0-   t

(3.9)
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£3
Zauważ my, że w przypadku  ogólnym, gdy  uwzglę dniamy  jednocześ nie wpł yw  nielinio-

wych  sprę ż ystoś ci,  bezwł adnoś ci i zakł ócenia parametrycznego, wzory  dla  funkcji  gę stoś ci
widmowej  (3.4) -  (3.6)  i  wzór  dla  wariancji  przemieszczenia  (3.8)  w  przybliż eniu  rzę du
drugiego  wzglę dem  e są  skomplikowane.  Jednakże powyż sze  wzory  są  konkretne i  wyra-
ż one  przez  parametry  tego  ukł adu  mechanicznego  i  w  przypadku  szczególnym  wzory
te  są  dostatecznie proste.

Teraz  rozpatrujemy  kilka  przypadków  szczególnych.
1.  Przypadek  istnienia  sprę ż ystoś ci  nieliniowej  i  zakł ócenia  parametrycznego

(c # 0 , a ?s  0).
Zakł adamy, że  e jest  dostatecznie małe  w  porównaniu  z  innymi  czł onami  i  moż na  je

pominąć
W  tym  przypadku  ze  wzoru  (3.7)  mamy

Ax  =  - Ą  -   36c2/ j£,  Bl  = 18c2(a>g+ 2/ i2),

B4  -   Uc2hwllP,  E4  =   6c2(co2

0- 4h2),  F*   =

a  inne współ czynniki  są  równe  zeru.  *
Funkcja  gę stoś ci  widmowej  przyjmuje  wzór  (3.4),  w  którym

a18cZ )gĄ
4/92P(co)

i)^'o(^)>}  jest  przedstawione  wzorem  (3.6)
a)  £(/) jest  procesem  typu  biał ego  szumu,  JRC(T)  =   2nSc  6(r).  W  tym  przypadku  we

wzorze  (3.10)
^{K(r)Ą {r)}  = 0,

i  we  wzorze  (3.6)
00

2

a J
Wtedy  wariancja  D2  jest  okreś lona  nastę pują cym  wzorem

D2  =   l ) n -
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Jeż eli  parametry  tego  ukł adu  są  podane  liczbami

«> g= l,  h  =  1/2,  wS i—I ,  nĄ «s'l,
mamy

Z>2  =  1 -   3ec + (24c2 + 7ra2Ą) e2 + e3. ..  (3.12)

Stąd  spostrzegamy,  że  w  tym  przypadku  zakł ócenie parametryczne ma  wpł yw  tylko  na
czł on  dodatkowy  w  przybliż eniu  rzę du  drugiego.

Jeż eli  c  =  0,  ze  wzoru  (3.11)  mamy

D- , A,  1 + (3.13)

Wykres  D2/ Do  jest przedstawiony na rys.  2, zależ ny  od współ czynnika tł umienia li. W tym
przypadku  zakł ócenie parametryczne zawsze  powię ksza  wartość  wariancji  w  porównaniu
z  odpowiednim  ukł adem  liniowym  (rys.  2).

Rys.  2.

Jeż eli  £ jest  dostatecznie małe  i  h1  ma wartość  małą  tego  samego  rzę du  co  e, c =  1,
wtedy  wzór  (3.11)  przyjmuje  nastę pują cą  postać

D2  a  Do  W(z),  (3.14)
gdzie

W{z) = 1 z-1),

Wiz)
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Wykres  funkcji  W{ź ) =  D2jD0  zależ ny  od  z  jest  przedstawiony  na  rys.  3,  wtedy  wpływ
zakłócenia  parametrycznego  na  odpowiedź  tego  ukł adu  nie  jest  wyraź ny.

b)  C(0 jest procesem  otrzymanym  w  wyniku  przekształ cenia  procesu  białego  szumu
przez  filt r  liniowy.

Załóż my, że proces  stochastyczny  stacjonarny  C(t)  otrzymany jest  z  ukł adu  liniowego

gdzie  CiW  jest  procesem  stochastycznym  typu  białego  szumu.
W  tym przypadku  C(0 jest procesem o wą skim zakresie widma. Jego funkcja  korelacyjna

ma  postać

/   u.  \
(3.15)

gdzie hi,  pi  są   stałe  filtr u  liniowego,  D^ jest  wariancją   procesu  f(ż ).  Nastę pnie  należy
obliczyć  &  {K(r)Rc(r)}   i  &  {R;(T)RXo(r)}.   Po  obliczeniu  otrzymamy

gdzie

(3.17)

{ KPPi- hh)H- l- hhi)H+   (h

2)  \
5.18)

Zatem w tym przypadku mamy wzory  (3.4) -  (3.6) dla funkcji  gę stoś ci  widmowej, w których
&  {K(T)RC(T)}  i &  {RC(T)RXO(T)}  są   przedstawione  wzorami  (3.16)  i  (3.18).  Stąd moż na
obliczyć  wariancję   przemieszczenia  tego  ukł adu.  Po  obliczeniu  spostrzegamy,  że  jeś li  e
jest dostatecznie małe i h2  =   0(e),  hx  = 0(e) (tzn. h2  i h± mają   wartoś ci  małe w tym samym
rzę dzie jakim  e), wtedy  w  zakresie  |a>o — (ct>i/2)2|  <  e  wartość  wariancji  D2  jest  istotnie
duż a, natomiast poza tym zakresem  wartość  ta nie ma duż ej  róż nicy w  porównaniu z po-
przednim przypadkiem. Dlatego wykres funkcji  D2ID0  zależ ny  od z  =  l/wg  jest przedsta-
wiony  na  rys.  4.

Rys.  4.
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2.  Przypadek istnienia bezwładnoś ci i  sprę ż ystoś ci  nieliniowych  (c #  0, e  i=   0, f  = 0).
W  tym przypadku  funkcja  gę stoś ci widmowej jest przedstawiona wzorem  (3.4), w któ-

rym  podstawiamy  «  =  0.  Jeż eli  h  jest  dostatecznie małe,  wariancja  D2  przyjmuje  nastę-
pują ce  wyraż enie:

D2  m Do{\+9y2e
2  + y2[(3ce+l0e2)z  + (6e2- Wce- 9c2)z2  + (3ce+9c2)z3]},   (3.19)

gdzie

y2  =   ea(«Ą )2/ (27/ i*) ,  zml/ oil

Wykres  funkcji  W(z) =>  D2jD0  w  przypadku  y2  -   1/9,  c = 0  zależ ny  od wartoś ci  e  jest
przedstawiony  na  rys.  5.

Wiz).

Rys.  5.

Wiz)

Rys.  6.

A wykres funkcji  W(z)  =   D2/ Do  w przypadku y2  =  1/9,  c  =  1, zależ ny od wartoś ci e,
jest  przedstawiony  na  rys.  6.

Powyż ej  rozpatrywaliś my  ukł ady  mechaniczne  pod  działaniem  sił   stochastycznych
normalnych  za  pomocą  metody kolejnych  przybliż eń.  Pokazaliś my, że moż na zastosować
tę  metodę  do znalezienia funkcji  gę stoś ci  widmowej  i wariancji  przemieszczenia w  przybli-
ż eniu  rzę du drugiego  wzglę dem  e. Stąd spostrzegaliś my,  że w przypadku tł umienia  wisko-
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tycznego  układu dostatecznie małego sprę ż ystość  nieliniowa  zmniejsza  wariancję   (rys.  3),
natomiast  bezwładność  nieliniowa  powię ksza  ją   (rys.  5).  Jednak  istnienie  jednoczesne
dwóch  elementów  ma  wpływ  na  wariancję   zależ ny  od  stosunku  ich  wartoś ci  (rys. 6).
W  przypadku  istnienia  zakłócenia  parametrycznego  typu  procesu  o  wą skim  zakresie
widma  wariancja  przemieszczenia  przyjmuje  wartość  dostatecznie  duż ą,  jeś li  ś rednia
czę stość  zakresu  widma  zakłócenia parametrycznego jest  dwa  razy  wię ksza niż czę stoś ci
własnej  rozpatrywanego  układu  mechanicznego  (rys. 4).
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S u m m a ry

NONLINEAR FLEXURAL VIBRATION S OF BEAM  SUBJECTED TO STOCHASTIC TRANSVERSE

AN D  LONGITUDINAL  LOADING S

In this work  the mechanical systems where exist nonlinear elasticity  and inertia, subjected  to stochastic
loadings  in  the  form  of  external  force  and  parametric  excitation  are  considered.

The  procedure of  calculating  spectral  density function  in the second order approximation  is  presented
in  general  case.

The  influences  of nonlinear terms and parametric excitation  on responses  of  the mechanical systems
is  investigated  in  special  cases.

P  e 3io  M  e

HEJIHHEfłHBIE  H 3rH EH ŁIE  KOJIEEAHłW  BAJIKH   11OJI.

B03^EflCTBH EM   CJiy^IAHHBIX  ITOITEPE^HBIX H  nPOflOJIBH tlX  H ATPV30K

B  3T0H  pa6oTe  pacawaTpeHM   MexamwecKHe  CHereittbij  B  KOTOPLIX  cyuiecTByiOT  HejiHiieHHaa  ynpy-

rocTŁ  H HHepicHHj  nofl  B03fleHCTBHeM  cjiyqaftHbrx  Harpy3oK  BHerxiHwx c an H napaMeTpirqecKHX E03-

onpeflejiemiH  dpyHKmm  cneKTpaJiBHofi  IXJIOTHOCTII   npefldaBJieH  B  o6meM  BHfle
BToporo  nopjiflua.

HeJnweJnibix  - qjieHOB  H  napaMerpiwecKoro  B03MymeHHa  Ha  peHKii;Hio  AiexaHHtjecKiix
CHCTCM  aHajIH3HpOBaH  B laCTHbDC

Praca została złoż ona w  Redakcji  17  lutego 1984 roku


