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1. Uwagi wstepne

Nagle i krétkotrwate obcigZzenia powoduja na ogél przekroczenie nosnosci sprezystej
elementéw maszyn, co dla wielu powszechnie stosowanych materialéw konstrukcyjnych
jest przyczyna pojawienia si¢ odksztatcen lepkoplastycznych. Takie obcigZenia staja sig
takze czesto przyczyna zniszczenia przeciazonego elementu. Optymalizacja konstrukeji
lepkoplastycznych jest jednak tematyka malo rozeznana w literaturze $wiatowej. Powodem
tego sa powazne trudnosci zwiazane zaréwno z formutowaniem réwnasn konstytutywnych,
jak tez skomplikowany lub czgéciej nieznany charakter obcigZenia impulsowego.

Jednymi z pierwszych prac z zakresu optymalizacji belek plastycznych poddanych
dzialaniu obcigzen impulsowych sa opracowania Ja. Lellepa i Ju. Lepika, oméwione
szeroko w pracy przegladowej [5]. Stosowane przez autoréw prawa fizyczne nie obejmuja
jednak wiasnosci lepkich, co w praktyce moze dawaé rozwiazania obarczone znacznymi
bledami ilosciowymi i jako$ciowymi. Wrazliwo$é¢ materialu na predkosé odksztatcen
uwzglednit Ju. Lepik i Z, Mréz [6, 7]: materiat optymahzowanych belek oplsywano prostym
réwnaniem nieliniowego thumika

& = Dyo?, (L.1)

gdzie D, 1 p oznaczaja stale materialowe. Autorzy wézystkich wymienionych prac uwzgled-
niali_tez bezwladnosé belek, stosujgc przy tym przyblizona metodg -analizy modalnej,
€0 znacznie upraszcza poszukiwanie odpowiedniph rozwigzan. '

Najczesciej stosowanym obcigzeniem byl modalny ,,prostokatny” (schodkowy) impuls
sit zewngtrznych. Krétkotrwale obcigzenia rzeczywistych konstrukeji bardzo rzadko daja
si¢ opisa¢ tego typu aproksymacja, jednak zastosowanie innych programéw obciazef
wiaze si¢ na ogdt z dodatkowymi trudnoéciami.

Prawo (1.1) bywa stosowane réwniez do opisu wiasnosci materialdw lepkoplastycznych;
taki opis konieczny jest czgsto w tych przypadkach, gdy rozgraniczenie procesow czynnych
i biernych moze uniemozliwiaé dochodzenie do rozwiazan écistych. Pewna metodg wyzna-
czania wspolczynnikéw. D, oraz p podaje P. Symonds [9]. :

Celem prezentowanej pracy bylo zbadanie wplywu wielu réznych czynnikéw na proces
optymalizacji rozwazanej belki. Okreslano migdzy innymi wplyw parametréw definiujacych
potegowa funkcje nadwyzkowa w réwnaniu fizycznym, a takze wplyw nieliniowosci
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i asymetrii zdefiniowanego poéiniej programu obcigzenia 6 = 0(f). Rozwazono przy
tym dwa rézne kryteria optymalizacji w ujeciu dualnym. Liczne trudnosci zwigzane
z optymalizacja konstrukcji lepkoplastycznych podyktowane moga by¢ takze niedosta-
teczng zgodnoscig istniejgcych propozycji opisu prawa fizycznego z odpowiednimi wyni-
kami badad doswiadczalnych. Z tych wzgledéw pozadane jest zbadanie, jak wplywa
przyjeta aproksymacja réwnania konstytutywnego na wynik optymalizacii.

Zastosowanie Scistego réwnania fizycznego (niejednorodnego) materiatu sprezysto-
lepkoplastycznego zamiast jednorodnego prawa (l.1) oraz poszukiwanie scistych, a nie
modalnych form deformacji komplikuje znacznie postawiony problem. Z tych wzgledéw
w dalszej czesci pracy przyjgto liczne zalozenia upraszczajgce. Przede wszystkim ograni-
czono si¢ do analizy izostatycznej belki w jednoosiowym stanie naprezenia; w ten sposéb
uniknieto trudnosci zwiazanych ze zlozona forma i stabsza weryfikacja doswiadczalng
rownan konstytutywnych w przypadku ogélnym. Pominigto takze oddzialywanie sil
masowych, rozwaZajgc jedynie procesy quasi-statyczne. Zatozenia te ograniczaja wprawdzie
powaznie klase analizowanych probleméw, jednak tak proste ujgcie umozliwia znalezienie
wielu efektywnych rozwiazan Scislych przy zastosowaniu klasycznych metod rachunku
wariacyjnego.

2. Sformulowanie problemu

W pracy rozwazono jedynie .optymalizacje ksztaltu wspornikowej, idealnie dwuteowej
belki poddanej dzialaniu zmiennego w czasie obcigZenia zewnetrznego. Zaklada sig przy
tym, ze obcigZenie zmienia si¢ na tyle powoli, iz stuszne jest podejécie quasi-statyczne;
w szczegdlnosci zatozenie to obejmuje obciazenia diugotrwale. Rownolegle: prowadzone
sa prace w zakresie numerycznej optymalizacji konstrukcji lepkoplastycznych przy obcig-
zeniu dynamicznym [2, 3, 4].

Zadanie rozwigzano w nastgpujacym sformulowamu

a) kryterium optymalizacji: minimum objetosci,

- b) ograniczenia:
1) typu energetycznego — zadana calkowua energia rozproszona,
2) typu sztywnosciowego — zadane przemieszczenie maksymalne, :

c) ujecie: dualne — minimalizacji podlega ograniczenie przy ‘ustalonej objgtosci,

d) zmienna decyzyjna: funkqd przekroju A(X); np szeroko$¢ B(X) przy statej gruboscn
potki Hy (rys. 1),

e) rownanie stanu: addytywne réwnanie materialu sprezysto-lepkoplastycznego
(P. Perzyna [8]) o potegowej funkcji nadwyzkowej, ktore dla dodatmch naprgzen zaplszemy
w postaci

e~be+uv=—-+<D(*—1)> O a

gdzne symbol {f) oznacza (f)> =0 dla ¢ < g, oraz {f> = f dla ¢ > a,.

Inne mozliwe kryteria optymalizacji lepkoplastyczaych elementéw konstrukcyjnych
oméwit M. Zyczkowski [10]; podzial | systematyzaqg odpowxedmch kryteriéw autor
rozwazyl w. wygodniejszym ujeciu dualnym. : ' '
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Proces obcigzania i odcigzania opisywano modalnym programem dzialajacych sit

zewnetrznych (5]
PX,T)= P (X)P,(T), 2.2)

gdzie: P,(X)— funkcja opisujaca przestrzenny rozkiad obcigze, P,(T)— dowolna
funkcja czasu nazwana dalej ,,programem obcigZzenia”. Pomijajgc sily masowe oraz
majgc na uwadze jedynie belki statycznie wyznaczalne, calkowity moment zginajacy
w przekroju belki zapisa¢ moZna wtedy w postaci: '

M(X, T) = Mo(X)0(T), (2.3)
PIT) Q1) \ f . _Eli iE
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Rys. 1.

gdzie 6(T) = P,(T). Dalej przyjmowac bedziemy, iz funkcja M, (X) jest dodatnia na calej
dtugosci rozwazanej belki; w takim przypadku maksymalne ugiecie resztkowe wystapi
zawsze na koncu belki.

Funkch czasu 0(T) opisywano zaleznoéclq potegows

6, (l) © dla 0K TKT,
NT) = T,—T ‘ . (2.4)
8, (T2 Tx) dla T,<T<T,

0 dla T<0 b T>T,

gdzie n — dowolny dodatni wykladnik potegowy. Parametry 0,, T, T, opisujace funkcje
0(T) zaznaczono na rys. 2, na ktérym przedstawiono przebiegi tej funkcji dla réznych
wartosci wykladnika ».
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Wielkosci bezwymiarowe wprowadzimy nastgpujaco:

X T . .
X = — t = - — zmiennc niezalezne,
L T,
2.5
c W .
§=—, k=KL, w=-—-—zmiennc stanu,
0o L
A . .
a=-———— zmienna sterowania,
AJ‘G
M 00 M, o 0 funkeja momentu zginajacego oraz jej
= 7 = = — .
=My T M, 0.,  funkcje skiadowe,

h= IF{ — stala wysoko$é belki,

gdzie
L — calkowita diugos¢ belki,
K = K(X, T)— krzywizna osi obojetnej,
W = W(X, T) — przemieszczenie pionowe,
A = A(X)— przekrdj poprzeczny,.
Aso = As(0) — przekrdj belki rownomiernej wytrzymatosci (o zadanej objetosci)
w miejscu utwierdzenia, '
M,y = M(0) = 0, A,, H— moment zginajacy odpowiadajacy nosnosci spreZystej
przekroju belki réwnomiernej wytrzymatosci w migjs-
cu utwierdzenia, : :
0,0 — warto$é funkcji czasu 8(T) odpowiadajaca pierwszemu uplastycz-
nieniu belki réwnomiernej wytezymatosei.

Belkg réwnomiernej] wytrzymaloéci nazwano tu umownie ksztalt belki réwnomiernej
wytrzymaloéci w zakresie sprezystym, natomiast indeksem ,,s” oznaczono wielkosci
zdefiniowane dla takiej wiasnie belki.

W dalszych obliczeniach ograniczono sie¢ do rozwazania malych przemieszczen i od-
ksztalceft; zakladano takze stusznos¢ hipotezy plaskich przekrojow oraz analizowano
edynie przypadek belki statycznie wyznaczalnej (wspornikowej).

3. Podstawowe rownania

Przy zalozeniu ustalonej wysokosci belki A(x) = const naprezenia w jej pétkach no§nych
mozna okresli¢ prostym wzorem

m(x,t)
S(x, t) = (—l—(;)
W celu ulatwienia dalszych przeksztalcen wygodnie jest obliczyé maksymalne napreZenie
(3.1) wzgledem czasu t. Oznaczajac maxs(x) = Smac(x) bgdziemy mieli
1

EXY)

Smnx(x) = 19%0576)‘: (32)
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gdzie &y = Pyax — maksymalna warto$S: bezwymiarowej funkcji czasu 9(t) (rys. 2).
Z powstzego zwxagku wynika plosta zaleznos¢:

@ =ml, . GY)

gdzie przez a; oznaczono bezwymiarowa funkcje przekroju belki réwnomiernej wytrzy-
malosci.
Uwzgledniajac przyjety  uklad. wielkosci - bezwymiarowych (2.5)..oraz - dodatkowo
zalezno$§é (3.3), warunek stalej objetosci zapiszemy w postaci
i 1-

J'a(x)dx = [ mo()ds. (3.4)

0

Funkqg ugigcia be1k1 wspormkowe] W = w(‘c t) wyrazimy catka

W, 1) = fdrfk(y 0y —-fk(y,t)(v Dy 63

gdzle k(x, 1) jest krzyw1zn4 dajch si¢ 'wyrazié’ Jednorodnz} zaleZnosma na caléj dlrugoém
belki0 € x < 1.

w najbardziej ogolnym przypadku deformacp belki nalezy uwzglqdmé na przemlan
wystcpche strefy, w ktorych krzywizna k(x, t) oplsywana bedzie réznymi wzorami
(np. strefy ‘odksztalcefi sprezystych, plastycznych resztkowych) 1 wtedy ’

Wi, 1) = z J ko, D=, (3.6)
IR S Coe o l“"p Xp-t oo B o
pzie . . - " . B R
Jj— numer kolejny rozwaZanej strefy liczac .od strony utwierdzenia,.
X; = x — wspdirzedna biezaca w mJercu oblxczanego przemieszczenia,
x, = 0. : :

W przypadku zastosowania addytywnego prawa fizycznego (2. 1) krzywmnc resztkowq

rozwazanej belki izostatycznej k.(x) obliczymy z catki - - - .

(%) = fi'L(”}de ' (3.7)

e

gdzie granice catkowania #,, ¢, oznaczaja odpowiediu'o czas rozpoczgeia 1. zakoriczenia
procesu plyni¢cia W rozwazanym - przekroju. Zna)qc program obquzema wietkosci te
mozna obliczy¢ z warunku . s(x) =.1;:skad - : :

“I T ,"1

TS

(X) t [’191"10(-75)] L . (38«.1)

L e TR e
"’(")'1 - ’1)[ Bomg (x)] (

3 Mcch. Teoret. i Stos. 3-4/85
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4. Warunek optymalnoéci

Calkowitg energie rozproszona lub przemleszczeme resztkowe konca belki mozna
zapisaé w postaci funkcjonatu

J(x,a) = f p(x,adx, @
J B

gdzie dla bezwymiarowo okreslonej energii rdzproszonej bgdzic

J mGe, 1) % (" ) gy 4.9

natomiast dla maksymalnego przemieszczenia resztkowego belkl wspormkowcj podsta.
wiajac do (3.6) x; = 1 mamy S
p = k(x,a)(1—x), (4.3)
gdzie k, — krzywizna resztkowa (po czasie t = t,).

Okreslona przez (4.2) lub (4.3) funkcja ¢ mo2e byé przedznalaml réwna zeru lub wigksza
od zera w zaleznosci od tego, czy doszlo do uplastycznienia w okreslonym przekroju,
czy tez nie.

W dowolnej strefie nieuplastycznionej (k, = 0) maksymalne napreZenie Spux(x) (3.2)
musi byé mniejsze lub réwne granicy plastycznosci. Najbardziej optymalny przekroj
w takiej strefie otrzymamy, 2adajac, aby napreZenie to bylo jak najwigksze, czyli aby
spetniony byl warunek s, (x) = 1, skad

a = Gop(x) = Fymo(x). 4.9

Przekroje optymalne stref odksztalconych plastycznie (k, > 0) obliczymy z rownania

Eulera-Lagrange’a przy warunku pobocznym (3.4). Wprowadzajqc mnoka Lagrange’a 2
otrzymujemy funkcjona} w postacn '

1= f[w(x a)+za1dx, o K

Iub z podzialem na strefy analoglczmc do (3. 6)
.l1 Xy
= D' [, a)+dadx, (4.55)
i=1 %y
gdzie xo = 0, x; = 1. W ogdlnym przypadku jest to wiec zagadnienie wariacyjne z rucho-
mymi koncami, przy czym nalezy pamietaé, ze dla strefy nie odksztalconej plastycznie
przekrdj optymalny okrefla (4.4), a krzywizna resztkowa takiej strefy k, = 0. Rozpisujac
wariacj¢ funkcjonatu (4.5b) otrzymamy j+1 warunkéw transwersalnosci, ktore nalezy
spefni¢ dla kazdej wspdirzednej granicznej x;

pi(x,a)+2a; =y (x,a4,)t ey, - dla X=X, (4.6)

Zakladajac dodatkowo ciggloé¢ funkcji momentu zginajacego m,(x) mozna pokazal,
ze warunek (4.6) jest speiiony w. przypadku qugloscx przekrOJu

a~(x) = a*(x). 4.7
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Na przykladzie wykonanych w dalszej czgsci pracy obliczen pokazemy, iz funkcjonat
(4.5b) uwzgledniajacy podziat belki na strefy odksztatcone i nie odksztatcone plastycznie
nalezy rozwazaé jedynie w tym przypadku, gdy przy obliczeniach funkcji % nie narzucono
dodatkowego ograniczenia w postaci

Smax{X) = 1. 4.8)

Warunek (4.8) moze byé nie spetniony np. w przypadku, gdy czasy.graniczne ¢, i t;, (3.8),
we wzorach (4.2) i (4.3) nie zostana wyznaczone ze zwiazku s = 1, lecz bedg okreslone
z innych zaleznosci (np. przypadek prostokatnego programu obciazenia 6(T) daje 1, = 0,
’b = ]).

Funkcjonat (4.5b) nalezy uzupelni¢ wtedy o dodatkowe ograniczenie (4.8). W pozo-
stalych przypadkach mozna rozwaza¢ funkcjonat

!
J =[x, @)+ Aaldx, ' (4.9)
0

gdzie ¥(x,a) wyraza si¢ jednorodng zaleznoscig dla calego przedziatu 0 < x < I.

5. Rozwiazania szczegélowe

5.1. Minimalizacja calkowitej energii rozproszonej. Poszukujgc ksztaltu optymalnego belki,
dla ktérego energia dysypowana w trakcie plynigcia lepkoplastycznego przyjmuje warto$é
minimalna, zatozymy wstepnie, iZ przylozenie maksymalnego obcigZenia spowoduje
uplastycznienie calej belki, czyli 2e spelniony jest warunek (4.8) dla kazdego 0 € x < 1.
Prawdziwos¢ tego zaloZenia mozna pézmej latwo sprawdzi¢ dla rozwigzania optymalnego
a4 = Qop(X). : :

Funkcje y we wzorze na energie rozproszonq (4.1) zapiszemy w postaci:

w(x,a): ﬂ"’(—‘) f z9(t)é""dt, ' 1)
gdzie & = e"'(.s——l) jest dowolna funkcja nadwyzkowq prawa fizycznego (2 1). Granice
catkowania #, i t,, (3.8), oraz naprezenie s(x, t), (3 1), s funkqamx argumentu m( (J)C),

0
z czego wynika, Ze catkowanie (5.1) daje:.
i a
w(x, a) = my(X)po (——) (5.2)
mg
Funkcjonat (4.9) mozna wigc takze uzaleinié od argumentu 7‘1(27

fno(x)[',Uo( )+2—0]dx | L (5;3)

Wprowadzajac dodatkowo oznaczenie

-—mo(X)[‘Po(;no) ,17—”;]_ | T (54)

3*



388 oo v B, CEGIELSKE - &+ -

réwhnanie Eulera-Lagrange’a dla- (5.3) zapiszemy W postaci

= =0.. . . . (55
i) -

Wykomuac‘ przeplsane rozniczkowanie otrzymujemy o
-%%-:‘ = const(x).. -~ - C L (5.)
Jedyna funkcja a(x) spelniajaca jednoczesnie (5.6) oraz warunek staiej objc;tosm 3. 4) jest
a=agp(x)=m(x), (s

a wigc funkcja opisujaca ksztalt przekrolu belki réownomiernej wytrzymatosci.

Belka réwnomiernej wytrzymatosci (5.7) zostaje uplastyczniona zawsze jednoczesnie
na calej jej dlugosci, niezaleZnie od postaci funkcji czasu 6(¢), (2.4), z czego wynika, z
warunek (4.8) jest spelniony dla kazdego 0 € x < 1. ‘

5.2. Minimalizacja maksymalnego przemieszczenia resztkowego. Optymalnych funkcji ksztattu
a = ay,(x) przy kryterium minimalnego przemieszczenia resztkowego korhca belki po-
szukiwaé bedziemy dla trzech przypadkéw liniowosci:

1) hmowy rozklad momentu: MO(X) 2.3); odpowmdamcy obmaczemu “belki: dowolme
zmiennq ‘w: czasie silq skupiona: my = 1%, Lo -

“:2) dwaliniowy "~ (;tréjkatny’”) program obciqzenla 0(T), (2 4) n=1, :

- :3) liniowa “funkcja< nadwyzkowa "7 -w réwnaniu fizycznym (2.1): pi=1.-/" . .

* Przyjmujac liniowosé: jednej z funkcji Mo(X); 6(T) lub &P (06— o) “bedziemy: jedno-

czesnie dopuszczaé nieliniowo$é pozostalych funkcji opisujgcych postawiony problem.

5.2.1. ObkciaZenie sila skupion : liniows funkcja momentu. Mo(X). Podobnie jak dla problemu-mini-
malizacji catkowitej energii rozproszonej, zalozymy wstepnie, iz obcigZenie belki maksymalng
silg skupiong spowoduje jej calkowjte.'pplasfyéznienie Krzywizne resztkowa (3.7) mozna

zapls'lc Jako funkCJQ argumentu a( ()) FunkCJonal (4.9) uzalemey réwmez od tego
Mol
argumentu Réwnanle Eulera Lagrange a zaplszemy podobme Jak dla funkcp =, (ﬁ 4),
skad Lot TR T L . . . . EERE :
al:kr( a )] — Y i“;_ i . . . - PRI
(1- ‘c) 1 4my A= 0. (5.8)

g (—)

Podstawiajac do (5.8): moment me =1-—x oplsujqcy dZIa}ame sﬂy skuplonej otrzmeJemy
(5.6), czyli funkcje przekroju rownonnerneJ wytrzymalosm (5.7). Podobnie jak dla kryte-
rium minimainej energii rozproszonej, rozwiazanie optymalne w tym przypadku jest
niezalezne od postaci funkeji czasu 6(T), (2.4), oraz od prawa fizycznego (2.1).

5.2.2. Dwuliniowy (,,ir6jkqiny”) program obeiazenia 8(T). Rozwazmy dwuliniowy niesymetryczny
program obcigZenia 6(T), (2.4), przy dowolnym rozkladzie momentu m,(x) i potegowym
prawie fizycznym (2.1). Krzywizna resztkowa‘(3.7) wyraza si¢ wtedy zaleznoscia:
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DT,  a [O9mg '1' r
(p+Dh 191?110 a V.
Ksztalt optynm]ny funkeji a(x) Wyznaczymy z réownania Eulela -Lagrange’a zaplsanego
dla funkcjonatu (4.9), skad : : ,

1—-x 'ﬁlmo u 191 mgy 01(})4— ].)h
) [ 4 1= 1.
mg - DT,

(59

k, =

5.10
Qopt Qopt ( )
Jak widaé, rozwiazanie optymalne a,,,(x) zalezy jedynie od wykiadnika p w prawie fizycz-
nym i nie zalezy od lepkoéci materialu D. Rozwiazanie to jest takZe niezalezne od asymetrii
cyklu obciazenia ani od czasu trwania impulsu obcigZenia #,. Warto tez doda¢, ze (5.10)
latwo daje si¢ dogdlnié na przypadek bardziej skomplikowanego prawa fizycznego zapro-
ponowanego przez P. Perzyne [§] . _ _ _

L . 2 Dy (— — 1) S o _ (511)
i=1 ! . Lo ot

Przekrdj -optymalny a,,,(x) okreslony jest wtedy nast@p.ujapo:

o l—x Z D; {#m, ) 1917"0 ) Hh .
-1 i+1 A=24. A2
e i T ( o MW T T (5 2
MnozZnik Lngrange al wystqpujqcy w rozw1qzamach . 10), (5 12) nalezy wyznaCZyé
z warunku stalej ObJQtOSCl (3.4); w szczegolnym przypadku /1 = O otlzymujemy 7awsze
(5 7, czyh ksztalt belki réwnomiernej wytrzymatosci.

Przy wigkszych obciaZeniach, gdy &, > 1, mamy A > 0. Przy nieujemnych wattosciach
mnozmka % z roéwnan (5.10), (5.12) wynika

Smnx(x) = M > 1,
opt )
co oznacza, ze warunek uplastycznienia belki (4.8) jest spetniony dla kazdego 0 < x < 1.
5.2.3. Liniowe réwnanie fizyczne. Wplyw nieliniowych funkeji czasu 6(77) na rozwigzania
optymalne a,,.(x) pokazemy dla réznych wyktadnikéw n potegowej funkcji (2.4) oraz dla
liniowosci fizycznej prawa (2.1) (p = 1). Odpowiednie podstawienia do wzoru na krzy-

wizng resztkowa (3.11) dadza

r 1
k,=££[191ﬁ9 1 _,_L(ﬂl_m.") _1]’ (5.13)

h a n+1 n+1
natomlast z réwnania Fulera-Lagrange’a dla funkqonalu 4. 9) otrzymujemy
1 o
1-x Mo )° ( " M )1_7 (n+1)191 . ‘ T
4 ) = 1= A . (514

mg ( s L lope . DT, ? : (5.14)

Przy n > 0 oraz 4> 0 (5.14) daje zawsze
Smnx(x) = 79'1"1(1 >1,
. Topt . SRR .

co oznacza, iz .belka zostaje uplastyczniona dla kazdego 0 < x. < 1.
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Przejscia graniczne n — oo oraz n — 0 nie wynikaja wprost z rozwiazania (5.14) i dlatego
wymagaja osobnego omowienia.

Przypadek n — oo daje zawsze k, = 0 (5.13), i wtedy, dowolny rozklad przekrojy
wzdhiz osi belki jest optymalnym. Bardziej zloZony jest przypadek ,,prostokatnego”
programu obciaZenia 0(T), a wigc n = 0, (2.4). Z rozwiazania ogélnego (5.14) mamy
wtedy

aop.(i) = A Ym0 (1-¥), (5.15)
gdzie 2, =

1/ zz
‘Rozwiqzan‘ic (5.15) jest jednak blgdne: z warunku staléj objetosei (3.4) mamy 13 = %,91

z czego wynika, Ze dla #, niewiele wickszego od jednosci oraz dla dowolnie zmiennego
momentu m,(x) naprezenie maksymalne (3.2) moze by¢ muiejsze od granicy plastycznosci.
Z rozwiazania (5.15) nie otrzymujemy tez ciaglego przejscia do funkcji réwnomierngj
wytrzymatosci (5.7) (%, = 1).
Dokladniejsza analiza tego przypadku nasuwa wniosek, iz bledne rozwiazanie wynika
z tego, Ze czasy graniczne 7,(x) i #,(x) okreslone sa tu poczatkiem i koficem samego impulsu:
t, =0, 1, = t, = 1, a nie zostaly obliczone ze wzoréw (3.8), jak to bylo dla poprzednio
analizowanych zadaf (n > 0). Dlatego tez przypadek obcigZenia programem prosto-
kgtnym (n = 0) nalezy rozwazy¢ przy dodatkowym ograniczeniu (4.8). Zadanie to roz-
wiazemy znana metoda Valentine’a, stosowana cz¢sto przy optymalizacji belek sprezystych
z ograniczeniami na wielkosé przekroju [1]. W tym celu wprowadzimy nieujemna funkeje
e*(x), taka Ze
e*(x) = Spu(®)—1, . (5.16)

oraz dodatkowy mnoznik Lagrange’a 1, = 4,(x), tak ze funkcjonat (4.5) przybierze
postac

1
T = [ =2) ket Aa+ A,(62 = spue + D]dx. (517
0
Obliczajac wariacjg funkcjonatu (5.17) ze wzgledu na poszukiwana funkcje przekroju
a(x) oraz ze wzgledu na niewiadoma e(x) otrzymujemy

8, (- x)m0

FAE L) A () = 0. (519
C2A(x)e(x) = 0. _ . (5.19)

Roéwnanie (5.19) prowadzi do dwél:h przypadkow:
1) e(x) = 0 i wtedy z (5.16) otrzymujemy omownone JUZ wczesmeJ rozwiazanie (4.4),
2) A(x) =0, i wowczas (5.18) daje

dope = ]/ mo(®)(1=x) = Ay mo(®) (1—%). (5.20)

Zwigzek (5.20), ktéry obowiazuje dla uplastycznionej czgsci belki, ma wprawdzie iden-
tyczng postac jak bledny wynik (5.15), jednak mnoznik A,-jest tutaj zalezny od wartodci
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wspolrzednej x, rozgraniczajacej odpowiednie strefy. Wyznaczajac 4, oraz x, nalezy
spelnié zaréwno warunek stalej objetosci, w ktérym uwzgledniono rozwiazanie (4.4),
jak rowniez warunek transwersalnosci (4.6), z ktérego wynika ciggtos¢ przekroju na granicy
odpowiednich rozwigzan 4.7)%.

6. Przyklady

Zaleznosci (5.10), (5.14) na funkcj¢ opisujaca przekrdj optymalny belki otrzymano
w postaci uwiklanej. Obliczenie efektywnej funkcji a,,(x) dla dowolnych wykladnikéw p
oraz n moze wiec nastrgcza¢ powaine trudnosci, ktérych nie da si¢ pokonaé bez pomocy
maszyny cyfrowej. Wyjatek stanowi tu przypadek liniowosct fizycznej (p = 1) oraz dwu-
linjowy program obciazenia (n = 1); wzory (5.10), (5.14) daja si¢ wtedy sprowadzi¢
do postaci, z ktdrej fatwo mozna okresli¢ funkcj¢ optymalna przekroju dla dowolnego
rozkladu momentu m1y(x):

Gops(X) = By mo(x) l/ Toﬁéx__)%?x ) 6.1)

gdzie A nalezy wyznaczyC z warunku stalej objetosci (3.4). Wykorzystujac (6.1), obliczymy

przykltadowo A4, oraz odpowiednie funkcje resztkowego przemieszczenia korca belki

dla typowych przypadkéw obciazenia: sily skupionej, obcigZenia cigglego réwnomiernego

i momentu skupionego. Czwarty i ostatni przyklad ilustruje metod¢ postgpowania przy

okreslaniu optymalnej funkcji przckrOJu dla ,,prostokatnej” funkcji czasu 6(T), (2.4).
a) ObcigZenie silg skupiona: my = 1~x

Aopy = 1 —x, (6.2)
_ . DTy (9,—1)*
Wopt = W5 = TT’ (6.3)
. DT, (9,—~1)3
Wy, = A 2 ( 5402) , 6.4)

gdzie wyp,, Ws, W, Oznaczaja odpowiednio przemieszczenia resztkowe kornca belki opty-

malnej, réwnomiernej wytrzymalosci i pryzmatycznej. Jak juz wczeéniej wspomniano,

belka optymalna, przy jej obcigZeniu sita skupiona, jest belka rownomiernej wytrzymatosci,

a wiec funkcja optymalna a,,,(x) nie zalezy od maksymalnej wartosci impulsu obciaZenia

?,; od wspolczynnika $, zalezy jednak réznica pomigdzy maksymalnym uglchm belki
optymalnej i pryzmatycznej, co pokazano. na rys. 3.

b) Obciazenie ciggle rownomierne: my = (1 —x)%,
Ny .
oy = =% (6.5)
Vlo(l x)+1 Co . :

* Ba.rdz:cj szczegOlows dyskusje obciazenia belki impulsem prostokatnym zawiera praca doktorska
E. Cegielskiego pt.: Optymalizacja konstmkc_n ]cpkoplastycznych Politechnika Krakowska 1981.
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03
~ 0F
45
a
0
Rys, 3
9 = ko 66
. 2[3(zo+1)2~10(zo+1)+15]1//10+1 —16 S
DT, 1 S RN -
et R 2__ - 2. : .
Wopt W 242 [5 (Ao+1) 2‘/Ao+1 5+ 5], 6.7
DT, ("91"‘1)~ 6.8
‘vs T 4?9. b ( : )
DT, 1 . 1 o e
Wy = 219( 9 «91 111301 ) L (89)

Na'rys. 4 przedstawxono odpow1edme funkqe maksymalnego ngigcia resztkowego belki
pryzmatyczuej (6 9, rownomxerneJ wytrzyn1a10501 6.8) i optymalnej (6. 7) w zaleZnoscx

o8-

Rys. 4.

od parametru ;. Kolejny rysunek, or 5, przedstawia funkcjg priekroju a(x) belki réwno-
miernej wytrzymalosci oraz optymalnej dla #, = 2,58 (1, = 8), a na rysunku 6 pokazano
zaleznosé wielkosci przekroju belki optymalnej w migjscu utwierdzenia od wspoétczynnika
By . ’

c) ObcigZenie momentem skupionym: mg = 1,

1—x
aov,—ﬂ ]/m : E (6.10)
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Rys. 6.
o, 24 A2y 2+
By = (1/10_,_1 _ton i_ﬁ_l_ifi) ,
Ao
DT, [1 Ao\ —— 1 A2 GV +1+1)°
Wopt = .,_17.2_ [5(1 - _29-) 1/).0+1 -5 +-2In

8 202V A+ 1+ 4, +2)"

DT, (9,—1)°
Ve =W =T Ty
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(6.11)
], (6.12)

(6.13)

Zaleznoé¢ przemieszczenia resztkowego konca belki pryzmatycznej i optymalnej od maksy-
malnej warto$ci parametru #, przedstawiono na rys., 7. Rysunek 8 przedstawia ksztalt
optymalnej funkeji przekroju a,p.(x) dla wartosci #, = 3,5 (4, = 5). Jak widaé, przekréj
optymalny jest réwny zerw w miejscu dzialania momentu skupionego, z czego wynika,
7e plyniecie plastyczne zostanie wywolane w tym przekroju natychmiast po przylozeniu
obcigzenia, podczas gdy dla belki pryzmatycznej (réwnomiernej wytrzymatosci) pierwsze
odksztalcenia plastyczne pojawia sie jednocze$nie w calej belce po pewnym czasie ¢, = 0.

d) ObcigZenie momentem skupionym o. stalej wartogci m(x,'t) =1 przyloZonynﬂ
nagle w przedziale czasu 0 <t < ¢, (0 = 0).
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" . uop,:)l\=5.171;3.5 I ]
" pA=0 M= |
a
15~ |
) |
0 072 x
?, da 0<x<x, 6.14
aov!(x) - j,"}/l—x dla X<x<1, ( - )
3 1-9x
Ap=3 (1—_$3—72—,_ | (6.15)
DT2 2 2 191 / 1
_ Y R iR | 1
Wopt = — = (1=2,) (3 iV 1=%= ), (6.16)
1 DT
Wy = 5 2 (- 1), @17
gdzie
329
. ~ dla 1<d < %
%, = | 5 (6.18)
0 ’ dla 191 = E’ ’

oznaczg. granicg pomigdzy poszczegélnymi strefami.

‘Przykiad przekroju optymalnego dla &, = % przedstawiono na rysunku 9, natomiast
odpowiednie funkcje przemieszczenia resztkowego korica belki pryzmatycznej (réwno-
miernej wytrzymaloéci) i optymalnej przedstawiono graficznie na rysunku 10.°
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Gopt .
mg=
n-=
HE
6/5
1 — 1| e ——_——
1: [ )
e=0 | A0 l
Uom:'l,“:ﬁ/s i Qopg= 6/52{1-x)
| X
0 %g=1/2 1
Rys. 9
10 ;
A
2
it
6
0
21

7. Whnioski koncowe

Otrzymane w prezentowanej pracy rozwiazania optymalne nasuwaja szereg wnioskow,
sposrod ktorych najwazniejsze sa nastgpujace:

1) optymalna funkcja ksztattu dla liniowej funkcji momentu zginajacego my(x) = 1-x
jest niezalezna od przyjetego kryterium optymalizacji (w ujeciu dualnym);

2) przy minimalizacji energii rozproszonej rozwiazanie optymalne (ksztalt réwno-
miernej wytrzymatosci) jest niezalezne od postaci réwnania fizycznego (2.1) i funkcji
impulsu obciaZenia 6(T);

3) jesli minimalizowane jest przemieszczenie resztkowe konca belki, wtedy:

a) wszystkie rozwigzania optymalne z wyjatkiem obciazenia sita skupiona zaleig
wyraznie od postaci réwnania fizycznego (2.1) oraz funkcji czasu O(T),

b) wszystkie rozwiazania me zaleza od czasu trwania Jmpulsu obciazenia T, ani od
asymetrii tego impulsu,

¢) nieliniowe réwnanie fizyczne (2. 1) wplywa. na kszta}t optymalny gléwnie przez
wyktadnik potegowy p: lepko$é D nie ma prawie zadnego wplywu na odpow1edme rozwia-
zania (od lepkoéei zaleza jedynie przemieszczenia resztkowe)

d) dla dwuhmowego impulsu obciaZzenia mozna ‘otrzymaé odpowiednie rozwiazanie
dla dowolnego addytywnego réwnania f izycznego przy zatozeniu, ze predkosé odksztalcenia
lepkoplastycznego &7 daje si¢ aproksymowaé szeregiem potegowym (5.11),
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e) bezposrednie przejécie od rozwigzania dla potggowej funkcji czasu 0(T) (n # 0)
do programu prostokatnego (n = 0) nie istnieje: W celu otrzymania wlasciwego rozwig-
zania nalezy wprowadzi¢ dodatkowy warunek ograniczajacy:

Smax(X) = 1
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Peswme

TNPOBJIEMBI ONITUMAJIBHOI'O <OPMUPOBAHYS KPOHIITENHOBOH BSI3KO
TDIACTMYECKON BAJIKK ITOIBEPTHYTOM-IEMCTBHIO KBA3U-CTATUYECKOM
HATPY3KH

B pafore paccMaTpuBaeTCs ONTHMH3ATIA Rponm'reﬁﬂonoﬁ Gdmca MAeaNbHO - ABYTABPOBOH, ToA~
BEPIHYTOM Aef{CIBHIO NIPOHOPUHOHATLHO TIEPEMEHHOH - BHEIHOM HAUPY3KH PX,T) = Pl(X)P»(T) roe
P(X) seasietcs HpOHBBOJ'IBHOPI Q)ymcuneﬁ ormcsmaromefx npocrpaﬂcmeﬂﬂoe PacIpeneNeHAe HArPYSKH,
Py(T) — ABAAETCS CTENeHHON (YHKIMEN BpemeHw. Vickomam byHIms nonepeuroro cevemia A4 =
= Aop(X) ofecneunBaer MUHUMYM pacCesHol SHEPIMM M MMHENMYM MaKCHMANLHOTO nepememem,
IpY OPEMUONIOMKEHHNH IIOCTOAHHOrO 0f6beMa. AHANMMBHPOBAIOCH BIIANMe KOIDDUIMEHTOB CTENERHOro
3aKOHA YNIPYIo BASKONNACTHYIECKOr0 MATEpHana M BIHAHME (OPMBI KBA3H-CTATUYECKOH IIpOTpaMMbI
rarpyska P, = P,(T) Ha Bun pemeHus.

Summary

SOME PROBLEMS OF OPTIMAL SHAPE-DESIGN OF VISCOPLASTIC CANTILEVER BEAM
« - i . UNDER QUASI-STATIC LOADING

The paper is dévoted to the shape opiihlization of cantilever T beam under proportional external
loading P(X, T) = P,(X)P,(T) where P,(X) denotes arbitrary function of spatial variable, P,(T)— power
function of time. Under the assumption of constant volume and criterion of minimum residual deflection
of the free end or minimum-of total.dissipated energy, the function of cross section 4 = Aop (X) is sought.
The analytical solution is given for linear and nonlinear law of elastic viscoplastic material; the mfluence
of the form of quasi-static loadmg program Pz(T) on the opumal function Aoy is deqcnbed

«Braca zostala zlozona w Redakcji dnia 15 marca 1984 roku



