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W pracy przedstawiono rozszerzenie metody Kry%oWa-Bogolubowa dla rozwigzywania
pewnej grupy rownan rézniczkowych. Przedstawiona metod¢ zastosowano do badania
drgan swobodnych nieliniowego ukladu opisanego przez Z. Osinskiego rownaniem roz-
niczkowym trzeciego rzedu.

1. Wprowadzenie

Analiza drgan ukiadu materialnego polega najczgéciej na badaniu rozwigzan réznicz-
kowego réwnania drgan. W wielu przypadkach rozwiazania te nie sa znane. Analizg
opiera si¢ wtedy na badaniu rozwigzan przyblizonych. Jedng z mozliwoéci stosowanych
do rozwiazywania nieliniowych réwnan ruchu drgajacego sa metody matego parametru.
Sa one oparte na zalozeniu, Ze nieliniowa czg$¢ jest mata w stosunku do liniowej. Mozna
ja zatem uzalezni¢ od parametru majgcego malg warto$é u <€ 1.

Roéwnanie ruchu drgan swobodnych bez ttumienia ma na ogdt postaé:

itw’x = uf(x, &), )

gdzie: x4 oznacza maly parametr, za$ f(x, x) jest nieliniowa funkcja przemieszczenia i pred-
kosci. Metoda postgpowania przy rozwigzaniu réwnania (1) zostata przedstawiona przez
Krylowa i Bogolubowa [1, 2].

Sposéb przedstawiony przez Krylowa-Bogolubowa zostal rozszerzony przez Popova
[3] na réwnania z liniowym tlumieniem postaci:

¥4+2hx+o?x = uf(x, ). )

Badaniem rozwigzan réwnan postaci (2) zajmowal si¢ tez Bojadziew [4].

Modyfikacje (rozszerzenie) przedstawionych podejé¢ do badania drgan nieliniowych
swobodnych ukladu zamodelowanych réwnaniem réZniczkowym trzeciego rzgdu przed-
stawit Osinski [5, 6].
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Nieliniowe drgania opisane réwnaniem rézniczkowym trzeciego rzgdu byly tez przed-
miotem rozwazann Mulholland’a [8]. W pracy przedstawiono rozszerzenie metody Krylo-
wa-Bogotubowa stosowanej w pracach [5, 6, 7). Przedstawiony sposéb uzyto do roz-
wigzania réwnania drgan swobodnych systemu uwzgledniajacego wplyw tarcia wewngtrz-
nego i relaksacje [6].

2. Rozwiazanie réwnania ruchu

W pracy podjeto analiz¢ réwnania ruchu ukladu opisanego nastepujacym réwnaniem
rézniczkowym:
¥ +kE+Ix+ oy = ufix, &, &, ¥), 3)

gdzie: x oznacza przemieszczenie, k, I, w? stale materialowe, x maly parametr, a f jest
nieliniowa funkcja przemieszczenia i pochodnych przemieszczenia.

Réwnanie postaci (3) byto przedmiotem rozwazan w pracach [5, 6]. W prezentowa-
nym podejsciu do rozwigzania réownania (3) zaproponowano metodg Krylowa-Bogolu-
bowa odpowiednio zmodyfikowana. Rozwiazanie réwnania (3) przedstawiono w postaci
réwnania: :

x = a+bcosp+ul,(a, b, )+ u2Us(a, b, p) + ... “)

Wartosci zmiennych a, b,  w zaleZznosci od czasu przedstawiono w formie ukladu réwnan:

d

d(zz = —ta+pdi(a, b, p)+pP A0, b, )+ ..

db 2

—-aTt— = '—77b+/lvB1(a; b; 1/))+/1' BZ(a’b: ‘P)"‘ (5)
dy 2

—aTt_ = C+‘U;C1(a,b, 1/))+/'l‘ CZ(a’b, 1/))+

Roéwnanie charakterystyczne réwnania (3) ma postaé:
P rkr+lr+w? =0 6

W pracy przyjeto zalozenia jak w [5, 6].

Zalozono, ze k > 0,/ > 0, w > 0, zatem réwnanie (6) ma jeden plerw1astek rzeczy-
wisty ujemny i dwa zespolone o czesciach rzeczywistych ujemnych. W ukladzie réwnat
(5), & oznacza bezwzgledng warto$é rzeczywistego pierwiastka réwnania (6), n bezwzgledna
warto$¢ rzeczywistej czesci pierwiastka zespolonego, a £ bezwzgledna warto$¢ czgsci uro-
jonej tego pierwiastka. Nieznane funkcje u,(a, b, ), A(a, b, v), B(a, b, v), C(a, b, p) wy-
znaczamy po podstawieniu pochodnych x, ¥, ¥ (z uwzglednieniem (5)) i x do réwnania
(3).. Poréwnujac wspotezynniki przy tych samych potegach otrzymujemy rekurencyjny
ukdad réwnan czastkowych rézniczkowych, W celu jednoznacznego wyznaczenia 4, B, C
wprowadzono dodatkowe warunki
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2

[ Uy(a, b, p)cospdy = 0,
0
2w

[ Ui(a, b, p)sinpdy = 0,
0

2r (7)
f Us(a, b, p)cospdy = 0,
0

2r
f U.(a, b, p)sinpdy = 0.
0

Z fizycznego punktu widzenia wprowadzenie tych warunk6w oznacza nieistnienie w rozwi-
nieciu funkcji #,, u, pierwszych harmonicznych wplywajacych na warto§é dwéch pierw-
szych wyrazéw rozwinigcia funkcji (4).

Znajac uklad réwnan na A, B, C rozwiazujemy go. Wyznaczone wielkosci wstawiamy
do uktadu (5). Uklad réwnan (5) rozwiazujemy na drodze numerycznej, przy czym stale
o, bo, o Wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.

3. Zastosowanie metody (Przyklad)

W pracy zastosowano procedurg do rownania drgan swobodnych przedstawionego
w pracy.[6]. Réwnanie ma postaé:

§+#xg+aqt+wiq = —pufg’—pyy’ ~udy® ®)

Rozwigzanie réwnania (8) przewidziano w postaci uktadu réwnai (4) i (5).
Rézniczkujac prawa strone réwnania (4) i uwzgledniajac (5) otrzymano wyraZenia
na g, g, §. Po wstawieniu wyliczonych pochodnych do lewej strony réwnania (8) i poréw-
naniu wyrazoéw przy tych samych potegach malego parametru u otrzymano rekurencyjny
uklad réwnar.
Rownanie utworzone z wyrazow stojacych przy u°:

— Ea+ (Bt —nPbcosy+ (0 — 3020 bsiny+x[E2a-+ (52 — L) beosy +
+2nLbsiny] + a( —Ea—nbcosy —~blsiny) +w?(a+bcosy) = 0. )]
Rownanie to jest spetnione tozsamosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy:

-8+ En—abto® =
32—+ u(n*— D —on+w? =0 (10)
33 +2unl—al =0

Uklad réwnani (10) jest spelniony zawsze, poniewaz —&i —n—Ii{ sa pierwiastkami réw-

nania charakterystycznego (6). Dla wyznaczenia funkcji 4,, B,, C,, korzystajac z przed-
stawionych wyzej warunkéw otrzymano, nastepujacy uklad réwnan:
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A, (8 (')Al
0*4 %4 3 A (')ZA
2,2 941 | 232 ¢4 2 1 1
HE g AT F s+ 2ma ba b 2 05y
9’4, _ 3 2
—Zﬂé'bm = ¢11 @’ +cppab?,
31
3 B o*B 3 B J*B 323
2 1 2 2 1 2 1 Y 1 ___1
HEE G Y T e —mab g an 2 e T
d 11
_2ntb abg ¢, Ch(6n— 2x)+35g“ab gt 3521,%: (I
= clsb +016ba
JB, 2 3B1 2 2
B, {(3n— 2x)+36€a +317€b —3C +¢16(38% - 302 + 2nx— o) +
J
+abE(3n— E+x)—+b2n(x 4n) +bC(3n )5 cl
d%¢ d%c d%c d%c
_E242 1 1 2 1 213 1
§2a%b —-3- +260ab 5~ +2an aboy " b =g+
3b

gdzie:
€11 = "ﬂ“)’fG' 88°,

— ____ﬂ_ 7/52(,'7 _CZ)Z 6))1}254_'__;_ 653(3,’762_”3)2_{_ %653(4‘3_31}24‘)2,

i = = YO = L= 6P = St P = B — o BE— I,
—6y£°n—38£°(L° ~2n*0),

(2}
-
&~

il

¢1s = —~ﬂ——y(n =05 =3y (n* - e +

3 3
— 5 0G0z =) = OGN =) (= 3nLY,
C1 = —3f—3yE(n*~{*)-305°CBnL* ~7?).
Rozwiazujac powyzsze réwnania znaleziono zaleznosci na A4,, B;, C;

Al = D11a3+D12ab2
.B1 = D13b3+D14azb (12)
Cy = Dysb*+Dya®



Wartosci wspolczynnikéw D, D;,, D3, Dy, Dys, D¢ sa nastepujace:

€g

Wstawiajac (13) do (5) otrzymano zaleznoSci na pochodne a, b,

METODA KRYLOWA-BOGOLUBOWA

= 011/(452—2%5"‘0‘),

]

= (C15° €c—Cy3" e1)[(e; " es—es- €3),
= (C16-€s—Ci1a- €)[(es- eg—eq- €4),
= (c15-es—c13-e1)/(ey-es—eg- ey),
= (C16° €7—C1s " €s)[(e3 eg—e7" cy),
= a—2nx+4n2—3L2,

= 90n—2un,

= o 2ot IP— 3L2— o 262 —
618 22 +38C,

= 6n{—2xf,

= 32-3n*+ 2y —a,

= 6n¢—2x{+3£C,

i

= 302392 2824+ 2+ 3né +xb—a.

a = —fa+pa(D, a?+ D, b?),
b = —Cb+,ltb(D13b2+D14a2),
P = w+u(D;sb%+D,za?).

W pierwszym przybliZeniu rozwigzanie réwnania (8) ma postaé

q = a+bcosy.

C12/(38% =2%E 4 o+ 360+ 20> — 20,

3ir

(13y

(14)

(15)

Przedstawiony uklad réwnan (14) rozwiazanio numerycznie stosujac procedur¢ Runge’go-

Kutty czwartego rzedu. Do obliczen przyjeto nastgpujgce wartosci stalych:

oraz warunki poczatkowe

% =5-10"3,
o =210,

w? =1,5-10°,
B = —12-10%
y = 31011,
d=2-10"%,

do = a(o) = 0,0005’
bo = b(0) = 0,001,
vo = p(0) = 0.

znaleziono rozwigzania dla wartoéci malego parametru p = 0,001 i 0,1. Wykresy zmian

a(t), b(t) i p(t) dla u = 0,1 i podanych wyzej wartoéci przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Przebieg a(t), b (t) i v (¢).
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Rys. 2. Przebieg q(t).

Przebieg rozwiazania ¢(¢) dla réznych warto$ci u przedstawiono na rys. 2. Jak wynika
z wykresu, przebieg ¢(t) dla 4 = 0,1 bardzo malo ré2ni si¢ od przebiegu dla 4 = 0. Ruch
opisany réwnaniem (15) przedstawia drgania zanikajace. Drgania te odbywaja si¢ okoto
§rodka drgan, ktorego potoZenie nie jest stale, ale ktéry przemieszcza si¢ dazac asympto-
tycznie do pewnego ustalonego poloZenia. Amplitude drgan okre§la b(r). Wiasnosci te
sg obserwowane przy badaniu drgan tlumionych tarciem wewnetrznym [7].

4. Whioski

Przedstawione w pracy uogdlnienie metody Krylowa-Bogolubowa stanowi rozszerzenie
dotychczas stosowanego podejécia. Uzaleznienie parametréw 4, B i C od zmiennych
a, b, p umozliwito dokladniejsze rozpatrzenie drgarii swobodnych uktadu drgajacego.
Czesto w badaniach zalezy gléwnie na wyznaczeniu zmian amplitud uktadu g, b oraz
przesunigcia w fazie p w zaleznoéci od czasu. Pelne podanie postaci ukiadu (14) pozwala
na bardziej precyzyjne przeanalizowanie tych wiglkosci. Jednoczesnie z matematycznego
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punktu widzenia zastgpienie rozpatrywania réwnania (3) (w przykladzie (8)) ukladem
réwnan (4) i (5) (w przyktadzie (14)) stanowi powazne ulatwienie. Prezentowana proce-
dura postgpowania moze by¢ wykorzystana do efektywnego badania drgaf ukladéw mo-
delowanych réwnaniami rézniczkowymi.
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Pesmome
MIPHIMEHEHHWE MOIVPHUIHUPOBAHHOI'O METOIOA KPBIJIOBA-BOI'OJIIOBOBA
IJISI AHAJIM3A CBOBOIHBIX HEIWHEWHLIX KOJNEBAHUN CUCTEM

B paGote paccMOTpeHO HeNHHeiHbIe cBoGomHBIE KosteDaHus CHCTEMbI. CHeNnaHo QHANH3 aCHMIITO-
THUecKoro pemtenns auddepenHansoro ypasuesnsa B cmbicne KpeiosBa-Goromo6ora. Tpeacrarieto
ofobIIeHHe KOMIENUUA npeanoyKeHHoH OCHHCKHM AN pemennsa Ju(depeHUHaNBHEIX HEJIHHEHHBIX
YPaBHEHHH TpPeTLEro psma.

Summary

THE USE OF MODIFICATED KRYLOV-BOGOLIUBOV METHOD IN THE ANALYSIS OF FREE
NONLINEAR OSCILATIONS OF SYSTEMS

The paper deals with the free nonlinear vibrations of a system. The asymptotic solution in the sence
of Krylov-Bogoliubov of a differential equation is investigated. The extension of the idea proposed by
Osinski to solve third order nonlinear differential equation is made.
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