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1. Wstep

Przedmiotem pracy jest stateczno$¢ w zakresie sprezystym siatkowych dzwigaréw po-
wierzchniowych o gestej i regularnej siatce elementéw. Celem rozprawy jest wyprowa-
dzenie rownan jednowymiarowego modelu ciaglego powyzszego problemu [1]. Poszuki-
wane rownania uzyskamy, stosujac koncepcje kontinuum z wiezami wewngtrznymi [2]
do powierzchniowego oérodka typu Cosseratéw, bedacego ciaglym dwuwymiarowym mo-
delem rozwazanych diwigarow [3].

Prezentowany problem jest ztoZony. Stosowanie opisu dyskretnego prowadzi do ko-
sztownych obliczen lub znanych trudnoéci z uzyskaniem ,,zamknietych rozwigzan” szer-
szej klasy rownan réznicowych [4, 5]. Wykorzystanie opisu kontynualnego [3] powoduje
konieczno$é catkowania réwnan rézniczkowych czastkowych. Mozliwoéé otrzymania
rozwigzan analitycznych tych réwnan jest ograniczony, natomiast przyblizone calkowanie
numeryczne jest na ogdét réwniez stosunkowo kosztowne. Z powyZszych wzgledéw liczba
uzyskanych do tej pory rozwiazan jest niewielka i dotyczy szczegdlnych rodzajow ksztaltu
i struktury dzwigara oraz typu obciaZenia i warunkéw brzegowych (por. np. [3], [4].
Wydaje si¢ zatem, Ze celowe jest poszukiwanie prostych i dostatecznie dokladnych modeli
statecznosci rozpatrywanych dzwigaréw, zezwalajacych na rozszerzenie zakresu mozli-
wych do efektywnego rozwigzania zadan praktycznych.

W tej pracy przyjmiemy nast¢pujace zaloZenia:

1. Przez zagadnienie statecznoéci rozumiemy problem wyznaczenia krytycznej warto$ci
obcigzenia, dla ktorej mozliwe sa rézne postacie potozenia réwnowagi. Inaczej méwiac, dla
pewnej warto§ci parametru stanu obciaZenia istnieja nieznikajace tozsamo$ciowo funkcje
okre§lajace stan przemieszczenia, zaburzajace podstawowe poloZenie réwnowagi, tak Ze
bez zmiany obcigzenia zewnetrznego i warunkéw podparcia mozliwa jest dalej réwnowaga
konstrukeji,

2. Material dzwigara jest liniowo-sprezysty. ‘

3. Przemieszczenia i odksztalcenia sg mate, umozliwiajace wykorzystanie liniowej postaci
zwiazkow geometrycznych. ‘

4. W réwnaniach réwnowagi, w statystycznych warunkach brzegowych oraz w zwiaz-
kach wigzacych skladowe pdl statycznych i geometrycznych w bazie konfiguracji odksztal-
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conej i nieodksztalconej mozna poming¢ sktadniki jawnie nieliniowe wzgledem sktadowych
stanu przemieszczenia. ' .

5. O utracie statecznosci poloZenia réwnowagi decyduje limiowa czgé¢ przyrosty
(wariacji) réwnafi réwnowagi wzgledem przyrostu skladowych stanu przemieszczenia,
zaburzajacych stan réwnowagi podstawowej.

6. Powierzchnia podstawowa dzwigara w konfiguracji poczatkowej rézni sie od tej
powierzchni w konfiguracji aktualnej gléwnie polozeniem w przestrzeni i ksztaltem, tan,
zmiana na skutek deformacji dtugosci elementarnych fukéw i pol elementarnych powierz-
chni nie wplywa na stateczno$¢ polozenia réwnowagi.

7. Stan podstawowy (niezaburzony) konstrukcji obcigzonej mozna okresli¢ korzystajac
z réwnan liniowych teorii infinitezymalnej (przy uwzglednieniu zasady zesztywnienia).

8. Spelione sa zaloZenia stosowalnoéci ciaglego modelu pierwszego przyblizenia
konstrukeji siatkowych. W szczeg6lnosci powierzchnia podstawowa sktada si¢ z pewnej
liczby gladkich ptatéw niezbyt zakrzywionych; osie elementéw tworza gesta, regulamng
i dyskretna siatke krzywych na tej powierzchni [3].

9. Bedziemy rozwazaé ruszty powierzchniowe zlozone z dwu lub trzech rodzin pretéw
w przyblizeniu pryzmatycznych, dostatecznie smuktych i sztywno polaczonych w wezlach,
oraz powloki perforowane o stalej gruboéci, zioZzone z dwu rodzin elementéw o niezbyt
duzej szerokosci, tworzacych siatke ortogonalna.

10. Réwnania idealnych -wigzéw typu kinematycznego i statecznego sq catkowalne
i liniowe. -

11. Rownania jednowymiarowego modelu statecznoéci wyprowadzimy dla dZwigaréw
uksztaltowanych na pow1erzchn1 w ksztalcie jedn oparametrowej rodziny konturéw tukowo
gladkich.

Wymienione wyzej zatozenia ograniczaja oczywiécie zakres stosowalnoéci prezentowa-
nej dalej teorii. Jednak przypadki spelniajace przyjete postulaty stanowig z praktycznego
punktu widzenia wazng klase konstrukcji. Pewne watpliwosci moga nasuwaé silne zalozenie
liniowoéci réwnan stateczno$ci. Wydaje sie jednak, ze dla okre§lenia krytycznego obciaze-
nia powodujacego ,,globalng” utratg statecznoéci dfwigaréw dostatecznie ,,smuktych”
wzgledem jednego z charakterystchnych wymiarow, wyprowadzone W pracy réwnania
moga by¢ uzyteczne.

W podanych dalej réwnaniach i wzorach bedziemy stosowaé ujecie tensorowe w notacji
wskaznikowej. Konwencja sumacyjna dotyczy wskaznikéw oznaczonych matymi literami
greckimi przyjmujacymi wartosei ,,1” i',,2”.

2. Rownania stateczno$ci teorii dwuwymiarowej
Z wezami wewnetrznymi

Niech = oznacza plat powierzchni podstawowej dzwigara powierzchniowego w konfi-
guracji poczatkowej, parametryzowane) wspélrzednymi (u%), (Fy, @3) i (74, as) — bazg
i kobazg lokalna, 8up> bups €4 — tensor metryczny, krzywnznowy i pseudotensor Ricciego,
(..) | —symbol powierzchniowej pochodnej kowariantnej, 7 = n, = n,* — wersor
normalny do przekroju normalnego powierzchni 7z, w szczegélnoéci brzegowego 97
(rys. 1).



STATECZNOSC SIATKOWYCH DZWIGAROW POWIERZCHNIOWYCH 99

Przez m, oznaczymy obraz z po deformacii, przez (v, ) i (%, d) — baze i kobaze
lokalng, g,s — tensor metryczny przy parametryzacji mo réwniez wspohizednymi (i),
a przez n = W', = NgF, wersor normalny do przekroju normalnego 74, bedacego obrazem
przekroju normalnego . '

Na mocy zatoZenia 4, 6, po wykorzystaniu znanych z geometrii wzoréw, przyjmiemy

2 o

Fu = Tt Yug ™ Falla, Uy = 3 — ol - @10
VE =VE, hu=ry Bupdudd® = updidu®,
gdzie '
Voap = Upla—bap?,  Po = vt g, | 22)

a7 = 7, F*+vd; jest wektorem przemieszezenia i @ = #,7*+ 945 — rozpatrywanym dalej
wektorem malego obrotu czastki oérodka.

Oznaczymy przez pei Mgy gesto$é liniowa sity i momentu oddziatywan wewngtrznych
w orodku w przekroju o normalnej 7. '
Dokonujac rozktadu

Py = BPAgr*+ pPhgay = pPngr*+ pigas,

(2.3)
’7’(1_1) = ’%ﬂa;zﬁ'_'a'i‘ﬁ’lﬂﬁpl—l;; = mﬂ“ﬁﬂ7“+mﬂﬁpﬁa
otrzymujemy po uwzglednieniu (2.1) zaleznosci
1‘5!’0: - pﬂa + gad}gyopﬂy - gad}japﬂ, ’fﬂ = pﬁ+ }3717!”'3 29

PP = Py g2 — g5l R = mP 45,07,

Wprowadzajac gestosci powierzchniowe obciaZenia zewngtrznego typu sit i momentow
4= q"F,+qa;, h = h*,+ha; i gestodei liniowe obciaZenia brzegowego 'p = P, +'pas,
m = 'fm*,+'ma; otrzymujemy w znany sposob przy wykorzystaniu zal. 4161 (2.3), (2.1)
réwnania rownowagi elementu ,,dn” '

PPl =B+ g +1% = 0,  Patbupp®+q+r =0,
;%ﬂ“lp—b§ﬁ1|5+eﬁﬁﬂ+ea"}3ﬂ71§ﬁ+eﬁ;‘iyﬁ”/’+k°‘+s"‘ =0, (2.5)
1%+ by P + €4 P + LD p, PP+ Bt s = 0,
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oraz statyczne warunki brzegowe
BPng = "p* 47", png = p+v,
mPng = ‘m*+u*,  ffng = ‘m+y, @)
gdzie %, ris% soraz =% vi u?, usa skladowymi w bazie (7., a;) reakcji typu sil i mo-
mentéw odpowiednio na n, i 7y wigzdw wewngtrznych typu kinematycznego natozo-
nych a priori na stan przemieszczenia osrodka [1, 2].
Geometryczne warunki brzegowe przyjmujemy w postaci

Uy =0y, O="0, Dyg="Dy &="1 @0
gdzie ‘v, 'v oraz 'd,, ¥ sa skladowymi danego na brzegu wektora przemieszczenia ‘G
i obrotu ‘¢ w bazie (7% d;).
Postulujemy idealnoéé wiezéw typu kinematycznego za pomocs zasady

[ (8va+ b0+ 5260, + s00)dn+ [ (100, + w00 + 60, + udP)d(om) = 0, (2.9)
n an

dla dowolnych wariacji év,, év, 68,, 69 zgodnych z wigzami, ktérych réwnania sprecyzu-
jemy dalej.
Zwigzki fizyczne przyjmiemy w postaci (por. [3] i zal. 2)
PP = Ay, PP = A%,

maﬁ — Baﬂén%/in’ ma-= BOL&'%E’ (2~9)

gdzie A%, ..., B* oznaczajg tensory sztywnoSci spreZystej, a Ye,, ..., x; — Skladowe
tensorow odksztalcenia.

Jezeli nakladamy na skladowe stanu napigcia wiezy idealne [1, 2], to przy uwzglednie-
niu (2.1); mamy

f [(vep — Vap) 80 + (yo— y:)épf + (tap — #35) S 4 (30— xa)ém“] dn =0 (2.10)

dla dowolnych wariacji dp™, dp%, ém*®, dm* zgodnych z wiezami typu kinetycznego,
ktorych réwnania sprecyzujemy dalej, natomiast (por. [3]i zal. 3)
'J’:p = Wﬁla—b&ﬁv+eap?9, Va = 7)|a+b£vp+€oﬂﬂ9p,
M:ﬂ‘= 0ﬁ|a_bap'ﬁ’ %: = 79"@;‘*‘175’19[3.
Rozwazymy przypadek, gdy oérodek jest ciaglym dwuwymiarowym modelem dzwigar
siatkowego (por. zal. 8, [3]) zfozonego z kilku rodzin 4 (4 =1, II, 111, ...) elementdw,
ktérych osie tworza regularng siatke dyskretna krzywych na powierzchni podstawowej
(rys. 1).
Wprowadzamy na x wzdluz kazdej krzywej rodziny 4 ortonormalna baze (ta, 1 )

@.1)

gdzie 4 jest wersorem stycznym, 1, = a3 x 1, — normalnym, przy czym

=~ ~

ty = t*Fy, 1y =7, - , .1

Jezeli tA = tA - 1£1 = ~;",F° sa odpowiednio obrazami 7,41 7, po deformacii, to zgodnic
z zal. 4, 6 mozna przyjaé

R T _ @19
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W przypadku rusztu pretowego (por. zal. 9) przy uwzglednieniu (2.13) jest [3]

A0 = DS AR, 4P TR ), A% = D B4R,
P | 4

, (2.14)
B = D (S, +1085,),  BC = Y565,
a Ty A
gdzie
R, - Eads R oo 2ET  x 12ETF
Iy 140% 1417
(2.15)

S, = Gals . S, = @, S, = E{J",
1y Iy Iy
przy czym E, , G4 oznaczajq modut Younga i modut skrecania, /,, 7, — dtugodé elementow
rodziny A i odleglo$¢ migdzy ,,sasiednimi” elementami tej rodziny (rys. 1), 44, J,, J s J S —
pole przekroju oraz osiowy i gtéwne $rodkowe momenty bezwladnosci tego przekroju

wagledem osi 74, 14, @34 = 1, I lub 4 = 1, 11, TiI).
Natomiast dla powloki perforowanej przy wykorzystaniu (2.13) mamy (por. zal.

91 3]

A = S8 S SR+ GBETR), A% = AR,
a4 r a4
s y (2.16)
B*Pin < Z(tztﬁ thtpSAp+tAtAtAt”SA\) B = thﬁ Sy,
a4
gdzie
- Rl :I}llRl:I ~ ‘ Sl JIISIJ
R ] l~ B S - ar >
[Rar "Ry Ry Bard Sy Sn
Ead " E,da3 v E.d?
= Fad - - - = 2z 2.17
RI 1—1’]1’" -RA +2(1 +’V)a A b2 ( )
E d? d? 4 E, aidl,
Sa = ks 2(1+2)° 4=z Rar 54 128,
EA = E a,;d 3 ;A = 9 ‘i‘d
il IA

przy czym E, » oznaczaja modut Younga i wspélczynnik Poissona, d — grubo$¢ powloki,
k;— wspélczynnik skrecenia dla przekroju prostokatnego; znaczenie ay, dy, by, b~4 wy-
jaéniono na rys. 2 (4 = 1, II).

Wielkosci , & oznaczaja (w punktach przecigcia krzywych siatki dyskretnej) przemiesz-
czenia i katy obrotu weztéw dzw1gara

Jezeli przez Py = P43+ P 19 +Pa 31 My = M.1° )+ M t +M 4, oznaczymy wektor
sily i momentu w przekroju §rodkowym preta rodziny 4 (rys. 3), to zgodnie z zaloZzeniami,
cigglego modelu rozwazanych ustrojéw oraz (2.13) mamy [3]
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ﬁJi'f_L—_Jj' [

T " [Foy=b
ln:TI ‘ 1 X 1 B | [——]du——
1 ]
L | 13Dy
.__|__

A —— ] '—AI

Rys. 2

-
P = ;p“", pr = %,pi‘h m*f = ;m“.”, m* = ;m,ﬁ,
Z

Py = 7Apgatdﬂtda’ P =~[ApgatAgtAa’ P = [11)AtAﬂ, (2.18)
My = Dimltypts, M, = lgmﬁatan}m, My = Lymhtsg,
przy czymt o = gozﬁte, t~a¢ = gocﬂtnﬁl-

. Zatozymy dalej, ze powierzchnia s jest utworzona przez jednoparametrowa rodzing
odcinkowo gladkich i sp6jnych konturéw I'(u') (u* e (ul, ubd) tak, ze IF'w)) n I'(u}) = @
dla 4} # u} oraz na brzegu réznym od I” (ua) (gdy I'(1*) nie jest konturem zamknietym —
— 0P@') # @) dane sa jedynie statyczne warunki brzegowe. Na brzegu I'(ub) (gdy
Lu(@) # L'Wwh) mog:ac byé one statyczne lub geometryczne (zgodne z przyjetymi wiezami).

Jako zmienng u? powyzszej klasy powierzchni podstawowej o§rodka przyjmiemy parametr
konturu I'(u?).

Rozwazania ponizsze ograniczymy do calkowalnej i liniowe] postaci rownan wiezdéw
" typu kinetycznego (por. zat. 10, [1, 2])

[ T 1 2 2

; Moo 2 2
('voc, v, ﬁa, 0) = 2 [(vocK: vK, 190(1() ?91() (ua) TPK(ul) + (vtxl(: Vg, 79'0(1(’ ’&K) (ua) TPIK (ul)]’ (2‘19)

K=1

Rys. 3

t.. 2 )
gdzie px s3 nieznanymi przemieszezeniami uogdlnionymi, Uy, ..., $x znanymi funkcjami

(..) = a(..)[ou".

Wiezy typu kinetycznego postulujemy w postaci wyrazajacej czgsto stosowany w prak
tyce fakt pomijalnoci wplywu niektérych skladowych stanu napigcia na zachowanie sig
diwigara . ’ '

= fpt, =yt m = am?, et (2.20)
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gdzie n‘;‘,ﬁ, ..., % sa parametrami przyjmujacymi wartosci ,,0” lub ,,1”” w zaleznosci od
tego, czy dana skladowa jest pomijana czy dowolna. Formalny zapis (2.20) powyzszych
wiezéw zezwala na niewyszczegélnienie na etapie ogdlnych rozwazafi, ktérg z wielkosci
statycznych mozna uznaé za pomijalnie mala.

Zajmiemy si¢ nastgpnie wyprowadzeniem réownan statecznosci. Przyjmiemy, ze sktado-
we stanu obciazenia sg na tyle duze, ze bez zmiany warunkéw brzegowych mozliwe sg
rézne postacie poloZenia rownowagi okre§lone przez zaburzenie stanu podstawowego przez
dodatkowe wektory malego przesunigcia 09 = 0v,F*+0vd, 1 obrotu 39 = o8,y +099,
zgodne z wigzami (2.19), tj. okre$lone przez przyrosty oyx(K = 1,2, ..., N) przemieszczen
uogdlnionych (por. zal. 1)

N 1 1 1 2 2 2 2
(90, 00, Oy, 09) = Z [(Tak> Vs Paxs Px) O + (Vx> Vxy P Bx) a‘/’fK]- (2.21)
K=1

Wykorzystujac fakt, Ze ,,catkowity” i ,,podstawowy” stan przemieszczenia, napiecia
i odksztalcenia spelnia réwnania i zwiazki (2.2). (2.4) — (2.11), (2.19). (2.20) oraz uw-
zgledniajac zalozenie 5 otrzymujemy réwnania problemu statecznosci:

réwnania rownowagi

Pp—b30PP +0r = 0,  Op|u+ bupdp™ +or = 0,
omP|y — by o’ — e30pP + e (g, OpP + 07, P) + €§(, 0p"8 + 09, p"P) + 0s* = 0, (2.22)
™|+ bop O + €,,505%F + €L (P, Op™* + Opp, ™) + 05 = 0,

statyczne warunki brzegowe

Py = ov*,  PPnt = ov, IMmy = p*,  OnPng = dp, (2.23)
geometryczne warunki brzegowe (zgodne z wigzami typu kinematycznego)
My, =0, dv=0, 084,=03%=0, (2.24)
gdzie | |
Pog = 0Vglo—bogdV, 0Py = Ovlu+ by, 2.24)

oraz.
‘ OpP* = Op™ + g¥(Pys0p™ + 09, ™) — 8"(Ps0p" + 3751,
B8 = opP+ 7,007 + 37, 0", (2.26)
O = o™ 1 ¥ (§,50mP + 35,5 mP") — g(y0m’ + Ofsm’),
omf = dmP + $,0m" + 8y, m??,
‘zwiazki fizyczne
op*f = A"y, p* = A*dy,, :
i Vo 7 7 2.27)
om* = B, Om* = B*0u;,
zwiazki geometryczne
s = OVply—Dbupdv — e300,  Oyi = (’)v|a+b§3vﬁ + ebovg,

i ) ) 228)
a”aﬂ = aﬁﬁqu—baﬁaﬁ, 39:“ = 319|a+ba319ﬁ,
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oraz zasade idealnosci wigzow kinematycznych
f (Or*0vy + Or 8v + 0509 o + 05 0P dm + f (07*0v, + 070 + Ju 89, + duéd)d(om) = 0,
7 on

(2.29)
i kinetycznych

[ @rag— 0v3) 80 + @y~ By2) 9™ + (@t — O) S + (Ot — 003) S®] . = 0, (2.30)

przy czym
op°P = mePope,  Op* = %P,  Im* = gFom™,  om* = aLom*. (2.31)

W zaleznosciach (2.31) parametry ;ze;‘jﬁ, vy 7T przyjmuja wartosci ,,0” lub ,,1”, przy
czym w stosunku do (2.20) odrdzniono ;{",‘,ﬂ s ey 7% 0d P, ..., n% z uwagi na fakt, ze
pomijalnoé¢ pewnej skladowej stanu napigcia w stanie podstawowym moze by¢ nieuza-
sadniona w stanie zaburzonym i odwrotnie.

Jezeli nie nakladamy wiezow wewngtrznych to wobec dowolnodci i niezaleznofci
80y, ..., 00 oraz 8p*, ..., Sm* z zasad idealnoéci (2.8), (2.10) i (2.29), (2.30) wynika, Ze

s — o — o — o —
rFf=r=0, s-.)v-O, *=1=0, pr=pu=0, 2.32)
Yap = y&k& Yo = Vi, Hap = ”&kﬁ, My = HF
oraz
o*=0r=0, ds*=0ds=0, n*=0r=0, du*=270u=0,
. (2.33)
0Vap = 05, e = Oya, Oy = OxYs, Oxy = OxX.

Zatem wyprowadzone réwnania sprowadzaja si¢ do réwnan statyki i stateczno$ci mo-
delu dwuwymiarowego.

Otrzymane rezultaty mogg by¢ podstawa dalszych uproszczen.

Zgodnie z ogdlnym postulatem liniowoéci prezentowanej w tej pracy teorii przyjmiemy
(por. zal. 7), ze w réwnaniach stanu podstawowego (2.4), (2.5)

)Zaﬁ = O) ';}a = 0. (234)

Czgsto w praktyce, zwlaszcza w przypadku, gdy znany jest rozklad p*, p*, m*, m® za-

kiada sig, ze stan podstawowy ofrodka jest ,,sztywny”, tzn. réwnoéci (2.34) uwzglednia sig
réwniez w (2.22), (2.26).

Inne mozliwe uproszczenia wyprowadzonych réwnan i zwigzkéw dogodnie i bardziej

stosownie jest rozwazaé dla konkretnych pod wzgledem ksztaltu i struktury typdw dZwigara
oraz rodzajéw obciaZenia i warunkéw podparcia.

3. Réwnania statecznoSci modelu jednowymiarowego
Po wyznaczeniu z (2.5), (2.6) sktadowych reakciji wiezéw, a z (2.19) wariacji sktadowych

stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady idealnosci (2.8), wykorzystaniu zgodnie
z zat. 7 zwiazkéw (2.34), zaleznodei (2.20) oraz = = {['(u'), u' € <u}, u)} otrzymujemy
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po wykonaniu catkowania wobec dowolnosci i niezaleznodci dypx(K = 1,2, ..., N) uogél-
nione rownania rownowagi stanu podstawowego [6, 7]
2 2 1 1 2 I
gll’('—ﬁ;(_gl;('*'dj}('l'p;(—FK = 0 (ule(ui’ui)) (3-1)
i warunki brzegowe _ i
2 , 1 1 ’ 1
.![1 (DK K+FK = "'Gl(a lub Yk = Yxas
3.2)

le = GK!! lub 1/);( = 'l/)K:x (ul = ué):

gdzie uvogdlnione sity wewngtrzne, zewngtrzne przgstowe i brzegbwe okreslone sa odpo-
wiednio wzorami:
Ve i

Y b4
Yy = f { ¥ ok + mp p* vx + ‘“0“ + mim vK)

T'(uty 1/8‘72_2_
¥ ¥ y ¥
f (”; pap Yapx + n;pa)’ax + ”gnﬁ mdﬁ"aﬂx + 7 ma”al() l/;— ar,
Ge) 822 (3.3)
v ( 4 ) Ve « )
Fy = q 'v“,(+qvx+h ax+hz9x dl'+ L ‘p vax+ pv,(+ ‘'m ﬁax+ mz?,(
reh P g 22 ar()
y v y y y ra
Gyp = (- 1 f (‘Pa”ax +'pog + 'm*Geg + ‘mﬁx) l/i dar’,

I(ih) 1/822
przy czym Ldu! = d(oI'(w")), jesli oI'(w') # @; (...)' = 0(...)/du*, natomiast

Y ke Y ? Y Y ﬂ‘)' Y
~ YapK = ‘prla—baﬂ‘vx—eaﬂ'ﬁm Yax = lea+ba7’px+e£0x:
Y Y Y Y Y Y (34)
Hapr = '0px|a—bau?9'x, Hag = 19moz'f' bg'ﬁﬁx-
Podstawiajac (2.19) do (2.11) i wykorzystujac znane z geometrii powierzchni wzory

znajdujemy

D=

1 2 , A
Yap = [?’aﬁx"l)x + Vapx Px + 014 (”ﬂx Yr+ 'Uﬂx"l’x)] >

K=

_

= 2 [y“K'lPK'i';aKw;('*'éla(;KW;(‘f'72)1("/);(')]’ (3.5)
K=1

N 1 2

ap = Z [%aaxwx'i"ﬂaﬂxw;rl-ém(ﬁlpxw;(+’;ﬂxip;<')],
=1 .
g, ["axwx+”aKWK+51a(?9x‘Px+19xWK”

Y y y .
8dzie Yupx , Vo » Vepk s yax sg okreslone za pomoca (3.4), d,5— jest symbolem Kroneckera.
Zwiazki fizyczne odwrotne do (2.9) zapiszemy w postaci :
Yap = V“ﬁéﬂpen’ Vo = VaEI)Ea Kup = gaﬂfnmenx Yo = gaémea (36)
gdzie V,4e,, ..., G, 53 tensorami podatnosei sprezystej. Stosunkowo fatwo moze je wyzna-
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czy¢é w przypadku rusztu pretowego i powloki perforowanej (por. (2.14) - (2.17)), gdy
A =1, 11 i dyskretna siatka osi elementow pokrywa si¢ z ortogonalnymi liniami parametry-
cznymi powierzchni podstawowej.
Uwzgledniajac (3.6) i (2.10) w zasadzie idealnosci (2.20) otrzymujemy
(Vapeg P ~ya) i = 0, (Voempp® —yd)ody = 0, .
(Fogsy it — i)l = 0, (Querhym’ —x)aty = 0 3.7
(nie sumowaé wzgledem a,f).
Na podstawie (3.5), (3.7) fatwo znajdujemy wyrazenia na niezerowe skladowe stanu
napiecia w funkeiji pg, Wk, k. Posta¢ tych wyrazen jest nastgpujgca:

N 3 N3
i X 7 .
nc;}ﬂpaﬂ - n:ﬂ 221,%91'0%—1), mpt = Z Z &=,
(=1i=1 k=1i=1 ;
N3, N3, (3.8)
1 7 .
et = i 3 D iyt mmt =l D) D mgy-,
) K=1I=1 K=1i=1
gdzie wprowadzono oznaczenia
wg(i_l) = Yg, 1/)11(5 1/);(’5 dla i= 1, 2, 3. (3-9)
Po podstawieniu (3.8) do (3.3); , otrzymujemy uogdlnione zwiazki fizyczne
[ N3 ai i1 o o3 al 1 -
W= D D W™,  B= D Y Grupfi=?, (3.10)
L=1i=1 © L=li=1
gdzie
11" ( lozv ila 1y Il lav ila 17 il) l/g—
PKL = Ty VaxPL +7zp'vaL + Ty 0aKmL +nm0KmL B /— dI”
Iut ] g22
" ' 3.11)
P Y ! y i y { v i o ‘
Dyr = f (%"5” Vapk P + 7y Var DL + 75 %o M + 7 e m-i) /'/—i dr'.
Y : V822

W przypadku gdy wszystkie parametry 7%, ..., 7% sa réwne jednoécei, to po bezposred-
nim uwzglgdnieniu (3.5) w (2.9) wobec yo3 = Vs, VYo = V¥, %op = ndy , 4y = ¥ (por. (2.10))
a nastgpnie w (3.3);,, uzyskujemy nastgpujace wzory na uogélnione sztywnosci

ya " y ‘ 1 3 2
pﬂa = Adﬂ ﬂ(yfﬂK'*'(SZV(SIe'vr]K)’ py = Aaﬂlmvnl(,
¥ aé( y 1 3 2
Pk = A%t 800,k = A0,
-~ enl? ; 1 ) 3 2
M = B 03,800, i = B (3.12)

'I:a " b4 1 3 2
i mMg = B x£K+621!61579K), mo]t( = Balﬁx,
oraz ’

R P AL Sy
i = f Ao Ve, + A vg ye + B "lqax"eqL-i‘BlEl‘)x”eL‘i‘
r(ut) :

y 1 y 1 y 1 y 1 o
+620(Am1”7)a1(7’qL+A“7)K7}L+Bm1ﬂ"9ax"9nL+Bu'ﬁK"9L)] l}/_g___ dI”
’ . 822
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‘ [ af s y > os) ’ 3 ro2 voo
Oy = Ay gk Veyr + A% Vax Ver + B tapy oty + B sygner +
I(u') -

(S (A w ]y“ﬂK’v7L+A yaKvL+B ﬂh]”aﬂh?()uL'i'B HaKﬂL)] /]/g dar’,
V&2

»3
g/KL — f(Alah],U ) L+A ’Z)I\‘Z)L-l-Bmmﬂ 1),,L+.B1119‘ ,l)L) ]/g
@ty - 822

3 v 2 v 2 y 2 y 2 /
Ok = I(Aam")’aﬂxan‘FAal)’ax (43 +Bmﬂmﬁa/tx?9nz.+B°‘1%¢K19L) Ve ar,

Ity : V 822
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(3.13)

.. b, . .
Po uwzglednieniu (3.10) w (3.1), (3.2) latwo otrzymujemy réwnania rézniczkowe
i warunki brzegowego jednowymiarowego modelu stanu podstawowego — réwnania sta-

tyki jednowymiarowej teorii infinitezymalnej.

Nastepnie wyprowadzimy réwnania stanu zaburzonego. Obliczajac z (2.22), (2.23)
przyrosty reakcji wigzéw, a z (2.19) wariacje sktadowych stanu przemieszezenia, i uwzgled-
niajac w (2.29), wykonujac catkowanie przy wykorzystaniu znanych z geometrii powierzchni
wzordw, zaleznodei (2.20), (2.31) oraz = = {I'(u'), u' € (ul, uld} otrzymujemy wobec do-

wolnosci 1 niezalezno$ci dyx(K = 1,2, ..., N) réwnania réwnowagi

2 2 1 1
PR — 0Dy —oWR +0D =0,  (u' e (ui, u}))
1 warunki brzegowe

2 2 1
QWY —dPI—0W2 =0 lub  dyx = 0,

2 .
BY’,‘E =0 lub 3’(/);\ = ( (u1 — ué)
gdzie wprowadzono oznaczenia

Q- o Q o a o Q 3 Q 3
OVe = f(p‘“z;ax+p‘v,<+m‘“ﬁax+m‘19x) -—]/i du?,
It 822

4 e [ [ [ 4
DY = f [p“”yaﬁx 4 B ak + Py + % — € (53, W30D° + 07, Wl D% Dok —

Vs,
]/gzz

e
—éj (}‘}?zgﬂapyﬁ + aﬁyﬂl’sﬁpw’) Dox — €& (73111' *ﬁaal’ + 3'}’:37 ”a % (’a) ? K]

e e e e
gdzie Yugg, Vax» #apx > #ax 52 okreslone za pomoca (3.4).

Podstawiajac (2.19) do (2.2), (2.25) znajdujemy (por. (3.5))

f’aﬁ = Z [)’3,91( Yr+ ;’200( 1/);< + 014 (;ﬁK"I);( + ;/mip;cl)] s
K=1 ]

= 2 [yg,(q)x + ;gx‘lp;( +51a(71x’ll’;<'|:"2)1<’/’;<’)] )
K=1

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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. N 2 2 ) i o2 .
g = [yaaxaw + Vapx Ok + 01 (vpx Oy + vpx Ok )] 3.17)
K=1 [Cd.]
o < ! | 20 ’ ! ’ 2 ’r
Yy = 2 [Vgx Ik + Yax Ik + 010 ('Uxa’l/)x + ok 31,0,()] )
k=1
gdzie (por. (3.4))
')'0 Y Y 0 Y P Y
Yapx = Yapx +€ap Pk Yoex = Vax — eaﬁ'px . (318)

Postepujac analogicznie jak przy wyprowadzeniu zwiazkéw (3.5) - (3.8) otrzymujemy
na podstawie (2.27), (2.28), (2.30), (2.31)

A 2 , 1 o2 B
3735 = Z [7aﬂKa'l/)K+'}’aﬂKa1/)K+61a(7)pxa1/)l(+'pralpx)],
K=1

N S
ot = O [ yextnt vexdvic +0ralondyic + o),
K=1

N 2 , 1 , 2 X (3.19)
Onfy = [”aﬂx Ok - apx Ok + 014 (0ﬂx Oy + Dok Mpx )] ,
K=1
N
_ S3[1 2 ) S
ony = Z [”axa’l)x‘i'"axa"/’x+51a(19x31/)x+19xa¢1<)],
K=1
a nast¢pnie
N 3‘ i N 3 .
Repop® = 70 D7 D apoyi=P,  Fwopr = K2 Y Y opraylih,
: k=1i=1 k=1i=1
N 3 Y s (3.20)
\ i ) . N
Refome? = 358 D) N omPoyy-0,  wmomt = D) Y omudpi-Y,
K=1i=1 K=1i=1
gdzie
MY = dyg, dyk, Iy dlai=1,2,3, (3.21)

i i [ i
pyY, op%, om¥, dm% sa znanymi funkcjami zmiennych (&%) (réwnymi odpowiednio p¥,
i i i )

P M, mig, jeSli w3 = wif, fe =, 7 = nf, W = ).
Uwzgledniajac (2.20), (2.31) w (2.26), a nastepnie w (3.16) przeksztalcamy wyraZenia na

[4 e
o¥2, 0DT nastepujaco:

e
QWY = 0PL 4 0%E 1002, 0DY = OBk + 9% + D, (3.22)
gdzie .
e 13 .
o4 = f(}‘Z;“apwva,ﬁ?glaplix+?z;rammfaax+}“z;am13x) l}/_g_, ar, (3.23)
T : 822




STATECZNOSC SIATKOWYCH DZWIGAROW POWIERZCHNIOWYCH 109

* e * e e e
o0 = f (W‘Z” 0P Pupic + 70 Op Yk + T O ot + 3m°‘xax) ]/‘/g dr,
I 822

e . e . e
oV = f [ @V yamy D~ BP sl P Oy + 0P, 7 p 0y +
I'(ut)

Ve _ ar,
822

o o e ) a
820y marm"Y — OpamhmY) Pk + 0P, 7on m' 1Y K]

Q . o o Q o’ q v
0Pk = f (605 ot o - 35, o 0°) Vpux + 09y PPy +
I(u')

’ e e
+ g"‘”(ay,,anﬁ"mﬁ" a}‘)dnﬁmﬁ)”ﬁax _I_a)‘}yﬂgrmﬂr”ﬁx__

— (e“”a'}jﬂyn — eﬂ ay ﬂyﬁpyp)ﬂax —é, ayﬂy ﬂﬁapﬂaﬁxl ]/g ’ (3.23)
V82 [cd.]

93 [ ads e *.Iy v iy lya
o¥g = 8Py amy 0D’ —}’dﬂpa[’ )'UaK"‘)’y op*tog+
Pt

/
+g°‘"(;3,57’§,},”3m —y,,n,,,am )0ax+;3,,n,§,”3m1”0x] /]E_ dr,
V822

e e e
o83 = [ 16,8007 — 3534200 Yo + 5,50 80"

0 K o ¥ e o * e
+ go‘d()’yd ng'ramﬁy - 767‘& amﬂ) Hoax + Yy ﬂﬁ?aml‘”xpx -

Vg _

822

- (e“”yﬂ,, nf opP — egy,, n”ﬁ Bp”ﬂ) q?a x— €Ly yp,, n”"‘apﬁ“ﬁ K]

Po podstawieniu (3.17)3,4 do (3.23)3,4, a (3.20) do (3.23); 2,5, 1 uwzglgdnieniu (3.21)
mozna wielkosci (3.23) tatwo doprowadzi¢ do postaci (j = 1,2, 3)

N 3 R N 3
i 0 ol
ot = 3 Doy, bk = Y Y Bludvi?, (3.24)
L=1i=1 ' L=1lI=1
gdzie przykiadowo jest (por. (3.11))
Qil ) I/E dF
Yir = vaxapL +ﬂp‘vx3pz,+ﬂm ﬂaxamﬁn ﬂxamL ——==dT,
Ity 1/g22
ol (3.25)

oi » g
qjll(L = f (na yaﬂK 3PL + 7zp yaK apL + ﬂ;m ”aﬁl( amLﬁ + ﬂ;m ”ﬁK amL) ““‘“ dP
() .
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- . . o
Zalezne od sktadowych stanu napigcia W stanie podstawowym miary sztywno$ci W2,

Oi M i L4 X3 . . . . ”,
@2, mozna po wykorzystaniu (3.8) przedstawi¢ w funkeji liniowej przemieszczenn uogdl-
nionych tego stanu
oi A oi ) el 3—1 oi ) ' '
Wz, = 3 N W gg-n, D= ) D kgD (3.26)
~ .

J=1 j=1 J=1j

M=

—_

of oi -
i podobnie zalezne od deformacji konfiguracji poczatkowej miary sztywnpsci ¥g;,, @iy moz-

na po uwzglednieniu (3.17),,, (3.9) wyrazi¢ nastgpujaco:

. N 3 ; N3
By = 3 Mo, Gho= D Y Byt e
J=1 j=1 J=1 j=1 .

Wyznaczajac z réwnan (3.1), (3.2), (3.10).jednowymiarowego problemu brzegowego
uogdlnione przemieszczenia yy w funkcji parametru stanu obciazenia, a nastgpnie podsta-
wiajac je do (3.26), (3.27) otrzymujemy na podstawie (3.14), (3.15) i (3.22), (3.24) réwnania
jednowymiarowego uogdlnionego zagadnienia na wartoéci wiasne, z ktorego obliczamy
krytyczne warto$ci parametru obcigzenia i postacie wyboczenia okreslone przez dwy.

Jezeli pominiemy wplyw deformacji powierzchni = w stanie podstawowym na wyzej
opisany problem statecznoéci dZwigara, to zgodnie z (2.34) w zwiazkach (3.22) nalezy
przyja¢ (por. {1])

aP3 —0, ad3 = 0. (3.28)

‘4. Uwagi koncowe

Wyprowadzone w p. 3 ogélne réwnania moga by¢ podstawa budowy jednowymiaro-
wych modeli statecznosci.

- Jezeli ksztalt i struktura dZzwigara odpowiada przyjetym w pracy zaloZeniom, a szeroko
rozumiane doswiadczenia wskazujg na praktycznie uzasadniong mozliwo$¢ przyjecia hi-
potez geometrycznych i statycznych prowadzacych do rozwazanych postaci réwnan wig-
z6w, to w wyniku postepowania opisanego w p. 3 otrzymujemy stosunkowo prosty model
zagadnienia. Oczywiécie istotnym czynnikiem jest réwnieZ typ obcigzenia zewngtrznego
i warunkéw podparcia oraz relacje miedzy charakterystykami geometrycznymi dZwigara.

Konkretny przyktad zastosowania przedstawionej koncepcji ujecia problemu statecz-
nosci wraz z propozycjg dalszych uproszczen otrzymanych réwnan zamieszczono w pracy
(8] ,

Prezentowane w p. 2 i 3 rozwazania wskazujg, ze uogélnienie koncepcji na przypadek
teorii geometrycznie nieliniowej jest mozliwe. Jednak zlozono§é odpowiednich réwnan
i wzoréw oraz stopni trudnosci uzyskania rozwigzania tych réwnaf znacznie wzrasta.

Pewne inne uogdlnienia i rozszerzenia w zakresie liniowym mozliwe stosunkowo latwo
do adaptacji na zagadnienie statecznosci (w rozumieniu tej pracy) zawiera po§wigcona pro-
blemom statyki i drgaf obszerna rozprawa [7]. Rozszerzenia te dotycza giéwnie struktury
dZwigara, ksztaltu powierzchni podstawowej i postaci réwnafi wiezéw wewngtrznych.
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W pozycji [7] poruszono réwniez tematyke poprawnosci i dokladnosci modelu jednowy-
miarowego i podano bardziej wyczerpujaca literaturg dotyczaca ciaglych modeli dzwigaréw
siatkowych i1 mechaniki kontinuum z wigzami wewnetrznymi.

Obszerng bibliografi¢ problemu matematycznego formulowania zagadnien z mecha-
niki ustrojow siatkowych (w tym zagadnienia statecznosci) zawieraja monografie [3, 4,5]
oraz rozprawa przegladowa [9)].
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Peaome

YCTOWYMBOCTD ONHOMEPHOM HEIIPEPLIBHOM MOIEJIM CETKOOBPA3HBIX
VIIPYTHX ITOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYKIIMIT d

Ilpenmerom macTosiuiell paboThI SIBJITIOTCS JIMHEHHbIE YPABHEHUST yctox‘»'mﬁiaocm B cMblcfie DHnepa
IIOBEPXHOCTHBIX YIIPYLHX CHCTEM C LyCTOH pErynspHOil CeTioll 2J1EMEHTOB. DTH YPAaBHEHHA IOJYYEHbI
B pe3ynkTaTe, NPHUMEHEHHS NOJNOXKCHUH MEXQHUKH KOHTHHYMa C BHYTPERHBIMU CBIAMY Y, BospHAKa
YPABHEHHAM IOBEPXHOCTM THIIA I(occepaTOB SIBISIOIIEICA HENPEPHIBHONK MOJENEl PACCMATPHBAEMBIX
KOHCTpyK1tuH

Summary

STABILITY OF A ONE-DIMENSIONAL CONTINUOUS MODEL OF LATTICE-TYPE
ELASTIC SURFACE STRUCTURES - ¢

The paper deals with linear equations of stability for a one-dimensional continuous model of elastic
surface structures with a dense regular lattice of elements. The equations were obtained by applying
Wozniak’s concept of continuum mechanics with internal constraints to equations of stability of Cosserats’
surface, being two-dimensional continuous model for surface grids and perforated shells. The condition
of stability in the Euler sense was formulated, i.e. the adequate one-dimensional boundary — value
problem was presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 16 listopada 1983 roku



