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1. Wstep

Przeptywy MHD w kanalach plaskich i okraglych o niesymetrycznych ksztaltach, -
wystepujace w roznych urzadzeniach technicznych, budza od dawna duZe zainteresowanie
wielu badaczy.

W pracy [1] dokonano przegladu zagadnien przeptywéw MHD w kanalach o réznych
ksztaltach i przekrojach poprzecznych — omawiajac rozwigzania analityczne, uzyskane
przy pewnych dos¢ znacznych zaloZeniach upraszczajgcych. Prace [11, 12, 13] podaja przy-
klady analizy przeptywu plynnych metali w zakrzywionych kanalach, w obecnosci pro-
Stopadlego zewngtrznego pola magnetycznego.

Badaniami plaskich przeptywéw MHD w kanalach o niesymetrycznych rozszerzeniach
lub przeptywéw, ktére do takiego modelu daly si¢ sprowadzi¢, zajmowano si¢ w pracach
2 7. 81

Celem tej pracy jest uzyskanie numerycznego rozwigzania zagadnienia ustalonego
Plaskiego przeptywu MHD w kanale z niesymetrycznym uskokiem, wywolanego gradien-
tem ci$nienia badz ruchem scianki ograniczajacej przepltyw (rys. 1).

Przyjeto nastgpujace zaloZenia upraszczajace, dotyczace wiasciwosci plynu: gesto$é
@ = const, lepkos¢ dynamiczna 4 = const, przewodnos¢ elektryczna o = const.

Tak zdefiniowany plyn lepki i przewodzacy elektrycznie bedziemy dalej okreslaé
mianem ,,ptynu magnetycznego”.

Dodatkowo zakladamy, ze wektor pola magnetycznego B (0, By, 0) jest prostopadly
do ruchomej $cianki kanahu.

Réwnaniami okreslajacymi stan ,,mechaniczny” przeplywajacej cieczy sa przy tych
zalozeniach®:

— rownanie cigglosci,

— magnetohydrodynamiczne réwnanie Naviera-Stokesa,

— rownania Maxwella,

— prawo Ohma.

Badania przeptywu plynu magnetycznego przeprowadzono dla przypadkéw:
— przeplywu wywolanego gradientem cis$nienia, tzw. przeptywu Poiseuille’a,

> Réwnania te przedstawiono w nastepnym punkcie pracy.
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— przeplywu wywolanego ruchem §cianki, tzw. przeptywu Couette’a,

— przeptywu wywotanego — lacznie — gradientem cisnienia i ruchem $cianki.

Rozwiazanie zagadnienia ograniczono do przypadku przeplywu dla malych liczb
Reynoldsa (Re < 50), dla ktérych przeplyw jest stateczny, a zastosowana metoda roz-
wigzania numerycznego jest stabilna i zbiezna.
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Rys. 1

Wymiary a i ¢ (por. rys. 1) przyjeto na tyle duze, by przy zmiennych wymiarach b i d
wplyw zaburzeni powstalych w miejscu zmian przekroju kanalu na rozkiad predkosci na
wlocie i wylocie z kanatu byt pomijalnie maly.

2. Réwnania ruchu plynu magnetycznego

Réwnaniami opisujagcymi ruch plynu magnetycznego dla przypadku przepltywu usta-
lonego s3:
— réwnanie ciaglosci
divV = 0, . o)
— réwnanie Naviera-Stokesa :
' o(Vgrad)V = —gradp+uV2V+/x B, 2
— réwnania Maxwella :

rotE = 0,
rotl} = U, s . &)
divB =0,

— prawo Ohma
j = o(E+VxB). (4)
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Przechodzac do ptaskiego ustalonego przeplywu plynu magnetycznego bedacego
tematem pracy i uwzgledniajac jednoczesnie tzw. przyblizenie hydrodynamiczne, to zna-
czy zakladajac: male wartosci wektora natezenia pola .lektrycznego E?, oraz male war-
tosci magnetycznej liczby Reynoldsa, sprowadzamy réwnania (1) i (2) do postaci:

ou v
Ty = ‘&
ou ou\ ap
9( B —y) e gl ©)
( L +v_6_'v_)_ ——a£+ Av
ox Ty TR

przy czym uwzgledniono (4).
Réwnan tych uzyjemy teraz do opnsu przeplywu plynu magnetycznego w rozpatrywa-
nym kanale (rys. I).
Wprowadzajac funkcj¢ pradu okreslona zaleznosciami:’
oV ¥
= —_—— _— 7
g oy’ Y= Tox M
oraz eliminujac ci$nienie z ukfadu réwnan (6) otrzymamy:

W A o,V

%0r 2p xR

gdzie ¢ jest wirownoscia. Jest ona zwigzana z funkcjg pradu ¥ zaleZznoscia:

= v4¢, ®)

ov ou
= — - == 9
A ==t | ©)
przy czym A oznacza operator Laplace’a
0? 02
T T

Aby uzyskane rozwiazanie ukladu réwnan (8) i (9), féwnowainego ukiadowi (6), bylo
dogodne w praktycznych zastosowaniach, wprowadZmy zmienne bezwymiarowe:

Xre=Lxt, y =1Ly, u= U, v = U'v.’,
1 - 5 U UL

= — e = r = === - —i = 10

p 2@U - ![’.' uLy', ¢ LZ_,', Re o (10)

H = BoL Vi,

Przy czym sens oznaczen jest nastepujacy:
U — $rednia predkosé przeplywu cieczy w wezszej czgsei kanalu
L — szerokos$é kanatu w wezszej jego czesci, 22 =
Re — liczba Reynoldsa,
H — liczba Hartmana.

el e

? Inaczej méwiac spemiona jest zaleznoié: E/(V x B) < 1.
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Wprowadzajac zaleznosci (10) do réwnan (6) lub do réwnan (8), (9) otrzymamy bez-
wymiarowg posta¢ réwnan ruchu. Opuszczajac w tych réwnaniach (dla uproszczenia
‘zapisu) kreski przy wielkosciach bezwymiarowych otrzymujemy:

1} Zg/
(ag{ gl g gc_)Re 8

h oo Y
P TR T L T ¢ n

AY="0 (12)

3. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla réwnan (11) i (12), dotyczace granic obszaru przeptywu, wyni-
kaja z nastepujacych zaloZen:

a) plyn na ,,wejéciu” i ,,wyjsciu” z kanalu porusza si¢ ruchem laminarnym,

b) skladowe predkosci na sciance nieruchomej:

u=10, 9=0; (13)
stad wynikaja warunki
I/
o 0, 2 =0, ¥ = const. (149
on Os

0 0 . 3 . :
na $ciankach kanahu (_;;’ 5, 0Znaczaja pochodne w kierunku normalnej i stycznej do

s’cianki) .
c) sktadowa predkosci na Sciance ruchomej:
u=U, v=0; (15)
wynika stad warunek
¥ = const.

na tej Sciance®.

Uwzgledniajac warunki (13), (14) i (15) oraz wykorzystujac zaleznosci (7) i (9) otrzy-
mamy nastgpujgce wyrazenia®:

— dla funkcji pradu

| (chH-1) B
— dla wirowosci
4 (chH—1) '

3 Warunek ten zwiagzany jest ze sposobem obrania ukiladu wspéirzednych.
4 Parametry A 1 B sa wielkosciami zaleznymi od przyczyny wywolujacej ruch plynu: np. 4 = 12,

B = 0 oznacza przeplyw wywolany gradientem ciénienia, za§ 4 = 0, B = 2 — przeplyw wywolany ruchem
§cianki.
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4. Schemat réznicowy réwnan ruchu

Pokrywajac obszar przeptywu siatka prostych, rownoleglych odpowiednio do osi
wspoétrzednych (por. rys. 1):
=y i, W= Na2n a0
Y =Yo-t iy, {7 =TL2-);
otrzymamy kwadratowa siatke o kroku réwnym #.
Zastepujac pochodne wystepujace w rownaniach (I11) i (12) prostymi wyraZeniami
roznicowymi [6] otrzymamy wzory dla ¥; ; oraz {; ; w punkcie ,,0”, w zaleZnosci od
wartosci tych funkcji w wezlach sasiednich:

3 1 . Re
Ci,j = 4 ((TNITE IR SAPRIE AT 16_[(CI+I.J_CI—1.J)(WLJ+I -0+
H? '
— (1 =P D= - N+ s -2, + W ), (18)
4

1 1
W = ‘4*'(?/1“.1'*'?/:—1.j+q/1.1+1 i) — ‘4"/724'1.1- (19

5. Rozwiazanie réwnan réznicowych

Otrzymane w poprzednim punkcie pracy przyblizone réwnania réZnicowe rozwiazano
metoda iteracji.

Wartosci funkcji pradu i wirowosci na granicach obszaru obliczeniowego, tzn. na ,,wej-
$ciu” 1 wyjsciu” z kanalu s3 znane i stale w ruchu ustalonym. Na $ciankach natomiast
znane s3 tylko wartosci funkcji pradu.

Wartoéci wirowoséci na $ciankach s3 poczatkowo (jak w calym obszarze obliczen)
zatozone mozliwie blisko przewidywanych, a nastgpnie przyblizane w toku procesu itera-
cyjnego.

Do poprawienia wartosci { na brzegach obszaru (tj. w wezlach oznaczonych przy-
kladowo ,,krzyzykami’’ na rys. 1) wykorzystano zaleznos¢ wyprowadzong w pracy [9].
_3¥-¥) & 3U

S e (20)

bo h? 2 h

Aby unikngé nieustalonych oscylacji pola wartosci funkcji wirowosci nie stosuje si¢
w nowym cyklu iteracji wartosci bezposrednio wyliczonych z wzoru (20), lecz jej kombi-
nacj¢ liniowg z warto$cig z poprzedniego cyklu. Dla nieruchomej $cianki bedzie

5P = 287+ Lo — L5, @n

gdzie:
L&'~V — poprzednia warto$¢ brzegowa,
{o — nowa wartos¢ brzegowa,
£ — wartosé brzegowa wprowadzona do nowego cyklu iteracyjnego.
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Osobnego traktowania wymagaja naroZza wystgpujace w obszarze przeplywu.

Dla naroza wklgstego wartosci brzegowe w punktach 6 i 7 poziomej §cianki oraz w punk-
tach 8 i 9 pionowej $cianki naroza wyliczono poshigujac si¢ zaleznoscia (21) zastosowana

odpowiednio do punktéw 5, 10, 11. Wartosé¢ w punkcie 12 naroza musi by¢ réwna:

Clz - Cs o Cs-

w punktach 1 i 4, druga przy uzyciu odpowiednich wartosci z punktu [ i 3.

2498

r"""'77* ,,,,,,,,,,,,,
/ P =299
A/ 'i -2,500
z 722,502
7
? 7 7 //

Rys. 2. Funkcja pradu ¥, Re =20, H =05,
dxb=2x1
— ASBLLL. 7. / AL A

-2361
-2391

= 2486

" 2491

m 2/098}777777777\_—\/7

Rys. 4. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 0,5,

Przeplyw plynu wywolany gradientem ci$nienia 4 = 12, B= 0
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3. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 1,0,

dxb =2x1

LLLLLLLLLLL L L

5. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,

dxb=2x1

(22)

Dla naroza wypuklego wyprowadzono dwie rézne wartosci z powodu duzego gradientu
wirowosci. Jedna .z nich wyliczono przy uzyciu zaleznosci (21) i odpowiednich wartosci
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6. Wyniki oblicze. Whioski

Zastosowany w pracy schemat réznicowy dla magnetohydrodynamicznych réwnan
Naviera-Stokesa charakteryzuje si¢ dla matych liczb Reynoldsa dobra stabilnoscig i zbiez-
noscia.

Obliczenia przeprowadzono dla liczb Reynoldsa Re = 0, 1, §, 10, 20, 50, liczb Hart-
mana H = 0,1, 0,5, 1, kroku siatki A = 0,1, wymiary kanali przyjeto: dxb = 2x1,
3x 1. Rysunki 2+15 przedstawiaja sporzadzone na podstawie obliczen wykresy linii

Przeplyw wywolany ruchem $cianki 4 = 0, B =2,

lc.

2,620
12,376

O e Vo e

Rys. 6. Funkcja pradu % Re =20, H=0,1, Rys. 7. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 1,0

dxb=2x1 dxb=2x]
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Rys. 8. Funkcja pradu ¥, Re =50, H=10,1, Rys. 9, Funkcja pradu ¥, Re =50, H = 1,0,
dxb=2x1 dxb=2x1

5 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84



386 E. WaLIcKI, J. SAwICKI

Przeplyw wywolany ruchem scianki i gradientem cisnienia A = 6, B = 1
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Rys. 10. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 0,1, Rys. Il. Funkcja pradu ¥, Re =20, H = 1,0,
dxb=2x1, dxb=2x1
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Rys. 12. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 0,1, Rys. 13. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,
dxb=2x1 dxb =2x1

Y = const., dla réznych liczb Reynoldsa (Re = 20, 50) oraz rozszerzenn kanahu. Fakt
ruchu $cianki zostal uwidoczniony na wykresach zaznaczeniem wektora predkosci U.
Na podstawie przeprowadzonych obliczerr i analizy wykreséw funkcji pradu mozna
sformutowaé nastgpujace wnioski dotyczace przedstawionego tutaj plaskiego, ustalonego
przeplywu plynu magnetycznego w kanale z niesymetrycznym uskokiem w obecnosci
poprzecznego do kierunku przeplywu plynu pola magnetycznego:
— dla s$cianki nieruchome;j
. a) linia oderwania charakteryzuje si¢ wyrazna symetriag wzgledem osi geometryczne;j
uskoku dla Re > 20, '
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Rys. 14. Funkcja pradu ¥, Re = 20, H = 1,0, Rys. 15. Funkcja pradu ¥, Re = 50, H = 1,0,
dxb=3x1 dxb=3Ix1

b) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie rosnie,

¢) $rodek wiru w obszarze zastoju lezy blisko geometrycznej osi uskoku,

d) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraznej asymetrii linii oderwania,

— dla $cianki ruchomej i przeplywu bezgradientowego:

¢) obszar zastoju ze wzrostem liczby Reynoldsa nieznacznie wzrasta,

f) érodek wiru ze wzrostem liczby Hartmana oddala si¢ od geometrycznej osi uskoku

zgodnie z kierunkiem przeplywu,

— dla $cianki ruchomej i przeptywu wywolanego gradientem cisnienia:

g) ze wzrostem liczby Reynoldsa linia oderwania charakteryzuje si¢ wyrazna symetria
wzgledem osi geometrycznej uskoku,

h) wzrost liczby Hartmana powoduje powstanie wyraznej asymetrii linii oderwania.
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Peawme

YUCJIEHHBIM AHAJIN3 TEYEHHA MIL B KAHAJIE C HECHUMMETPUUHLIM
PACHIMPEHHEM

B paGoTe npeAcTaBAeHO YHCIEHHOE PellIeHHe, COOTBETCTBYIOIIEE TEUCHHIO 3JIEKTPONPOBOXHON M-
KOCTH NIPH MaNbIX 3HAYeHHAX yucna PafiHomrbaca u lapTMana B KaHane ¢ MECTHBIM HECHUMMETPHUHLIM
pacumpenses. MI'LL ypaBHerna Hapbe-CTokca AN IUIOCKOrO TEUECHHs pelIeHBI METOJOM KOHEUHBIX
pasHocTeii. PaccMOTpeHO TeueHHe B KaHANAX C Pa3sHbIMH PasmepamH pacluupenHsi. Pe3ynbTaThl BHIUMC-
neHnn aa uucen PeiiHonbaca Re < 50 u uncen F'aptmana H < 1,0 npencresiieHs! B BUe rpadHukoB
JIMHMA TOKa.

Summary

NUMERICAL ANALYSIS OF MHD FLOW IN THE CHANNEL WITH A UNSYMMETRICAL
CAVITY

In the paper the numerical solution fitted of the electrical-conductance fluid flow with low Reynolds
number and low Hartman number in the channel with unsymmetrical cavity is described. The method of
finite differences is used to solve the MHD Navier-Stokes equations for plane flow. The flow through
channels with different dimensions of cavity is considered. The results of numerical inverstigations for
Reynoclds number Re < 50 and Hartman number H < 1,0 are shown in graphs of streamlines.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku



