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A  TRANSVERSELY  ISOTROPIC LAYER  PRESSED ON TO A  RIGID  BASE  WITH
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Institute of  Construction  Engineering

The  author solves  problem  pointed  out  in  the  title,  in  which  the effects  of  transverse
anisotropy  and  body  forces  are  taken  into  account,  by  means  of  Hankels  transforms
and  the  displacement  potentials.  The  three- part  mixed  boundary  value  contact  problem
is reduced to the solution  of triple integral equations and some conditions. These equations
are  solved  by  expansion  of  the  function  describing  the  displacement  and  stress  states
into  a  Fourier  cosine  series,  which  leads  to  two  infinite  sets  of  linear  simultaneous  al-
gebraic  equations. The part  of  the lower  surface  of  the plate which  does not contact with
the base,  is  an  annulus, the  inner or  outer  radii  of which  are not known  a priori  and are
determined.

Numerical  results  are  shown  for  the  relation  among  the  pressure  and  weight  of  the
layer,  its  thickness,  the  annular  region  and  the  magnitudes  of  the  protrusion  or  pit  of
the  base  in  cadmium  and  magnesium  single  crystals  and  fiber- reinforced  composite  ma-
terials. They are compared with these of the isotropic layer  to show the effect  of  anisotropy.
The  variation  of  the  stress  concentration factors  at  the  adges  of  the  contact  are  plotted
versus the ratio of the radii of the contact regions for dissimilar materials and layer thickness.

1. Introduction

The indentation problems  of  an elastic,  isotropic half- space  by  a rigid cone  [1], sphere
[2]  or  truncated  cone  [3],  in  the  case  of  circular  contact  region,  contact  problems  of
a  isotropic  half- space  or  layer  pressed  onto a  rigid base  with  a protrusion  or  a pit  [4, 5],
pressed  by  a  concave  rigid punch  (a  transversely  isotropic  case)  [6], problem  of  two  iso-
tropic  half- space  pressed  against  each  other with  a  rigid  paraboloidal  inclusion  between
them  [7] problems  involving annular contact or  uncontact region,  and a  two- dimensional
cases  [8, 9], have  been  analyzed.

I n  the  present  paper,  the  axisymmetric  contact  problems  of  a  transversely- isotropic
layer pressed onto a rigid base with a cylindrical protrusion (Problem I ) or a pit (Problem II )
are considered.
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2.  Basic  equations  and displacement  functions

We  denote  as usual  the cylindrical  polar  coordinates  of a  point  by  (r, 0,  z)  where
the z­axis is chosen as the axis of geometric and elastic symmetry.  In the case of the tor­
sionless  axisymmetric  problems  the  stress­strain  relations  for  a  transversely  isotropic
solid are as follows:

a„  =

(2.1)
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u, O, w are radial,  circumferential  and axial  components  of the  displacement  vector and
Cij are elastic constants.

Let y = gi g be the body  force  density  acting vertically,  where gi is the mass  density
and g the gravitational  constant.

The displacement equations of equilibrium  are:
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The particular part of the displacement components corresponding to y and  the clamp­
ing uniform  pressurep0  in the z direction may be obtained  separately as:

(2.4)

ZC33 ZC

where A is a geometric and c material  parameter

C  — (cll+ c12)c33~2Ci3.  (2.5)

This gives the stress state

(f„(z)  =  erse(z)  =  ­=­11­  y(2z­A),

_ ( / j _ l (2-6>

tf„  =  0,
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which  satisfies  the conditions

*xz(h)  ~  - Po,  o'«(0) =   ~po- yh  =   ~pe,
h

f  o„{z)dz  -   0  ( 2 > 7)

0

and in  addition

w(r.  0) = 0,  w(r, h) =  -   C~~Ł  h(2p0 + yh).  (2.8)

To  solve  the  homogeneous  equilibrium  equations  (2.3) we introduce  the  displacement
potentials q>x(r, z) and <p2(r, z) as defined by  [10]

Pi

( k + ) fa  k )  (2- 9)

Eqs.  (2.3) are satisfied  if [10]

where

( i  + )L  (2- 11)
c 3 3  \ 2  c  j \ '  v

are dimensionless  parameters  of the material.
The stress components corresponding  to Eqs.  (2.9) are:

/ I   1
82  I   r  dr

( ) 2 G

(2.12)

82

azr  =  Gt(k+  1) -

where  G and Gi  denote the shear  moduli in the z- plane and along  the z- axis, respectively.
The displacement functions  <pi_(r, z) and <p2(.

r>  z)  m ay  o e  taken  in the following  forms,
noting  some  symmetries  of  the  stress  state,  the condition at infinit y  and the conditions
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-0)1

=  1,2  (2.13)

where  g =  r\h, £ = z/A and  J0(*e)  is Bessel  function  of the  first  kind  of  order  zero,  p(x)
and  «) (x) are unknown  functions  which are to be determined  by  the boundary  conditions
and  the functions  gj(x)  and  g2(x)  axe defined  as  follows

sh/Sx­e­"*,  i = l

x­j2shi'2x),  / = 2.  ^2"14^

The  displacement  w  and  stresses  <r22, orz of interest  which  correspond  to Eqs.  (2.9),
(2.12) and (2.13) are:
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0  <  f <  1.  (2.17)

The  displacement u and stresses  <x,r and <re9 may be expressed  similarly.

Superimposing  Eqs.  (2.4),  (2.6) and (2.15)-  (2.17)  we obtain  the representations for
the  stress  and displacement.  Especially,  the displacement w and the stresses  <r xz  and  <r2r

on  the layer  surfaces  £ = 0 and £ = 1 are given as:

00

)  -   Z'1  S  {P(x)\ - l- sl(x)]- co(x)g2(x)}3o(xe)dx,

(2.18)

, 1) =   ~h~2  j  x{p(x)g2(x)+co(x)[l- g3(x)]}Ja(xQ)dx- po,
0

where

A  ^ (2.19)

(2.20)

(2.21)

are pressure, known  function  and material parameter,  respectively.

3.  Boundary conditions

Consider  axisymmetric  contact  problem  of  a  thick  plate  of  height  h  pressed  onto
a  rigid base with a cylindrical protrusion (Problem I, F ig. la) or a pit (Problem I I , Fig. lb).

LJLL- ŁL- LG
I  Transversely
/   isotropic

i t  %

2r 0

5?
- (291)- ''  j  rigid

b)

WWWfT
jTronsversely
1 isotropic

Ll 1»

f  rigid

~2r 0  (29 J

Fig.  1. Geometry  of  the problems  (a) Problem  I  (b> Problem Tl
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The layer is pressed by uniform pressure and the effect of gravity is also taken into account.
We assume, that  the magnitude of depth  e0  is small.

In the second problem, if the pressure is small  (without the body  force) and the lower
surface of the plate does not make contact with the bottom  of the pit, the stress state of
the plate  is equivalent  to that  of the plate with a penny­shaped  crack, which  is analyzed
by  COLLINS [11] and author  [12] for isotropic and transversely isotropic cases, respectively.

In  the present paper we analyze, in the second problem, a three­part  mixed  boundary
value problem where  the applied  pressure  and the weight  of the layer  are so large,  that
a  part  of  the  lower  surface  of the  layer  0 <  Q < g;,  makes  contact  with  the bottom of
the pit.

The uncontact region is annular and it inner Qi or outer Q0 radius is not known a priori
in second or first  problem, respectively.
The radii gf and Q0 depend on />0, y, e0, h and QQ or  Q(, respectively, and on the material
properties of the layer.

The boundary conditions are:

*   (3.1)

, 0)  =  0,  Q, < Q ^  Q0  or  Qt ^  Q < Q0,  (3.2)

^  e  =  ,o  or  9̂ Qtt  (3.3)

0„(g, 0) =  azr(g,  1) = 0,  Q > 0,  (3.4)

"„<£, 1) ­ -Pa, Q> 0,  (3.5)

where the upper and the lower of the double sings denote the cases of the first and second
problems, respectively. With the help of Eqs.  (2.18) for the shearing stresses the boundary
conditions  (3.4) are satisfied  automatically.

4.  Hie  triple  integral  equations

Get a new unknown function t(x) and set as follows:

a>(x)  = -gz(x) t(x),
P(x)  ­ [l-gs(x))t(x),  C )

the boundary values of the displacement and stresses which correspond  to Eqs. (2.18)  are
then given by

^) = C-1 J t(x)J0(XQ)dx,
0

QO

**(Q,0)  =  ­ h ~ 2 J xt(x)[l-

, 0 = c-
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with  the  aid  of  the  relation  (2.20)  in  the  first  Eq.  (2.18). The  condition  (3.5)  is  satified
automatically.
The  remaining  boundary  conditions  (3.1) ­ (3.3)  lead  to  the  triple  integral  equations with
the unknown  function  t(x):

00

w(e,  0)  =  (G,  Ch)­1  /  t(x)  J0(XQ)dx  =  j ± 6 ° '  °  ^  Q  *   Q"  (4.3)
o  10  g0  <  Q,

CO

cxz(e,0)  =  ­ / r 2  j  xt{x)[i­g3(x)]J0(xQ)dx­pe  =  0,  Qi <  Q < 6o  or  Ci ̂   Q  < Q0,
d

(4.4)

under  condition

dw(e,0)
dQ

1  J  xt(x)J1(xQ)dx  =  0,  Q =  g0  or  g =  g,.  (4.5)

We  use here  the  series  expansion  method  to  solve  the  above  integral  equations.  This
technique  reduces  the  mixed  boundary  value  problem  to  the  solution  of  an  infinite  set
of  simultaneous  linear  algebraic equations  [4], which  are easier  to  solve than  complicated
integral  equations.

5.  Analysis

We employ  a nondimensional  geometric  parameters

*-f. * - ~ . (5-1)
ro ro

These  parameters  describe  the  contact  regions  and  are  generally  unknown  quantities,
because  rt  or  r0  are unknown  in  the second and first  problems, respectively.
Then, Eqs. (4.3) and  (4.4), and  condition  (4.5) can be rewritten to the  form

w(e, 0) = (G, O­o)­1  f  *e*)J,fo)dc  =  j ^ e ° '  °*   Q *  Xt  (5.2)

oo

­ r o 1  j  x t ( x ) [ \ ­ g 3 ( x 7 f ) ] h ( x g ) d x ~ p e  =  0 ,  A < p < l  o r  A = S e < l ,
o

(5.3)

dw(Q,^ L  =  _(G, Cro)­1  /  ^ ( ^ J ! ^ ) ^  =  0,  Q =  1  or =  A.  (5.4)

The  function  g3(xrj)  tends  exponentially  to  zero  as  xr\  tends  to  infinity,  is  continuous
for  any  x  e  (0, oo), because  a 6 R+  and  its  limit  is equal  unity  for  xr\ ­> 0.
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When  t\ tends to  infinity  i.e.  in  the case  of  the half- space,  then  the function  gz{xrj)  identi-
cally  equals  zero.  For  the  isotropic  solid,  i.e. when  s2  -> st  -> 1  and  k  -+  1,  the  function
g3(x)  assumes  the  form:

x+x2+e~xshx

and  does  not depend  on  the material  properties  of  the  solid.  F or  our  solid  the  boundary
functions  g3(x),  gi(x)  and  g2(x)  depend  on  the  material  properties  and  the  solution  of
the  integral  equations  depends  on  the  anisotropic  properties  of  the  material.

Now, interchanging  the variable  Q in  X ^  Q <  l t o < P i n O^  0  <  n

Q  =  - —  [1 +  P  -   (1 -   A 2) cos0]i  (5.6)

the  variables  Q and  CP  correspond  each  other  and  Q =  X is  0  = 0  and  Q =  1 to  0  — n.
We  put the function  t(x)  in  the form  of  integral  as  follows:

1  -i
F(f)h(xR)df,  R  =  - Lr  [1 +  P- (1  - A2)cosV]^ ,  (5.7)

o  \2
where F ^)  is  an arbitrary  continuous function  in the  interval  0  <  f  <  n.

Substituting  Eq. (5.7) into  W(Q, 0) of Eq.  (5.2) and dw{q,  0)/ CIQ of  Eq.  (5.4), we  obtain:

F (y) if( i? e) r f v,  (5.8)

HZ

- i  J  1  F(y)ó( i?~e)^.  (5.9)
o

Since the argument of the delta function  is  i? - g  ?Ł 0 in the intervals  0  <  Q <  X and  1  < Q
because  of  X <  R  <  1,  the  radial  gradient  of  the  displacement  w(g,0)  is  always  equal
to  zero  on the contact surface  < 0,  A)u( l,  oo) independent  of  the  function  F(f).  On  the
other hand,  using

1,  O^Q^X,  (0  <  X<  H  «  1),

0^w<(f>,  (R < p),

• «*<».  »*t  (510)

o,  K g ,  (X <  i?  <  i  <  e ) ,

we  see  that  the  displacement  w(g,0)  is  equal  constant  in  the  interval  0  ^  Q <  X, is  a
function  of  g  in  the  interval  X ^  Q <. 1  and  equals  zero  in  the  remaining  one  1 <  q,
independent of  the function  F(f).

Integrating  in Eq.  (5.9), we  obtain

and zero  in  the contact  region.
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Because the layer  contacts smoothly at the edges  Q =   1 or  Q =  A with the rigid base in
the first  and second problems, respectively,  the gradient  of  W(Q, 0) must be finite  at  Q - *•   1
or  Q -»  A, respectively.  That is equivalent  to the conditions  (5.4), which  lead  to

F(n)  = 0  or  F(d)  -   0  (5.12)

in  the first  and second problems,  respectively.
The  integral  representation  of  the  function  t(x)  by  Eq.  (5.7)  satisfies  the  displacement
conditions,  if  the function  F(ip) satisfies  first  or  second Eq.  (5.12), respectively.  I t should
be  noted  that,  rigorously  speaking,  we  have  two  unknown  functions  F+(ip)  and F_(y))
for  first  and second problems, respectively.  We assume also, that these unknown  functions
take  a finite  and non- zero possitive  or negative  values  in the intervals  0 < y < ^ o r O^
<  ip <  n  in  the  first  and  second  problems,  respectively.  Then  the displacement  W(Q , 0)
is  continuous  in  the  interval  A <  Q Ą  I,  it  gradient  takes  definite  and  non- zero  values
negative  or  positive  in  A <  Q <  1,  tends  to  minus  infinity  at  contact edge  Q - * A+  or
infinit y  at  Q -> 1",  and equals  to zero for  Q =   1 or Q =  A in the first  and second problem
respectively,  and  consequently,  the  slope  of  w(g,  0)  at  contact  edges  Q =  A and  Q = 1
coincides with  that of  the contact face.

The function  F (y) can be expressed  by  a Fourier cosine  series
00

F(w)  = —peroR  / ,  ancosnf.  0 <  y> <  n,  (5.13)
71  X—J

where an  are unknown coefficients,  which are to be determined by the boundary conditions
(5.3), and for  which  from  the conditions  (5.12), we obtain

l ) X  = 0  or £a„ = Q.  (5.14)

Substituting Eq.  (5.13) into Eq.  (5.8) and integrating, we obtain the displacement:

and the relation

Eq.  (5.16)  gives  the  relation  between pc, e  0,  /"0  or  r(  and  c0  where a0  depends  on  the
parameters of  the contact regions  A and rj and on the properties  of  the material.
Substituting  Eq.  (5.13)  into Eq.  (5.7)  and  the result  into Eqs.  (5.3),  and  using  some re-
lations for  Bessel  functions, we  obtain:
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CO  CO

n= 0  O

00  00

EI(e,0)  =  pe  y  an  I   [l~gi(xrj)] —~~- xS0(xQ)dx- pe,  (5.18)
n= 0  0

OH  I   [ '  ~~Sz(X7j)\   ^  xJ0(XQ)dx  = 1 ,  k  <  Q Ś :  I   OT  A  <  g  <  1,
.1  OX

n- =()  0

(5.19)
where

Z„(* )  =  J«I "f- 0 + A)J J, | y  (1 ~ • *)]•   (5.20)

Multiplyin g  the both sides  of Eq.  (5.19) by  Q, using  the formula  XQJ0(XQ)  «=  d[Qji(xQ)]ldQ,
integrating  with  respect  to Q and using  the  formula  8[S0(XQ)]18X  =   - QJ^XQ),  we obtain:

or  A < g <  1,  (5.21)
where  c, (i =   1, 2) are unknown  integral  constants.
Using  the N eumann's formula [13]

CO

}0(XQ)  = Z0(x)+2 £zm(x)cosm<r,  A < Q <  1  (5.22)
m= l

in  Eq. (5.21), we get
CO  00  . C O

0  0  l  ln= 0  0  m=I

=  — - ^- [1 + A2 — ( 1 - A2) c o sc >] — c,,  0 < 0  ^ n , i—\ ,2.  (5.23)

Assum ing  t he  coeffic ien ts aK as
o,  « a'f- ctd„',   ( =  1,2  (5.24)

and  equating  the coefficients  of cos my  in both  sides  of Eq.  (5.23), we obtain  two  infinite
systems  of  simultaneous  equations  for  the determination of  the  coefficients  a'n and  a'n)

1  2

2

=  0 1 2

where  ^4WB denote the symmetrical  matrix  given by
CO

Am  =  J  [l- gs(s»?)]  ,  r *  "  g  <fo  m ,n = 0, 1,2, ...  (5.26)
o

and  <3Om, Ól m  are  Kronecker's  delta.
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The constants cf are  determined  from  Eqs.  (5.14) and  (5.24) as:

n=0  n=0
(5.27)

in  the first  and  second problems,  respectively.
The presented  three­part  mixed boundary  value problem given by Eqs.  (5.2)  and  (5.3)

under  condition  (5.4)  is, therefore,  reduced  to one of solving  two  infinite  systems of si­
multaneous  equations  (5.25).  Solving  these  equations  for dissimilar  parameters  A and r\
of the contact regions and given material, we obtain the coefficients  an from Eqs. (5.27) and
(5.24) in both  problems.

The  other  quantities of physical  interest will  be determined in the next sections.

6.  Displacement  and  stress  components on the  surfaces of the  layer

The  displacement  of the  lower  surface  of the  layer  is given by Eqs. (5.15) and of the
upper  surface by Eqs.  (4.2) and  (5.17)
We  have

•9

w(6,l)=   — ^ ­ ^ an G " 2 ­ ^ ±^ ( p o + p e) h ,  (6.1)
1  )i = 0

where

Gl ­  J  g2(xV)] 0(xg) i ^ ­ dx,  n = 0, 1, 2, ...  (6.2)
o

are  the convergent  integrals.
The  stress  azz{q,  1) — — p0  and  <JZZ(Q, 0) corresponding to Eq.  (5.18) is:

00

where
oo

G\  =  f  g 3 ^
o  (6.4)

CO

Io = J  h(xs)Zn(x)dx,  n = 0,1, 2, 3, ...
o

are  the convergent  integrals.
The  integrals I£ can be evaluated  by the  results in the paper of the author  [14] where

they  are presented  in analytical  form  by Gaussian  hypergeometric  functions.  Since the
continuous  functions  g2(xrj)  and  g3(xrj)  converge  exponentially  to zero  as the value of

19  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1—2/84
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x becomes large,  the  integrals  Gl  and G%  can be easily evaluated  numerically,  for  example
by  the  second  rule  of  Simpson's  numerical  integral  formula.

For  the  half­space  problem  {rj   ­*  oo)  these  integrals  are  equal  to  zero.  In  this  case
the values of the solutions  of two infinite  sets of  linear  equations  and  the  stress  azz(Q,  0)
do  not  depend  on  the  material  properties  and  the  effect  of  transverse  isotropy  includes
in  the  displacement  w and  relation  (5.16)  by  the material  constant  G jC

To  determine  a  singularity  of  the  contact  stress,  we  consider  its  behaviour  near  the
contact  edges  into  material  regions.  Using  the  asymptotic  expansion  of  J,,(xp)  with  large
value of x  [13], we obtain  . .

i^M   2  [AsinxA­(­l)"cosx] + Ofr­1).  (6.5)xi
nyl  — P

Thus Eq.  (5.18) can be rewritten  as  follows:

n=0

/ jo(XQ)dx+

(6.6)

I t  is apparent  from  Eq.  (6.6)  that  the  stress has  the  singular  parts  such  as  (A— Q)~112  in
the first  or  (Q­1)~112  in the second problem because of  the conditions  (5.14). The  infinite
integrals with respect to x  in Eq.  (6.6) are convergent because their  integrands  are  O(x~312

as x  ­> oo.  In addition,  in  the  first  problem  <r„(r0> O) equals zero, whereas  in  the  second
ozz{ri,   0)  equals  zero.  Using  Eq.  (6.6)  we  can  easily  evaluate  the  stress  concentration
factors.

7.  The  stress  concentration  factors

In analogy with the stress intensity factors  in the annular  crack problem, we define  the
stress concentration  factors  at  the edges of  the contact  regions by  the expressions:

N,  =  lim
q­tk"

or in  terms of  the coefficients a„ :

JV, =

^ y  {alz{e,

(7.D

(7.2)
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for  the  inner contact edge and the outer  one in the first  and second problems, respectively.
In  the first  problem  azz(r0,  0) equals zero, whereas in the  second  <rzs(rj, 0) is zero.

8.  The critical  loads

Let pcr =  (yh ± po)cr  be the indentated  load  giving the state in which the layer contacts
the  bottom  of the pit only  in the point  r = 0.
Then, Eqs.  (5.16) and (2.19), give:

where the upper  and the lower of the  double  singns denote  the cases of pressure and ten­
sion,  respectively.  When  the load pe  =  yh ±p0  is above  the critical  value,  the uncontact­
ing  area  in the second  problem  will  be an annulus  X < Q < 1, the inner  circumference
of which will shrink with a decreasing  load, and when the load is less than a critical value,
the  uncontacting  region  will be a  circle.  After  determining  a0 by Eqs.  (5.25),  (5.24) and
(5.27)2  for A =  0 and known  v\, we obtain  the critical  load.

For  the special case r0 =  const, rt ­> 0 and  y\ ­> oo (the half­space problem), Eq.  (5.19)
can be rewritten as follows

"  ~ y v

Using  the  formula

Ot*  A  i  o in  Y  \
—  I  XJ0(XQ)­J­[  ) =  — 1,  0 < o < l ,  (8.3)
it  J  ax  \  x  /  s

o  '
we have

Making use of the  formulae [13]

j  J0(xsm@)$m®d&  = S

00

J0(xsin6>)  =  J5 l­y l + 2  }  5l \~)  cos2n6>,

we see  that
B/2

X

(8.5)

19*
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It  is apparent  from  Eq.  (8.6) that

* ­ ­ ! •  ^  = ^ ­ 4 ^ 1'  ­I.2.3....  (8­7)

are the solution of Eq. (8.2).
The solution  (8.7) satisfies  the second condition  (5.14). Substituting  the value a0  =  ­2/n
into Eq.  (8.1), we get for  larger values of  hjr0

: r = y < ? , C ^.  ,  (8.8)

Especially, if

2 r0

or

for  the  pressure  p0  without  the  body  force  and  for  the  tension  p0  and  the  weight  y  h,
respectively  a  part  of  the  lower  surface  of  the  thick  plate  is  in contact  with  the  bottom
of the pit. When  r\ ­  h/r0  decreases,  then  the critical  load  also decreases.  In  the  limiting
case  of  r\  ­> 0  the  function  g3(xr])   tends  to  unity  and  the  solution  a0  tends  to  infinity,
and consequently  the critical  value  of  the  load  tends  to  zero.

If pe  < 7tCGt e o/2r0  the  elastic  body  does  not make contact  with  the  bottom  of  the
pit and the solutions are as follows:

sinx  \

71

The formulas  (8.11) agree with  the  results  for  the  solid  with  a penny­shaped  crack  if we
replace­̂   by p0 ,  which  are given  by  Collins  [11] and  author  [12] for  isotropic,  i.e.  C =
— lIQ—v),  and  transversely  isotropic  case,  respectively.  In  the  special  case  for  a  half­
space  problem  and  r{ =  0,  the  contact  stress  and  the  stress  concentration  factor  NQ  do
not depend on anisotropy  of the material, whereas the  displacement  depends.  In  the  layer
contact  problem,  the  stress  and  displacement  fields,  and  the  stress  concentration  factor
depend  on  the  material  properties  of  the solid.  By means  of  results present  in  the  paper,
the effect  of transverse  isotropy may be examined.
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9.  Numerical  calculations

At  present, we must  determine the values  A =  rijr o  for  given  pe,  e0, h, r;  or r0 and
material  constants. However,  it is considerably  difficult  to determine the unknown ratio A
by  the above  procedure.  Therefore,  we determine  the relationship  among pe,  e0  and h
from  Eq.  (5.16)  under  the condition that the  ratios  of the  inner to outer radius  1 =  ri/ r 0

and  t] — h/ r0 =  hk/ ri  are given  and solving  the  simultaneous  equations  (5.25).

To  solve  these  equations  we evaluate  the infinite  integrals  Amn  involving  the product
of  four  Bessel  functions  by  the following  method.  The element  Amn  of  m- th  row  and
n- th  column can be rewritten as

-   j  gs(joj) - A.  [Zm(x)}  JL  [Zn(x)]dx,  (9.1)
0

where

o

-   (9.2,

and  A*! , is taken to be a very  large  value,  and x0  a large  value.
The  second  term  A'mn  is  obtained  by  using  the asymptotic  approximation  of  Bessel

function,  integrating  Eq.  (9.2) by parts  and using  sine and cosine  integral  functions si(x)
and  ci(x). The first  and third  terms on the right  hand side of Eq.  (9.1) are integrated nu-
merically  with  sufficient  convergence  by  means  of  Simpson's  rule  taking  Xj = 500  and
JC0  =  20/ary.  The algebraic  equations  are solved  by  truncation, i.e. we calculate  only the
first  n  roots  of them. We can get numerically  good  results,  taking  n = 15 or n = 10 for
k  < 0,2 or A > 0,2 and r\  >  1, respectively,  and n = 20 or n =  15 in the case  I  4 0,2
or  A > 0,2 and  • >]  <  1. With  a decreasing  degree  of anisotropy  (EIEX,  GjGi)  the  conver-
gence  in the numerical  calculation  becomes  slower.  For E/ Et  - 4 1 and GIG1  <ś lwe must
take more equations, respectively  for E\Ei, G\G  ̂ >  1 we can take less.

10.  Numerical  results

Numerical results show  the relations betweenpe,  e0, h, /- ,-, and rQ (in Problems I and II )
in  cadmium  and  magnesium  single  crystals  and  fiber- reinforced  composite  materials
such as E glass- epoxy  and graphite- epoxy  with  fiber  direction  along  z- axis,  and they are



O  0,5  X= r;/r0  1,0

Fig.  2.  Relations  of  pe>  ea,  li,  rt  and  r0  for  dissimilar  materials  in  Problem  I

0  0,5  A=ry/r0  1,0

Fig.  3. Relations  of pe,  e0,  A, n  and  r0  for  dissimilar  materials  in  Problem  II

[294]
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12

4,Ci >4,5,1
>6G­E

^C,rj—1

^EG­E.rf­1

XG­E,q­1
ii,n­i

3

0
0  0,5  A = n/r0  1,0

Fig.  4.  The  variation  of  Nt  with  A  for  dissimilar  materials  and  r\ ­  h/r0  in  Problem  I

0  0,5  A­fi/r 0  1,0

Fig.  5.  The  variation  of  No  with  X for  dissimilar  materials  and  r\ = h/r0  in  Problem  II

compared  with  those  of  the  isotropic  material  [4] to  show  the  effect  of  anisotropy.  The
stress concentration  factors  are also shown  graphically.

The elastic constant  cl}  given by  HUNTINGTON  [15] and  CHEN  [16] arc used. The values
of st,  s2,  k  are

1,58;  0,98;  1,85  1,41;  0,70;  2,78

1,67;  0,34;  12,7  1,36;  0,23;  21,4

for  cadmum,  magnesium  ,  E  glass­epoxy,  graphite­epoxy,  respectively  and  for  isotropic
material  1;  1;  1;  G;  =  1010 N/m2, v =  0,30.

As  shown  in  Figs. 2 and  3 in  each  case,  {l—v)perojGi  e0  increases with  an  increasing
A ~  ri/ro  and  tends  to  the case of  an elastic half­space,  with corresponding material, with
an  increaing  r\ — h/r0.  In  each  figure,  the  results­indicated  by  the  chain  line, show  those
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for  isotropic  material. These  results  agree  with  the  ones  of  Refs.  [4.5], where  the  weight

is  omitted  (pe  -+  p0).  Figs  4  and  5  show  the variation  of  the  stress  concentration  factors

with  X-  nlr0  and  t] =   h/ r0  for  dissimilar  materials.  Nt  (for  the  protrusion)  is  always

greater  than No  (for  the pit) and becomes  very  large  when  I   - * 0.  With  the  increasing  of

X, Nt  decreases  and  No  decreases  slowly.  The  stress  concentration  factors  are  different

for  presented  material  and  become  small  (No)  or  larger  (Nt)  as  the  layer  becomes  thick

under  the same protrusion or pit dimension, converging  to  the same values  for  an  infinite

body.
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P  e 3 K)  M e

TPAHCBEPTAJIŁHO- H3OTPOnHBIH  CJIOK  ITPH>KHMAEMblft  K  >KECTKOMy
OCHOBAHHK)  C BŁICTYriO M   H JIH  BITAJIHHOft

ABTOP  pemnji  c<popMyjmpoBaHHhie  B 3arnaBHe 3aflaqH,  B KOTOPBIX  npuHHJi  BO BHHMBHue 3(p(peKTb[
TpaticcbepiajibHOH  ainraoTpoiiHH  H cofkrraeHHoro  Beca.,  n pa noiviomH  HHTerpajitHbix  npeo6pa3OBaHHH
XaHKejra  a noTeHnnajioB  riepeMememm.  QviemaHHyio  KpaeByio  3aAa ŷ  CBe#eHO K TPOKHMM  rarrerpajm-
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HfeiM   ypaBneiiJMM   H HeKOTopwM   ycJioBHHM.  B  peay:ibTaTe  npeflCTaBJieiuui  HeH3BecTHOH (byHKi^HH B  BHfle

pH fla  <3>ypbe  c  H eonpe# eJieH H biMH  noKa  KoscjxpHUHeHTaMH STH  ypaBiienHH  npH BOflaicH  K  peuieH H io  flByx

6ecKOH eiH h ix  cac reM   HHHeiiHBix  ajire6paHV.ecKHX  ypaBn ern ui  OTHOCHTejibiio  K03({xJ)Hn,HeHTOB  pH fla

<J>ypi>e.

B  Ka>Kfloii  H3 yi<a3aHHfcix  aafla î  KOHTaKTHbie  flaBJiein«i  HMeior  CH H ryjinpH Ocn. Ha  ofliroft  H3  r p a mm

o6jiacTH  KOHTaKTa.  O6n acTŁ  KOHTaKTa pacna«aeTCH  Ha  flBa  yqacTKa,  pa3fleJweMBix  KOJIBI ICBOH  ofijiacTtio

C  HeH3BeCTHBJMH BHeillHHM   JKl6o  BHyipeHHŁIM   paflHycaMH.

• yiiciieHHbie  pe3yjiBTaTbi  npeflCTaBJiHiOT  3aBHCHM0MH Me>i<ny  CM OTH CM  H coGcTBeHHBiM  BecoM   r m a c-

THHKH ,  ee  TOJUIIHHOitj KOJIblieBOH  06naCTbI0  H BejIJUIHHaMH BH CTyna  IIK H  BnaflHHŁI   OCHOBaHHH B KpHC-

T an ax  KaflMH H  H M a n u re  H B  KOMno3HTHbix m aTepaajiax  apMHpoBaHHbix BojiOKHaMH.  CpaBHeHO  HX  C p e-

syjiBTaTaMH  flJia  H 30TponH oii  cpeflbi,  t r ro6bi  B L M C H H T B  0({)(peKT  aH H 30Tponnft.  F padpiraecKH  H J I J E O C T P H-

pyeTCH  H3MeHeHHe  KO3(J)(pHi;HeHTOB KOHneHTpaipjH Hanps>KeHHH Ha  K paax  B t ic r yna  wm  BnaAH H ti  B  3a-

BHCHMOCTH  OT COOTHOUieHHH  paflHyCOB  KOHTaKTHOH o6jiaCTH  flJIH   P83HLIX  MaTepHaJIOB  H  TOJTIUHH  n ^aC-

THHKH .

S t r e s z c z e n ie

WARSTWA  POPRZECZNIE IZOTROPOWA  DOCISKANA  DO  SZTYWNEGO  PODŁOŻA
Z  WZNIESIENIEM ALBO ZAGŁĘ BIENIEM

Autor  rozwią zał   sformułowane  w  tytule  zagadnienia,  w  których  uwzglę dnił   efekty  poprzecznej  ani-
zotropii  i  siły  masowej,  za  pomocą   transformacji  Hankela  i  potencjałów  przemieszczenia.  Mieszane  za-
gadnienie  brzegowe  sprowadzono  do  rozwią zania  potrójnych  równań  całkowych  i  pewnych  warunków.
Te z kolei  sprowadzono  do dwóch  układów nieskoń czonych  równań  algebraicznych  liniowych  za  pomocą
rozkładu  funkcji  okreś lają cej  stany  naprę ż enia  i  przemieszczenia  w  kosinusowy  szereg  Fouriera.  Czę ść
dolnej  powierzchni  płyty, która  nie  kontaktuje  się   z  podłoż em, jest  pierś cieniem,  którego  promienie  we-
wnę trzny  albo  zewnę trzny  nie  są   znane a  priori  i  zostały  wyznaczone.

Wyniki  liczbowe przedstawiają   zależ noś ci  mię dzy  ciś nieniem  i cię ż arem  płyty, jej  gruboś cią,  pierś cie-
niowym  obszarem  i  wielkoś ciami  wzniesienia  albo  zagł ę bienia  podłoża w  materiałach z kadmu,  magnezu
i  kompozytów  zbrojonych  włóknami. Porównywano  je  z wynikami  dla  ciała izotropowego  w celu  wyjaś-
nienia  efektu  anizotropii.  Graficznie  pokazano  także jak  zmieniają   się   współczynniki  koncentracji  naprę-
ż enia  na  brzegach  wzniesienia  lub  zagł ę bienia  w  zależ noś ci  od  stosunku  promieni  okreś lają cych  obszary
kontaktu  dla  róż nych  materiałów  i  gruboś ci  warstwy.

Praca została  złoż ona w  Redakcji  dnia 1  lipca 1982 roku


