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1. WSTEP

Przedstawiona praca sklada si¢ z dwéch czeéei. Pierwsza, ogdlna dotyczy problemu
optymalizacji w przypadku, gdy réZriczkowe réwnania stanu ukiadu zaleza jawnie od
nieokres$lonych wartosci brzegowych zmiennych stanu. Rozwiazanie tak postawionego
problemu optymalizacji sprowadza si¢ do calkowania, w ogdlnosci nieliniowych réwnan
ré6zniczkowo-catkowych typu Fredholma.

Druga czgéé jest ilustracja pierwszej i stanowi sformutowanie réwnan optymalizacji
matych drgan geometrycznie nieliniowej belki.

2. Postawienie i rozwiazanie problemu

W dowodzie przedstawionego zagadnienia optymalizacji stosowad bedziemy teori¢
rachunku wariacyjnego wykorzystywana szeroko np. w [1]. W ogélnoéci przyjmujemy,
Ze réwnania stanu ukladu maja postaé:

_W_; = f:r(w: u,x, W(xo)» w(xk))’ (1)
gdzie:
(=

u; — wspollrzedne wektora sterowania u
i=1,2,....m -
W réwnaniach (1) wielko$ci w(x,), w(x,) oznaczaja nieokre§lone wartosci zmiennych
stanu w(x) w punktach poczatkowym i kofcowym. przedziatu optymalizacji xo < x € X
‘Ograniczenia na sterowanie ¥ przyjmujemy w formie ograniczenn réwnoSciowych

y’k(u’x) = 0’
k=1,2,...,r<m,

@
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do ktérej to formy mozZna sprowadzi¢ ograniczenia typu nieréwnofciowego przez roz-
szerzenie wymiaru przestrzeni sterowania (jak np. w [1]). Warunki brzegowe dla ustalo-
nego przedzialu optymalizacji x, < x < x5 moZna ogdlnie zapisa¢ wzorami:

P (w(xo), w(x)) = 0,

I=1,2,..,p<2n. ©)
Jako funkcje celu przyjmujemy dla prostoty rozwazan wyrazenie:
J = g(w(xo), w(x,)) = minimum. @

Calkowa funkcje celu, jak wiadomo, mozna zapisa¢ rowniez w postaci (4). Dla dowodu
wprowadzamy pomocniczy funkcjonat (w ktérym obowiazuje konwencja sumacyjna):

F=g+ [ (w,—H)ax. ©)

Xo
Funkcja brzegowa ¢ ma forme:
¢ =gtap, ' - ®
za$ hamiltonian H
. H = 2,[j+ )
gdzie:
A, = A,(x) s3 zmiennymi sprzgZonymi

o1, px — stale wielkoscei
Przy wszystkich powysszych zalozeniach pelna wariacja funkcjonalu (5) ma postaé:

A
_ op oH
AF = {—_—6w,(xo) — Ay(x0)— ;!. _——6w,(xo) dx} Aw,(xo) +

3 ~ o oH
+= ow;(x,) +l,(x,,) —;[ awj(xk) dx} Aw,(x,‘)—}-

*x
, ©OH , OH
[ i G o (s 55 -

_O0H
ouy
Korzystajac, jak w [1], ze wzordéw (1) i (2), dobierajac odpowiednio A, oraz korzystajac
z niezaleznosci od siebie wariacji dw;(x,), éw;(xy), 0wy, warunek stacjonarnosci
AF = 0. ©
jest stuszny przy spelnieniv dodatkowych wyrazen
a) réwnan sprz¢zonych

oH
6111 — -Elu—k (s#k} dx. ) (8)

oH
ﬂ_’ = —_——
J aw.’ 2 (10)
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b) warunkow transwersalnoéci (warunkéw brzegowych dla 1)) nowego typu

- %
Ao = 5 ") T
Aya) = aw,(xk) f 8w,(xk) (1

gdzie w warunkach tych dodatkowo wystepuja skladniki w postaci calek. Dla problemu
klasycznego, w ktérym funkcje f; nie zaleza od w(x,) i w(x,) calki we wzorach (11) sa
tozsamosdciowo rowne zero. Otrzymujemy wtedy problem optymalizacji rozpatrywany
np. w [1].
¢) warunk6éw optymalnosci
oH
oy,

Aby zakonczyé dowdd postawionego zagadnienia nalezy jeszcze zapisaé konieczny wa-
runek Weierstrassa istnienia silnego minimum funkcjonatu (4). Jak wynika z [1] warunek
ten sprowadza si¢ do nieréwnosci

= 0. ’ (12)

H (x) > H(x) (13)
optym
gdzie optymalny hamiltonian H,, okre$lony jest dla optymalnego sterowania U = US,
natomiast hamiltonian H dla sterowania U dowolnego, ale dopuszczalnego.
Rozwigzanie rozwazanego problemu sterowania optymalnego sprowadza si¢ do roz-
wiazania réwna (1) i (10) z warunkami brzegowymi (3) i (11), przy ograniczeniach (2) i (13).
Od dotychczas rozpatrywanych probleméw optymalizacji przedstawione zagadnienie réz-
ni si¢ postacia warunkéw transwersalnoéci (11), gdzie dodatkowo wystgpuja skiadniki
w postaci calek. Przedstawione rozwazania mozna latwo uogélni¢ na przypadek zmiennego
obszaru optymalizacii.

3. Przyklad

Dla ilustracji powyzszych wynikéw sformuiowane zostaly réwnania optymalizacji
malych drgafi geometrycznie nieliniowej belki. Przy zmiennym przekroju mozna metoda
podang w [2] otrzymaé nieliniowe réwnanie drgan poprzecznych belki z uwzglednieniem
wstepnego, osiowego naciggu:

1
(E‘]-w/g//__?wnf‘puldx___w wa’zdx+QFW = 0 (14)
0 .
gdzie:
2 ,_ 0
0<x</

18 Mech, Teoret. i Stos. 1—2/84
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0, F, 1,1, E — odpowiednio: gesto$é, przekroj, moment bezwladnosci, dtugosé, modut
Younge’a
w(x, t) — przemieszczenie poprzeczne
u(x, t) — przemieszczenie podiuzne
Wzér (14) otrzymujemy przy zatoZeniu, ze szybko§¢ zmian w czasie przemieszczen osio-
wych u jest mala. A
W dalszych rozwazaniach przyjmowaé bedziemy, Ze przemieszczenie

u(x, t) = u(x), (15)

jest z gory zadane. Aby méc w (14) rozdzielié zmienne zaktadamy, Ze na dute odksztal-
cenia statyczne zostaly nafozone male drganija:

w(x, t) = p(x)+ew (x) T(2), (16)

¢ — maly parametr
Zaniedbujac wyrazy z ¢2 i wyzsze, po wstawieniu (16) do (14) otrzymujemy vukiad réwnan
régniczkowo catkowych postaci :

(Iy’l’)”——yl f Fu'dx — 2, A f Fy’dx =0, - (17)

I
(Iw.'l')”—'—— Wl fFu’dx l-w'l'ny'lzdx~

]
(18)

I/
! , .
—Ly'{_f Fy;widx— Qg Fw, =0,
0

oraz
T+w?T = 0. (19)

Przez wprowadzenie nowych, dodatkowych zmiennych mozna rézniczkowo-catkowe row-
nania (17) i (18) sprowadzi¢ do postaci (1) i zastosowaé przedstawiona w punkcie 2 me-
tod¢ optymalizacji. Rozwazaé bedziemy mianowicie zmienne typu

Ys = f Fy\?ds,
]

ws = [ Fyjwids, (20)
]

=fFuds'
0

Pozwala to réwnania (17) i (18) i zwiazki (20) sprowadzié do 11-tu réwnaf rézniczkowych
1-ego rzgdu:
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a) dla statycznego ugigcia

yi = Y2,

oL
Y2 = IY:;,

V3 = Y4,

, z(l) 1 |
y4=“l—)_I‘J’3+yTsl(ILY3, 2n

ys = Fy3,
z' = Fu.

b) dla malych drgan

Wy = Wy, 22)

; N1 n1 N1 2
Wy = 20 ———W3+~yi(-)—-—W3+ WSI() 7_}’3-{-9—%—'

'lea
Ws = Fy,w,.

Réwnania powyisze sa typu (1), wystgpuja w nich bowiem nieokre§lone wartosci z(l),
ys(l), ws({) zmiennych stanu w punkcie koficowym przedzialu optymalizacji.

Dla prostoty rozwazaé bedziemy belke obustronnie podpartg. Wtedy warunki brze-
gowe dla (21) i (22) beda po wykorzystaniu (16) i (20) nastepujace:
dla zmiennej w(x)

w1 (0) = w3(0) = we(0) = 0,

23
WD) = wa(®) = O, @)
dla zmiennej y(x)
2(0) = »:(0) = y4(0) = ys(0) =0,
(0) = »:(0) = »a(0) = y5(0) 24)
yil) = y:() = 0.
Jako funkcjg celu przyjmujemy minimum masy belki przy stalej czgstosdei drgan
i
Fdx = min.
of (25)
® = const.
Sterowanie F podlega ograniczeniu nieréwnosciowemu
F S FEF,. (26)

Ograniczenie to mozna, przez wprowadzenie dodatkowego sterowania v, sprowadzié¢ do
typu réwnosciowego (jak w [1]):

v = (F—F)(F,—F)—v* = 0. @n

18*
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Przyjmujemy, ze optymalizacji podlega¢ bgda male drgania, tzn. optymalizacja przepro-
wadzona bedzie w oparciu tylko o uklad réownan (22). Nalezy wigc znaleZ¢ optymalne roz-
wiazanie ukladu (22) z warunkami brzegowymi (23) przy zatoZzeniu (25) oraz ogranicze-
niami (27) pamigtajac, ze musza by¢ spetnione réwnania (21) z warunkami (24).

W celu rozwiazania wprowadzamy funkcje brzegowa ¢ oraz hamiltonian H.

Z (23) mamy zwigzek (6) w postaci:

@ = 0, W (0)+02w3(0) +03ws (0)+oaw, (1) +osws()), %)
natomiast z (22) i (25) wyraZzenie jest (7) w postaci:

1 pw?
H = —F+)»1w2+12—1—-w3+}.3w4+l4—ﬁ——le+

0, 50} 1 0 1 )
+l4(j’“‘+'“‘2T "'j‘ws‘*'/h i “I)’3+

+ A5 Fy, wy +u(F—F,) (F, — F)~ uv?.

Za pomoca hamiltonianu (29) mozna wprowadzié réwnania sprzezone (10) w formie:

M = - ng Fl‘t,
A = — A ~Fy,4s .
TP EITE e
I ot
/11= “}»3,
s = 0.

Za pomoca funkcji brzegowej (28) wprowadzamy warunki brzegowe do réwnan 30
typu (11): ‘

42(0) = 24(0) = 22()) = 2(D) = 0,

H

1 31

b =7 [ yahads. G
0

Z warunkéw optymalnosci (12) przy zatozeniu I = aF™ (32) dostajemy
2nv =0, (33)

Z réwnania (33) i warunku (27) wynika

a) : nu#0, v=0,
F=F, b F=F,,
b) p=0, v#0,
Fi < F<F,, 34
<) u=0, v=0,
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W przypadkach b) i ¢) z drugiego warunku optymalnosci _é)a% = 0 otrzymujemy

n [ Ay W3 4 (Z(I)-i— ys) ) Aaws +ws(D) Aays ]
a 2 la la
. Leee -— (35)

w2
"‘l‘i'QT 14W1+,V2;¢5W2

F"+l —

Za pomocg wzoréw (34) i (35) okre$lamy optymalny przekrdj rozpatrywanej belki.

Ostatecznie, aby rozwigza¢ problem optymalizacji, trzeba rozwiazaé réwnania (22)
i (30) z warunkami (23) i (31), z warunkiem optymalnodci (35), zakladajac, ze mamy (15)
oraz state w (32) przy jednoczesnym spelnieniu (21) z (24).
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Pesome

OIITHUMAJIN3ALIMS INPH 3ABMCUMOCTU YPABHEHMU COCTOSHUA OT
KPAEBLIX 3HAYEHMI NMEPEMEHHBIX COCTOSIHUS

B paGore, omupasich Ha KJIACCHUYECKOM BAPUALMOHHOM HCUMCIIEHMH NPENCTABISAETCA METOL OITH-
ManbHOTO YNpaBlIeHHsT CHCTEMAMH, OIMMCAHHDLIMN CUCTEMOR AnddepeHNHANLHEBIX YPaBHEHMH 3aBHCAINAX
OT HEONpeeNeHHbIX SHAUCHNIT IEPEeMEHHBIX COCTOSAHVA B HAYAJIBHOM ¥ KOHEWHOH TOUKAX Opefena OnTu-
MANMIALH.

Summary
OPTIMIZATION FOR A DEPENDENCE BETWEEN STATE EQUATIONS AND BOUNDARY
VALUES OF STATE VARIABLE

In this paper a method of optimal design of systems given by a set of differential equations has been
developed. The set of differential equations straight depends on boundary values of state variables. The
method is based on clasical varational calculus.
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