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1. Wstep

Problemy zwiazane z wyznaczaniem naprezen i odksztalcen w cialach lepkosprezystych
komplikuja si¢ przede wszystkim z powodu reologicznych réwnan stanu, ktére wystepuja
z reguly w postaci zwigzkéw rézniczkowych badi catkowych [1+95]. Trudnosci z tym
zwigzane rozwigzuje najogdlniej zpana analogia sprezysto-lepkosprezysta ALFREY'a
i Lee [2]. Analogia ta dotyczy podobiefistwa pomiedzy transformatami Laplace’a zwigz-
k6w opisujacych cialo lepkospreZyste a réwnaniami teorii sprezystosci. Ta droga mozliwe
jest rozwigzanie niektérych podstawowych zadan, co unaocznia znana monografia No-
WACKIEGO [2]. Jednakie mozliwosci tej analogii sa ograniczone trudnosciami natury ma-
tematycznej, ktére pojawiaja si¢ przy wyznaczaniu transformacji odwrotnej.

Rozwigzania wigkszoséci probleméw praktycznych lepkosprezystosci nalezy wige szukaé
na drodze metod numeryczoych.

PEDACHOWSKI [6] zaproponowal pewna metode ,,kontinualno-dyskretna™ oparta na
znajomosci funkcji pelzania. Sumujgc przyrosty odksztalcen reologicznych otrzymal on
zwigzek miedzy odksztalceniem w danej chwili a napreZeniami we wszystkich chwilach
poprzednich.,

Do rozwigzywania zadan lepkosprezystych w ujeciu metody elementéw skoniczonych
powszechnie stosowane sg metody iteracyjne. Spofréd mich mozna wymieni¢ sposéb
naprezen poczatkowych i sposob odksztalcenia poczatkowego, obydwa opisane przez
ZIENKIEWICZA [7]. Sposéb odksztalcenia poczatkowego byl stosowany przez wielu auto-
16w, m.in. przez ZENKIEWICZA [8] oraz ARGYRISA [9].

Do rozwiazywania probleméw reologii majg tez szerokie zastosowanie metody nu-
merycznego calkowania Jiniowych i nieliniowych réwnad ruchu. Metody te, a majg one
réwniez charakter iteracyjny, dzieli si¢ na proste (explicit) i ztozone (implicit). Do metod
prostych zalicza si¢ np. metode Eulera i metode Rungego-Kutty, do ztozonych m.in. me-
tode stycznych [10] i metode czasoprzestrzennych elementéw skofczonych Kaczkow-

) Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12 ,,Wytrzymalo§¢ i optymalizacia
konstrukcji maszynowych i budowlanych” — koordynowanego przez Instytut Podstawowych Probleméw
Techniki Polskiej Akademii Nauk.
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SKIEGO [11]. Ta ostatnia metoda stwarza, jak si¢ wydaje, nowe mozliwosci réwniez w dzie-
dzinie lepkosprezystoscei.

Autorzy niniejszego opracowania wybrali inna droge. Opierajac si¢ na opisie ciala
lepkosprezystego za pomocg zwiagzku rézniczkowego aproksymuja przebieg naprezen
w poszczegdlnych przedziatach czasu wielomianem. Takie ujecie pozwala na opis zjawisk
pelzania w ciatach liniowo lepkosprezystych. W rezultacie otrzymuje si¢ zwiazki reku-
rencyjne, w ktérych odksztalcenie w danej chwili jest okre§lone przez napreZenie w tejze .
chwili i przez stan ukiadu w chwili poprzedniej. Przediozona metod¢ mozZna wige zakwa-
lifikowaé do metod prostych. Przedzial czasu dzielacy obie chwile moze byé, w wielu
przypadkach dowolnie diugi, co jest zaleta metody, w pozostatych — dtugos¢ przedziatu
czasowego nalezy regulowaé w oparciu o kryterium dokladnosci. Powyzsza metoda byla
juz stosowana w pracach [12, 13].

W niniejszej pracy problem zostal uogdlniony przez dopuszczenie niecigglosci funkcji
o(t) i jej pochodnej &(¢) oraz funkcji e(?) i &(¢). Zastosowano aproksymacie liniowa i kwad-
ratowa funkeji o(¢). Przeprowadzono analizy wynikéw dla podstawowych modeli reolo-
gicznych (Kelvin-Voigt, Zener, Burgers) i analizy bledéw obliczen w zaleznofci od apro-
ksymacji i dtugoéci kroku.

Jakkolwiek ograniczono analizy tylko do modeh reologicznych, to jednak uzyskane
wyniki pozwalajg na dalsze zastosowanie metody w ztozonych ukladach lepkosprezystych.
Jako przyklad mozna podaé wstgpnie napieta siatke ciegnowa. Nad problemem pelzania
siatki ciggnowej sa prowadzone obecnie prace.

2. Réwnanie komstytutywne ciala lepkosprezystego w ujeciu dyskretnym

Réwnanie konstytutywne dla materiatu lepkosprezystego mozna przedstawi¢ w po-
staci zwiazku rézniczkowego [2]

P(D)o(r) = Q(D)&(?) @.n

w ktorym D = d/dt jest operatorem rézniczkowania wzgledem czasu ¢, P(D) i Q(D) sa
liniowymi operatorami rézniczkowymi (wielomianami argumentu D w ogdélnosci stop-
nia n, przy czym stopien moze by¢ niZszy, jesli cze§¢ wspotezynnikéw wielomianu bedzie
réwna zeru), o jest napreZzeniem i e — odksztalceniem.

Na osi czasu wyodrgbniamy chwile ¢, (v = 0, 1, 2, ...) dzielac 0§ na przedziaty ¥, =
= tr_tr—l
Przyjeto, Ze przebieg naprezenia w czasie jest funkcja niekoniecznie ciggla. Miejsca nie-
ciaglosci beda wezlami na osi czasu. Poza tym inne wezly rozmieszcza si¢ stosownie do
potrzeb obliczeniowych., Tak wiec w ogélnosm w weile T napreZenie moze doznawaé
przyrostu o

do, = di—o0,,
a predko$é naprezenia — skoku o

. ot .
A, = &,—a,.
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Wprowadzono oznaczenia

0 = [U(t)]f=f-;~0) 0':.— = [d(t)]r=f.,+0’

. da(t)] o [do(t)]
GT l: ‘ dt [:1,’_(), GT h dt . r=1r+0-

Podziat osi czasu i przebieg funkeiji o(¢) ilustruje rys. 1.

.
G’(fw A,
Ao T
bo. l : oy
oft) It
l 1
1 T T+
et i‘._1 ——b;‘—t'
r——— 1t

t
l‘T— #1; — 1,'-r¢1"’l

Rys. 1
Naprgzenie o(f) w przedziale czasu &, = t,—t,_, mozna aproksymowaé za pomoca
wielomianu stopnia m:
a(t) = ag+ o '+ o, ()2 + ...+,
t=t—t_,, t'e(0,%). 22)
Jesli m = 1 (aproksymacja liniowa), to

7 61 - G:__
fg = Or_1i, oy = ‘—““—6\—1- (23)
Jefli m = 2 (aproksymacja kwadratowa), to
! . ! I 7 .l
o = Oz_1, 0 = Oy, 0Oy = Bz (0= 0r_ =0z D). (2.4)

Z wyzsszych stopni wielomianu (2.2) w niniejszej pracy nie korzystano. Krzywe aproksy-
mujace funkcje o(?) przedstawiono na rysunkach 2 (aproksymacja liniowa) i 3 {(aproksy-
macja kwadratowa).

Rozwigzanie réwnania (2.1), w ktérym o(¢’) dane jest wzorem (2.2), bedziemy poszu-
kiwaé w przedziale t’ € (0, o), przyjmujac najpierw, ze funkcje o(¢) i e(t’) sa w calym
tym przedziale okre$lone i sa funkcjami rzedu wykladniczego, co pozwala na zastosowa-
nie transformacji calkowej Laplace’a. Z przedziatu (0, c0) mozna nastgpnie wyodrgbnic
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przedziat (0, #,). Po wykonaniu transformacji Laplace’a na réwnaniach (2.1) i (2.2)
otrzymuje sig

P(p)&(p)— Po(py, D)a(0) = Q(p)&(p)—Qolp, D)e(0),

- I 1 2 m

U(p) = ;ao+;2-al+;3— (o S +<pm—+l

W réwaaniach (2.5) #(p) i £(p) sa transformatami Laplace’a fuankcji o(t') i e(t), p jest
parametrem catkowania, a wielomiany P, O, P, i Q, maja postaé:

(2.5)

o,.

P = D aps Q) = D b,
_/=0 J=0
_ >£11 n—J Dj—l
Po(Ps D) =y (aj+aJ+1p+ +a,,P ) 4 (26)
J=1

Qo(p, D) = D) (0+byuip+ ... +b,p" )DL
i=1

Operacje D'~16(0) lub D'~'¢(0), j = 1,2, ...,n nalezy rozumie¢ jako granice lewo-
stronna funkgji i ich pochodnych w punkcie ¢t = 0:

o d’=Lo(t) _ d=1e(t) |
D 10.(0) = [—_—dtl‘l ]‘=' o, D/ le(O) = [“dtj—l .

Jest to zwiazane z nieciaglo$cia funkcji transformowanych w punkcie ¢ = ¢,. MozZna si¢
tu powolaé na rozwazania zawarte np. w [14] str. 75 - 76

Z réwnania (2.5); oblicza si¢ transformate £(p). Dalsze rozwazania wymagaja bliz-
szych ustalen w odniesieniu do zwiazku konstytutywnego (2.1) i aproksymacji (2.2).
Przyjeto model reologiczny co najwyZej piecioparametrowy, to znaczy model opisany
réwnaniem

aod‘l'a] &+a25' = b0€+b1é+b2.é, (2.7)
w ktdrym niektoére wspdlezynniki g, 1 b; moga byé réwne zeru, oraz aproksymaci¢ co naj-
wyZej kwadratowa (m = 2). W réwnaniu (2.7) wystepuje 6 wspolczynnikéw, z ktérych
jednakge tylko 5 jest niezaleznych.

Rozwiazanie zadania bedzie tak ujete, Ze wymk1 beda stuszne réwniez dla modeli nizszych
rz¢dow.

% Dobrym przykiadem istoty problemu Jest funkcja Heaviside’a H(?). Transformata Laplace’a
pochodnej funkeji Heaviside’a jest rowna

ZH' ()] =L = 1.
Taki sam wynik uzyskamy na podstawie twierdzenia o rozniczkowaniu oryginatu
ZH(1)] = pL[H(N]-H(0) = 1-H(0)
jesli przyjmie si¢ H(0) = H({0™) = 0.
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alt)4 Aa,
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Rys. 3
Uwzgledniajac w (2.5) powy2sze uwagi oraz warunki poczatkowe ¢(0) = o._;, 0(0) =
= 0,_;, £(0) = &_,, £(0) = &_,, otrzymuje si¢

&(p) = Co(p) &c—1 +E1(P)és—y +C2(p) 2az 0, + ay 0y +ag o) +
+¢3(p) Qag oy +apay)+E4(p)2ag 0, +

+ [a,E5(p)+ a2 Es(P))(to — 0 1) + @285 (P) (o) — 6, —y). (2.8)
We wzorze (2.8):
. _ bl +b2p _ . _ _714"
L) =50 > 4l = Q(p) 4= oy
&(p) = ;TQI—(E’ ¢i(p) = m, Cs(p) = Ei—l’)—’ (2.9

cs(p) = Q( )’ Q(p) = bo+b,p+b,p*.
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Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymuje si¢

e(t) = colt) ey + (1) e+ 02 (1) Qaz 0n + ay oy 4+ ag oto) +
+ea(tYRagay+agey) +ca(t)2ag 0, +
+ayes(t’)+ayce(t)) (do— 0, y) +ayes(t’) (o =6, ). (2.10)
Podstawiajac ¢’ = & i uwzgledniajac, Zze e(®) = ¢, dostajemy

& = Cor 8oy HCy by +65,:(20, 00 +a; 0 +a000) +
+¢3,:(2a, 00+ a0 00) + €4y 2 200 05+
+(ay s, +a3¢6,0) (Go—0:- ) +ax¢5 Aoy —6,,). 2.1
Dla prostoty zapisu oznaczono:

e = ci(ﬁr); l=0,1,,6

Zestawienie wspotczynnikow ¢; . dla roéznych postaci wielomianu Q(D) zawiera tab-
lica 1.
Wykorzystanie tej tablicy i dobér wspélczynnikéw aq, a, 1 a, we wzorze (2.11) pozwala
wykorzystaé ten zwiazek dla kazdego modelu co najwyZzej pigcioparametrowego.

Zwiazek rekurencyjny (2.11) pozwala obliczyé ¢ w chwili £, je$li jest w tejze chwili
okreslone ¢ oraz jesli dany jest stan uktadu w chwili poprzedniej ¢,_,. W rownaniu (2.11)
wystepuje rowniez predkosé odksztalcenia & i niezbedny jest wzor dla jej obliczenia. Pred-
ko$¢ odksztalcenia otrzymamy obliczajac pochodna £(¢') ze wzoru (2.10) i podstawiajac
t' = $,. W wyniku otrzymuje si¢

& = Co,xErt FC1 prmy +Co (20 0 +ay 0y a5 00)+
+¢3,:(20, 03 + a0 @)+ Ca, o+ 280 4 +
+(al.&5.1+a2&6,1) (“0—01—1)+a2&5,1(a1._&1—-1)v (212)

=[dc‘(")] i=0,1,..,6.
l,ns-r’ b 3 2

dar’

Wspotezynniki ¢; , zestawiono w tablicy 2. Wzory (2.11) i (2.12) sg stuszne zaréwno
dla aproksymacji kwadratowej, jak i liniowej. W tablicach ! i 2 zostaly zestawione wspoét-
czynniki ¢; . 1 ¢; . dla wszystkich mozliwych teoretycznie kombinacji wspolczynnikéw
by, b, i b,. Niekoniecznie musi to oznaczaé, 2e wszystkie podane kombinacje sa fizycznie
mozliwe. Np. pod pozycja 1 przypadek by # 0, b, = 0, b, = 0 oznaczalby w ogdlnosci,
2e odksztalcenie jest kombinacja liniowa o, &, 6, co racze] wydaje si¢ by¢ przypadkiem
fizycznie niemozliwym. Jeéli jednakze przyjaé, %e ap # 0 i a, = a, = 0, to przypadek 1
doprowadzi nas do ciala Hooke’a. Podobnie pojawianie sig dystrybucji §(%,) i jej pochod-
nych przy niektorych wspélezynnikach cg, . trudne jest do fizycznego zinterpretowania.
Nalezy jednak zwrécié uwage, ze wspolczynnik ¢s . wystgpnje w iloczynie ze wspdlezyn-
nikiem a,. Mozna by wiec postawié pytanie, czy istnieja takie modele reologiczne, dla
ktérych wystepuje w réwnaniu stanu przyspieszenie napreZenia i jednocze$nie wspolezyn-
niki b4, b, i b, odpowiadaja przypadkom poz. 2 i poz. 6 omawianych tablic.? Na to py-
tanie brak jest w tej pracy odpowiedzi, cho¢ autorzy sadza, Ze odpowiedz bytaby negatyw-
na. Do takiego sadu sklania analiza wszystkich znanych autorom modeli reologicznych.
W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢ wigc, ze jesli zachodzi przypadek 2 lub 6, toa, = 0.

Ci,x
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W przypadku aproksymacji liniowej podstawia si¢ oy i «; zgodnie ze wzorami (2.3)
oraz uwzglednia sig, ze ¢, = 0. Po przeksztalceniach otrzymuje si¢ nastgpujacy zwiazek
rekurencyjny dla odksztalcenia

&y = Co,r Bt—l +Cl_,1ér-—1 +y: d‘t+ (ao C2.1_‘71) 0{'—1 +
i .
+ (al CS.1+a2 CG.r)AUr— t—4az 05.119— (ar—l - 01—2)- (213)
r—1

We wzorze (2.13):

1
Y = 79_1_ (aoc”-}-al Cz,f‘*‘azcs,r), (2‘4)

Ao, = o, —a,.

We wzorze (2.13) wystepuje ponadto predkos$¢ odksztalcenia, ktora oblicza sig wzorcm

- . . - . - - [
8 = Cox &y +C &y +'}’r”r+(aoc2.r"'}’r)dr—1 +

. . . 1 ‘
+ (al (.‘5,,-}- a2 C6,1)Aar——1 —a, CS,r T'_ (Ur—l — Oy 2)»
T—1

(2.15)
'}.’r = —‘0——‘ (00&3,,+a1&2_,+a2(}5.,).
W przypadku aproksymacji kwadratowej otrzymuje sig:
Er = Co,r et—l + Cl .'rér—l +77r61 + (ﬂo C2.1_:J;1)0':'-—l +
+ (a() cs,r +t11 Cl,r—’ﬂ-r?'r)é;—l +
+(aycs,.+8,¢6,) A0, taye5 A6y, (2.16)
- 2
Y= 52 (@ocsstaycs+azcs,y),
ér = bo,r et—l +&1,1é1—1 +7}7161+ (a()(.“z,r"'a;r)o':-l +
+(a0&3.r+alé2,1_ﬂr—.)&;—] +
+ (ax Z’s.r‘*‘a: ‘:'6,1)410':-1 +a2&5.,A6‘,_1 s
. 2 . . . !
Yo = i (@oCataiC3,cHa285,), .17

. 2 / .
Oy = —+— Oy —0r_1)—0r_1,
T 191' ( T l) t—1

= g (el =
Wzory (2.13) i (2.16) pozwalajg obliczyé &,, to znaczy granicg lewostronna funkcji
£(¢) w punkcie ¢ = .. Jedli funkcja jest w tym punkcie nieciggla, to zachodzi potrzeba
obliczenia réwniez granicy prawostronnej ¢,. Granpice t¢ obliczymy za pomocg wzorn
(2.10), bowiem £(0) = e,_,.
Mozna wykazaé, 7e wylaczywszy przypadek | w tablicy | jako mogacy prowadzi¢ tylko
do ciala Hooke’a, dla wszystkich pozostalych przypadkéw otrzymuje sig co(0) = 1,
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| .
¢1(0) = ¢,(0) = ¢3(0) = ¢4(0) = 0 oraz ¢5(0) = B jesli by # 01 b, = 0 oraz ¢5(0) = 0

jesli b, £ 0. W koncu ¢4(0) = _bL jesli b, £ 0, a w pfzypadkach 2 1 6 uzasadnione zo-
2
stato juz, ze a, = 0. Otrzymuje si¢ wigc w postaci ogélnej
&y = &g+ [t1¢5(0)+ay c6(0)] o,y

lub, z uwzglednieniem powyzszych wywodow

£ = 6,4 2L Ao, 2.13)
b,
jesli b, # 0i by = 0, oraz
' P a2
&, = &+ Ao, (2.19)
b,

jesli b, # 0.

Wzory (2.18 - 2.19) s3 stuszone dla aproksymacii liniowej i kwadratowej. Ze wzoréw
tych wynika tez, ze funkcja &(¢) jest ciagla (mimo nieciaglosci funkeji o(2)), jesli a; = 0
w przypadkach 2 i 6, lub a, = 0 w przypadkach pozostalych. Jest tak np. w modelu Kel-

vina-Voigta (przyp. 6), w ktérym a; = 0. Dla modelu Maxwella (przyp. 2) jest a; = lli

1 skok funkcji o(¢) powoduje niecigglo$c e(z).
W podobny sposéb mozna okreslié granice prawostronne funkcji £(¢) jesli jest nie-
ciggla, Otrzymuje si¢:

Pkl S PR WP (2.20)
bl bl
jesli b, = Q01 b, = 0, oraz
é-: = é~;+ al _la%' AOT+ "'li Aé‘r: (221)
b, b,

jesli b, 5 0.

3. Dyskretna analiza modeli reologicznych

3.1. Model Kelvina-Voigta. Wlasnosci fizyczne ciala Kelvina-Voigta opisuje zwigzek réz-
niczkowy
o(t) = Ee(t)+né(2) 3.1
w ktérym wystepuja dwa parametry: E i #.
Model Kelvina-Voigta jest wigc przypadkiem szczegélnym modelr opisanego réwna-
niem (2.7), w ktérym nalezy przyjac: ao = 1, a; = a, = 0,bo = E, by =n, b, =0.
W ujeciu dyskretnym réwnanie stanu ciata Kelvina-Voigta ma postaé

6 = e Pre, .0+ [1@ a ~e“°“91)—y,] ol (3.2)
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w przypadku aproksymacji liniowej, oraz

& =c e+ 0+ [L(l—e‘“"f)~_- o, —#~1—91(1 —Eyp —i~e—wr oA (3.3)
T r—1 T Ve Oy E T VeiOray E 7vr "E:— Gy .
w przypadku aproksymacji kwadratowej. We wzorach (3.2} i (3.3)
- _1__(1 1o
Ve T E ad. |’
: ; (3.4)
5 = Lll__%_(l_l_i"f”_’)] o= E
Y=g e )| =
3.1.1. Wyznaczmy krzywg pelzania przyjmujac w tym celu
o(t) = o"H(?), (3.5)
H(t) — funkcja Heaviside’a.
Rozwiazanie $cisle jest ogolnie znane
0 =% (1—e) 3.6)
£ = *E*' e ;) ( .
Poniewaz dla ¢ > 0 jest &(z) = 0, wigc 6;_; = 0 oraz o._; = ¢, = o°, wobec czego
” a®
go= e e+ (1-e7P), X))

zaréwno dla aproksymacji liniowej, jak tez kwadratowej. Wyniki uzyskane za pomoca
wzoru (3.7) pokrywaja si¢ dokladnie z wynikami $cistymi wg (3.6) i to niezaleznie od
doboru diugosci kroku &, w (3.7).

3.1.2. Przebieg naprezen w przedziale t € (O, %) dany jest funkcja

o(t) = asinwt. (3.8)
Rozwigzanie Sciste ma postaé [1]:

o° 1 0 4 e\
g(t):,E\_v )2 ?e + 14 % sin{w?—g) |,

1+(—w~

(3.9)

K

—arctw
p = arctg—-.

Do dalszych obliczeni przyjeto dane wedlug monografii [15] s. 170 zawierajace wy-
niki badafi J. Kmity nad parametrami lepkosprezystymi lin stalowych: E = 2- 10° MPa,
n = 4249 000 kGdni/cm?® = 42,49- 10* MPa dni = 102-10° MPah. Przyj¢to, ze wol-
nozmienne obciaZzenie przebiega w przedziale (0; 14 dni) wg polfali sinusoidy; o =
- 2| T
“12‘ dilai_ = T).m h—l, o® = 6.-10"% MPa.

Obliczenia wykonano

1° wedlug wzoru Scistego (3.9);

2° wedhig zwiazku rekurencyjnego (3.2) (aproksymacja liniowa) ze stalym krokiem row-
rownym kolejno: & = 24h, % = 2-24h, & = 4 - 24h;
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olt]
64107 MPa|-
NgUSin wt

01 23 456789101 12134

T Lt L T |
012365678090 NREK "

-

240°

Eft)
Rys. 4

oit)

t

——

o

T 2T 3T 4T ST 6T 77
h 2“1‘

0 T 2T 3T 4T ST 61T 7T t

10

2

&t
Rys. 5

3° wedlug zwiazku rekurencyjnego (3.3) (aproksymacja kwadratowa) ze stalym krokiem
réwnym kolejno & = 24h, 9 = 2- 24h, & = 4-24h, & = T 24h.

Wyniki zestawiono w tablicy 3 oraz pa rysunku 4. Widoczny jest wplyw diugosci
kroku na dokladnoéé obliczeri oraz przewaga aproksymacji kwadratowej nad liniowa.
Niemniej mozna stwierdzié, ze aproksymacja liniowa daje dostatecznie dokladne dla
celéw praktycznych wyniki nawet przy znacznej dhugosci kroku.

3.1.3. Przebieg napre¢zen jest funkcja nieciagla przedstawiona na rysunku 5:

0__ 0<tg T,
o35
a®, T<1t<2T,
o) == 1 20°, 2T < 1 < 3T, | (3.10)
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Otrzymuje si¢ nastgpujace rozwiazanie §ciste:

o 1 ,
tG[O, 1‘] E(t) =E__&T (C +(Xt—“l),

0 a’l‘_l
te[T,2T): &@) = %—(1 _£ oT e‘“'),

0 aTl __
teQQT, 371 e(t) = EE—[Z— (e ole +62“T) e‘“'], (3.11)

o 2 T -1 2
te [3T, 4T] GU) = %[84— "(;T (l—at)— (e oT +eZaT+ﬁe3aT) e—m]|

0
te [4T, o0): &(t) = i)—L(1-—e"‘T—ozTez‘"T—2<33°‘T+2<34"‘T)e“§“.
E ol
W ujeciu dyskretnym przyjmujemy &, = T uwzglgdniajac sig, ze
06=0, o,=01=0° o0,=0% o03=20° 03=o0;=20°

6, =04=0, os=05=0,..., oraz

. 00 . ) ot 20‘0 [} .t
0-0 =___T_, 0‘1=0, 0‘2=0, 0’3 = —‘?, 0'4_:0, 0'5—'—'—0,....
Dla aproksymacji liniowej otrzymuje si¢ zwiazek rekurencyjny w postaci
— o[, 1=eT\ g, (l—e“” oar
& =e""e_,+ E (1 oT + B T e , (3.12)

skad, przy warunku poczatkowym g, = 0, oblicza si¢ kolejno:

£ —£(1—~ 1_e—w>
CEVTTar )
o

s g Sgte)
o= Fleme- e
£y = %"l eoont;L (2e‘“T—e—4“T)—e'2“T] ,

Stosujac aproksymacj¢ kwadratowg otrzymuje si¢ zwiazek rekurencyjny

i _ a—aT
Erze—aTET~1+&[1~i(]‘l € )]+

E al oT
0oy 2A 1—e=*7 et
* E [aT (] ~ ol ) e +

FT[2 1-e | 2
+ = - il A3
[aT oT (1+ aT)]‘ (3.1
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Wyniki otrzymane za pomocg wzort (3.13) sg identyczne z otrzymanymi ze wzoru (3.12)
oraz, jak fatwo sprawdzic, z wynikami rozwigzania scistego (3.11).

3.1.4. Przebieg naprezen dany jest funkcja

UO
Ft(2T~t), 0T,

o(t) = (3.14)

LG°, t
W tablicy 4 zestawiono wartosci funkcji e(z). Aproksymacja kwadratowa daje wyniki
pokrywajace si¢ ze §cistymi, poniewaz dokladnie opisuje przebieg naprezen w calym za-
kresie zmiennodci t. Wykresy o(f) i &(¢) pokazane s3 na rysunku 6.

alt)

T=2Lh
&n 6h
0 T 2T 31 & 5T t
108 I
€l E, %Ez
T
Rys. 6 ‘Rys. 7
Tablica 4
£(r) x 10°
t a(t) x 10® N -
[godz.) [MPa] warto$¢ aprc?k:symaqa o/ bledu
dokiadna liniowa
o 1
0 0 0 § 0
6 2,625 0,77750 | 0,74282 4,46
12 4,500 2,71353 2,64802 2,41
18 5,625 526316 | 5,17024 1,76
24 6,000 7,94196 ! 7,82468 : 1,48
48 6,000 16,22330 | 16,15007 : 0,45
72 6,000 21,39553 J 21,34982 ‘ 0,21
96 6,000 24,62593 & 24,59740 | 0,12
120 6,000 26,64352 | 26,62573 E 0,07
144 ' 6,000 27,90364 { 27,89255 | 0,04
3.2. Model Zenera (rys. 7)
Roéwnanie stanu ma postaé
E, ) E,E, .
/I—‘ o() +o(t) = r%»~f- e()+ (B, + Eye(r). (3.15)
2
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Przyjmujac staly krok &, = T, otrzymuje si¢ dla aproksymacji liniowej

a Ew l—c-‘u'r
€ = e‘”s,_l+—’—(l 2 ) +

El. h E]+E2 al
E_I’:L E, 1-e™*" _ —uT) do._y ¢
" E, (E1+E2 P + E,+E, = ’ (3.16)

oraz dla aproksymacji kwadratowej

= =974 +ﬂ_ 1— L _2__(1_1“_341)] +
& = TR, E,+E, ol oT

U"r—l__ Ez 2 ( 1_e—d'l')— —aT]
TE, [E,+E2 7 Gl A g 3.17)
BT B [2 1~e-”>_ e ] A0 or

El El +E2 aT al aT ) E] +E2

g _ PtE2
7AB, +Ey)

Dla grani'cy prawostronnej otrzymuje si¢ wzor

' Ao,
£, = &t E 15, (3.18)
Niech przebieg napreZed przedstawia wykres na rysunku 8. To znaczy
o, 0<t<T, _
o(t) =1 ¢ (3— ;,) T <t <2T, (3.19)
0, 2T <1 < ©.
alt)
20 e e -
u.
t
a ar
Eft)
20
Zanil
m;
0 i 2T




ANALIZA MODELI REOLOGICZNYCH 225

Rozwigzanie $cisle ma postaé:

te(0,T):
o° ( E, )
e(t) = — Il — ——e"¥|,
( E, E,+E,
te(T,2T):
o°® ! B, I ( 1 Il (3.20)
1) = —-{3— . — |- 11 —aT 4 = |a=a(-T)
e() El{ T+E,+E2[aT +e +aT)e ]]'
te (2T, oo):
@ E, [ —e*T \ )
)= — = T -aT ~a(t—-2T)
(1) E. E +E, [1+ T e (1 +e )le .
W ujeciu dyskretnym przyjmujemy staty krok &, = T i1 uwzgledniamy w obliczeniach,
Ze o'(l) = Go, AUO = 0,0’ 0y = an G; = 2009 AUJ = UO) 0y = GO: G; = 09 AUZ = _Gov
0
as:a;’,:...=0;66=61=0,¢'7§=b'2=——%,&;:&3:&5:...:0.

Aproksymacja liniowa (3.16) i kwadratowa (3.17) daje identyczne nastgpujace wyniki:
0
g = i_(l — __EZ.__ c““T),

E, E,+E,
0,0 Ez [ 1——6—”' T
= . aT 1 —-aT i
& E| !1+ E L E, o e (1 +e"*T)|¢, (3.21)
o® E, It —aT —aT ] —aT
&3 £ E1E [1+ P (1+e=*Nje—oT, ...
Granice prawostronne funkcji £(¢) sg réwne:
, o° , o°
fo=g v & =&atzg
E,+E E.+EB
1 2 1 2 (3'22)
, ao®
€y = E5— El +E2 .

Fatwo mozna sprawdzié, ze za pomocg wzoréw Scistych (3.20) otrzyma si¢ identyczne
wartosci odksztalcen w chwilach ¢, = T*, 2T%, 3T, .... W celu sporzadzenia wykresu

. 1 b e
(1) zageszczono wezly na osi czasu przyjmujsc &, = T T. Wyniki obliczef dla T = 96 A,

6 =5 MPa, E;, =9,5-10° MPa, E, = 22,5- 10* MPa, 7, = 49,92-10° MPah ilu-
struje wykres na rysunku 8. Powyzsze dane zostaly wzigte z monografii 1. KisisLa [15]
wedlug badan A. Mitzla i A. Dziendziela dotyczacych betonu.

™
Ez% %‘—'Qz

Rys. 9

15 Mech, Teorct. i Stos. 1--2/84
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3.3. Model Burgersa (rys. 9)
W czteroparametrowym modelu Burgersa jest a, = 1,

_ Mt ﬂ_ _ M2 _
al. - E2 + El al EJ E2 > bo - 0)
by =%, b= _ﬁ_ﬁg?: .

2

Przyjmujac staty krok &, = T otrzymuje si¢ dla aproksymacji liniowe;j
T  E+E, 1 1-—6‘”)
—_—— — GT+

: 1—e*
8"8"“““7_8’ *+(2m+ E.E, E, T

T E;+E, S raa
[2771 E.E; ( “Z) T ]"”‘*
+[§1—+(%— ni)1 - T]A” 7,;;_—1-;;‘&0,_,-0;_2), (3.23)
AT
& = e_“‘E'r—-l + (:—Ei_T + ‘7;1;‘ i ‘1+T)0'1“
—(E:T+7711 “”+i 1 ;]:”)0‘;-1+
L i), (3.24)

o N2
Dla aproksymacji kwadratowej otrzymuje si¢

T  E+E 2 1( 1—e-“‘)]
- ———}lo, —

| —e=?T |
B = Byt + e Bt S
17 : { 3, T EE, T E aT AT

— _i_'_ E1+E2 _(_T__I 2 ) 1 1—'8—' ;
_3771 E]E2 o E2 T - T 4O+
. T2 2 ( E,+E 2 1—e=37 ]
+| + _ 1 2 ) Y3
B 6771 EZ}' E]Ez + Ele l ] 61—1 +
- 1 1 1 l_e—lT 1 l_e_llr
T B L il 1 d—eh
5t <m + 7]2) : ]Ao,_1+ g s, (3.29)
; 1 2 B+E 2 1-e™™
& = e” 31— + — 4+ — — _ —
! < T E1E2 EzT }'T 61
— ( ] . —1T+ ;%_ El +E2 _ 2 ) 1 -—e—AT ,
M1 T EE, E,T PV A S
2 1-e*T B 4E
* [E_z T T EE, (1—6“’)]01_1 + (3.26)
1

+ (_“ + —‘) e do,_ i+ L e~ Mda,_,,
E,
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3.3.1. Dla obciaZenia
o(t) = o°H(t) (3.27)

otrzymuje si¢
o° 1 —at -2t
&(t) = b, t+ a = (I—e ") +a,te~¥], (3.28)

Jest to wynik scisty. Identyczne wyniki otrzymuje sig za pomoca wzoréw rekurencyj-
nych, co wynika stad, Zze kazda aproksymacja opisuje dokladnie funkcj@ typu (3.27).
Krok #, moze by¢ dowolnie dlugi.

W aproksymacji liniowej w pierwszym kroku naleZy przyjaé: eo = 0, &, = 0, o, = 0,
06 =06° dog = 0", 0, =% cgylidlar =1 (F, = T):

0'0(1 T T l—e“‘T)

_— e T e—_—
E, N N2 AT

& =

8 = ¢° (L + 1 e‘”).

N M2
Granice prawostronne odksztalcenia i pregdkoéci odksztalcenia dla ¢ = 0 obliczamy wzo-
rem (2.19) '

g =2
o~ E—l,
1 wzorem (2.21)
&b = o° N+
N1 72

Identyczne wyniki otrzymamy z (3.28)
Dla v = 2, 3, ... otrzymuje si¢

. — & +_1-—e‘”é + a°T(1__ l—e““')

Tk A Uy, AT |

) .. a®
& =g, +— (1—e).
™

Dia aproksymacji kwadratowej nalezy dodatkowo przyja¢ A&, = 0 dla wszystkich .
3.3.2. Przyjeto program obciaZenia

o(t) = o%inw?. (3.29)

Bezposrednie rozwigzanie réwnania rézniczkowego metoda transformacji Laplace’a
daje wynik

| 1 o |1 A .

() =3 EI-Me - —607-+A coswt + az+Z)—A sinot |,

2 (3.30)

PR @ A—a, -1
T ®? 4 12

15+
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Obliczenia numeryczne wykonano przyjmujac dla polistyrenu KA w temperaturze
293 K (~20°C) za [16] nastepujace dane:

E, = 3,32-10° MPa, E, = 4,30 10* MPa,

7, = 6,45+ 10° MPa - s, Ny = 9,62- 10" MPa - s.
Przyjeto rézne dhugosci kroku w celu zbadania, jaki to ma wplyw na dokladnoéé obliczer

(9 = 0,2h, & = 0,4h, ® = 1h, 9 = 1,25). Przyjeto nadto 6 = 6 MPaiw = .’21;,—1.

W pierwszym. kroku nalezy przyjaé nastepujace wartosci poczatkowe: g, = 0, & = 0,
0 = 0_; =00 =0, 4o, =0, &5 = we®, 46, = we®. Granicg prawostronng predkosci
odksztalcenia dla ¢ = O oblicza si¢ wzorem:

Wyniki zestawiono w tablicy 5. Widoczne jest, ze aproksymacja kwadratowa daje
przy tej samej dlugosci kroku znacznie dokladniejsze wyniki.

4. Uwagi koficowe

Przedstawiona metoda pozwala opisaé zjawisko pelzania materialow, przy czym w ni-
niejszej pracy ograniczono si¢ do jednoosiowego stanu naprezenia. Metoda jest dobrze
przystosowana do skonczonej liczby nieciagloéci funkcji o(?) i jej pochodnej a(t) Punkty
nieciaglosci musza byé wezlami na osi czasu.

Metoda jest obciazona tylko bledem aproksymacji przebiegu naprezef. Oznacza to,
Ze jesli funkcja o(¢) jest odcinkami liniowa lub paraboliczna i jesli wezly umiesci si¢ przy-

a)

AE 3 =2dni
10|
24077 Py // \
10-10_ //
/ -
v 2 3= =]
35 6\7
\\
b) \ D=hdni
AE4 v
aproksymacja liniowa
- e qproksymacja kwadratowa
202 J=1dzien
0%
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a)
AE
2x10°8-
W0
tini
1 L
b)
aed
»=0.4h
2407
107
0
aproksymacja
liniowa
c) —~—= aproksymacja

kwadratowa

Rys. 11

najmniej we wszystkich punktach niecigglosci funkcji o(¢) i jej pochodnej &(¢), to otrzy-
mamy we wszystkich weztach wyniki $cisle niezaleznie od dtugosci kroku.

Przebieg napreZen w ogdlnoéci moze byé bardziej ztozony. W takim przypadku otrzy-
muje si¢ wyniki obarczone blgdem zaleznym od diugosci kroku. Problem ten zostat prze-
apalizowany dia przebiegu sinusoidalnego w przypadku modelu Kelvina-Voigta opisa-
nym w pkt. 3.1.2 i w tablicy 3 (rys. 10) oraz w przypadku modelu Burgersa opisanym
w pkt. 3.3.2 i w tablicy 5 (rys. 11).

Na wykresach przedstawiono blad bezwzgledny Ade (réznica migdzy rozwiazaniem. $cis-
tym a rozwigzaniem wg opisanej metody) jako funkcje czasu (lub écislej: wskaZnika ko-
lejnych chwil 1) oraz w zalezno$ci od rodzaju aproksymacii i dtugosci kroku. Z wykresow
tych wynika oczywista zreszta przewaga aproksymacji kwadratowej nad liniowg i wyrazna
stabilnoé¢ metody. Jest charakterystyczne, Ze przebieg bledu aproksymacji liniowej jest
w przyblizeniu proporcjonalny do przebiegu funkcji aproksymowanej, natomiast przy
aproksymacji kwadratowej blad oscyluje zmieniajac znak krok za krokiem. ,,Amplituda”
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tej ,,krzywej oscylujacej” jest, praktycznie rzecz biorgc, stala w calym badanym przedziale
czasu. O stabilnosci metody §wiadczy tez przebieg bledu zanotowany w tablicy 4.

Na rysunku 12 przedstawiono $redni blad kwadratowy jako funkcje diugoéci kroku.
Dla modelu Kelvina-Voigta i danych dotyczacych lin stalowych $redni bigd kwadratowy
obliczono w przedziale czasu (0, 14 dni). Krok & = 7 dni odpowiada éwiartce sinusoidy

przebiegu naprf;zeﬁ(-i— T ) Widoczne jest na rysunku 12a, Ze jesli 'dhugo$¢ kroku zbliza

sig do- 4§ T, to blad metody szybko rosnie nawet przy zastosowaniu aproksymacji kwadra-

towej.

Wykresy na rys. 12b dotycza modelu Burgersa i danych przyjetych dla polistyrenu KA.
Sredni btad kwadratowy obliczono w przedziale czasu (0, 4h ). Nalezy zwrécié uwage na
o : - T
zjawisko zblizania sig obu krzywych bledu do siebie dla ¢ > T
ze przy tak dlugim w stosunku do okresu funkcji kroku, aproksymowémie sinusoidy od-
- cinkami parabol staje si¢ réwnie malo przydatne, jak aproksymowanie jej odcinkami
prostych. o
Stad nalezy wnosié¢ postulat takiego doboru diugo$ci kroku Zzeby w przedziale (t._,, t)
funkcja aproksymowana i jej pochodna byly monotoniczne.

co sie thumaczy tym,
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Dhugosé kroku mozna wiec na ogdt przyjmowal znaczna, co ma istotne znaczenie
przy badaniu dtugotrwatych proces6w pelzania i stanowi zalete opisanej metody.
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JUCKPETHEIF AHAIN3 PEOJJOIMUYECKUX MOIEIEM

B paote mpencraBnsercs meTox DMCKDETH3ANHH YPABHEHWA COCTOSHMA JIMACHHO- BASKOYNPYTHX
TeN. MeTon COCIOHTCA B PasfcieHuM OCH BPEMEHH HA MHTEPRAJIbI, B KOTOPLIX HAIPSIKEHME arpOKCH-
MUpyercs mureiinol wim xeagpaTaunoi dymsapeit. KoHCTHTyTHBHOE YPABHEHNE BASKOYIPYIOro Tena
TPHHATO B BHAE AU hepeHnMabROM 3aBHCHMOCTH, B KOTOPYIO BXOAAT He BONbIIe BTOPOM IIPOM3BOIHBIC
10 Bpemens. Homycraercs KoHeuHoe YHCHO paspbiBHOCTeH (hyriammy o(f), a Taioxe DpOHIBOAHOH &(1).
VpaBHEeHRE COCTORHMSI IS NAHHON ANIPOKCHMALMH B IPOH3BOJIBHOM WHTEPRAJIE MOYKHO PEIIHTh TOUHO-
B peayJibTaTe 11051y9aeM PEKYPEHTHYIO (hOPAYITY, B KOTOPOH nedopMaLisa B JAHHOM MOMEHTE BHIPa)YKAeTCH
Yepes HANPSLDKEHNE B TOM CAMOM MOMEHTE M Yepe3 COCTOMHHE CHCTEMBI B IIpeQIIeCTBYIONIEM MOMEHTE.
<Popmyna obpementna ToNEKO OWMOGKOH armpokcEMamyH. DTO 0G03HAYAET, YTO AIA JIMHEHHOTO HITH Ta-
pabomryecoro rpofera HaupsKeRMit KBAPaTHYHAA AUPOKCHMALAS JOCTABILIET TOUHLIE PE3YNLTATEL
HE3aBHCHMO OT JUMHLY wmara. B npyrux oliyyanx [UIMHA MHTEpBANa perylHpyeMa Ha OCHOBE IIPH3HAKA
TOUHOCTH MOYKET GbITh 3HAUMTEIILHOIT, @ 3TO MMEET CYIECTBERHOE 3HAYCHME DY MCTILITAMMAX JIHTENbIbIX
IIPOLIECCOB TIOJ3YYECTH.

TIpoBefeso pAK MCIBITATENBHEBIX BHIYNCIEHAN Kns PasuHbIX peonorumueckux mopeneld (Kemspma —
Doiirr, 3unep, Byprepc) u ans pasuix nporpam Harpyxerns. IlposegeHo ananms oumBoK KA YACTHBIX
ANIPOKCAMAIME ¥ JUIA PASHBIX JUIMH [UAra.
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Summary

DISCRETE ANALYSIS OF RHEOLOGICAL MODELS

The discretizationmethod of the equation of state for the linear visco-elastic materials has been pro-
posed. The time axis has been divided into seperate time intervals; within each time interval the stresses
have been approximated by means of the linear or quadratic functions. The constitutive relation for a visco-
elastic material has been assumed in the form of a differential relation with the time derivatives at most
of the second order. It has been assumed that the number of points at which functions o(¢), &(t) suffer
discontinnities is finite. The constitutive relation for the given approximation can be solved in the exact
form.

As a result the reccurence relation has been obtained for which the state of derfomation at a given
instant is determined by the state of stress at the same instant and by the state of the body in the preced-
ing (discrete) time instant, Thus for the linear and parabolic time distributions of stress, the quadratic
approximation leads to the exact results for any length of steps. In other cases the length of the step, con-
trolled by the criterion of accuracy, can be rather big; this fact plays an essential role when long time creep
processes are considered.

A number of test calculations for different rbeological models (Kelvin-Voigt, Zener, Burgers) and
for different loading programs have been performed. The error analysis for some special approximations
and different step lenghts has been given.



