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WSI Opole

W pracy podaje si¢ metode obliczen punktéw réwnowagi dia jednowymiarowych
uktadéw sprezystych. Przykiadem takich ukladéw sa prety (fuki) lub powioki obrotowe
obcigzone osiowosymetrycznie. Obliczanie krzywoliniowych $ciezek réwnowagi jest
podstawowym elementem nieliniowej analizy konstrukcji. Dodatkowo zaklada sie, Ze
rozwazany ukiad jest poddany obciazeniom zachowawczym, charakteryzowanym jednym
parametrem skalarnym 2. Metoda rozwiazania nieliniowych uktadéw rownan réwnowagi
wykorzystuje wszystkie wlasnosci macierzy wystepujacych w analizie tych konstrukciji
metoda elementow skonczonych i charakteryzuje si¢ duzg stabilno$cia oraz stosunkowo
krétkim czasem obliczen. Dodatkowa cenna zaletg jest w przyblizeniu liniowy wzrost
czasu obliczen w zaleznosci od liczby elementéw podziatu konstrukcji. Podaje sig szereg
przykladéw liczbowych dla powlok obrotowych, a dla zachowania wzglédnej spojnosci
opracowania podstawowe informacje o dyskretyzacji powloki podano w Uzupehieniu.

1. Sformulowanie problemu

Bedziemy rozwazaé jednowymiarowe uklady sprezyste, ktorych pole przemieszczen
jest funkcja jednej zmiennej u = u(&), & € [&,. &]. Zatézmy ponadto. ze rozwazany uklad
Jest poddany obcigzeniom zachowawczym charakteryzowanym parametrem skalarnym .
Energia potencjalna takiego ukladu moze byé zapisana w postaci
(1.1) P(u, 2y = Uu)+ V),
gdzie U(u) jest energia sprezysta. a V(u) energia potencjalng obciaZzen. W stanie rownowagi
energia potencjalna jest stacjonarna, tj. wariacja (rézniczka Gateaux) jest rowna zeru
(1.2) - OP(u, A; ou) = 0,
dla kazdej, kinematycznie dozwolonej wariacji ou pola przemieszczen. Réwnania Eulera-
-Lagrange’a zagadnienia wariacyjnego (1.2) stanowia uklad réwnan rézniczkowych.
W ogdlnym przypadku nieliniowych, ktoéry w zapisie operatorowym ma postaé
(1.3) F(u, 2) = 0.

Podstawowym zagadnieniem analizy omawianych ukladoéw jest wyznaczenie wszystkich
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rozwigzan (w tym osobliwych) v = u(4) réwnania (1.3) dla wartoéci parametru A z pew-
nego przedzialu oraz zbadania stabilnosci tych rozwigzan. Szczegdlnie waznym jest wy-
znaczenie tych wartosci 2,, ktdre odpowiadaja punktom rozgalezienia oraz tych A, ktére
odpowiadaja punktom maksimum lub minimum obciaZenia, tj. w ktorych d% =0

(rys. 1).

Rys. 1

Tak postawiony problem jest obszerny i na ogét trudny. Do jego rozwiazania stosuje sig
zwykle jedng z bezposrednich metod rachunku wariacyjnego. Woéwczas niewiadomym
jest wektor uogdlnionych wspoéirzgdnych badz przemieszczen wezlowych g. Dobrym
przykladem jest tutaj metoda elementéw skonczonych zastosowana do obliczen powlok
obrotowych obciazonych osiowosymetrycznie.

Dla przyjetych funkcji bazowych (funkcji ksztaltu) otrzymuje sig

u(é) = N(é)q,

a wowczas energia potencjalna jest funkcja N zmiennych ¢;(i = 1,2, ..., N) wspdirzed-
nych wektora ¢7 = [g(, q2, .-, qn], 4. .

(1.4) P(q, ) = U(g)+ AV (q).
Energie sprezysta U mozna zapisa¢é w postaci sumy.
(1.5) U(q) = U(g)+ Uni(a),
gdzie

[
(1.6) Uw(q) = -fq’Kq,

a w czesci Uy (q) sktadowe wektora ¢ wystepuja w potedze wyzszej niz dwa. Symetryczna
macierz K w (1.6) o wymiarach N x N jest nazywana macierza sztywnosci, a forma kwa-
dratowa (1.6) jest nieujemna, tj. U.(q) > O dla kazdego ¢ € R", a dla warunkéw brzego-
wych uniemozliwiajacych sztywny ruch ukladu jest dodatnio okreslona, to znaczy U.(q) > 0
dla g # 0.

Jesli ograniczymy si¢ do tzw. obcigzen typu martwego, to energia potencjalna V(q)
jest funkcja liniowa

1.7 Wag) = 4"Q,
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_gdzie staly wektor QT = [Q,, Q3, ..., Qn] jest tzw. wektorem obcigzen jednostkowych.
Obliczajac teraz wariacj¢ funkcjonatu (1.4) w klasie kinematycznie dozwolonych wariacji
wektora ¢ otrzymamy

(1.8) 0P(q, 4; 6q) = 6q"f(q. ) = 0,

a stad uklad réwnan réwnowagi przyjmuje postaé

oUy
(1.9) ) flg, D) = Kg+ E;é“'(q)—lQ=0,
lub definiujac tzw. wektor pseudo-sit
_ Uy,
(1.10) R(q) = T @,
postaé
(1.11) Kq+R(g) = 20,

gdzie R(g) = [Ri(q), Ra(9); -, Rn(@)]"-
W ten sposdb znalezienie $ciezki rownowagi sprowadza si¢ do rozwigzania nieliniowego

ukladu réwnan algebraicznych (1.11).

2. Numeryczne rozwigzanie nieliniowych ukladéw réwnan

Wezmy pod uwage uklad (1.11) i ustalajac warto$¢ parametru 4 = i zastosujemy do
niego iteracyjng metod¢ Newtona-Raphsona [7]:
q° — przyblizenie poczatkowe,
2.1 OR W™ "
qm-}-l = qm_ [K+ é)a_ (qm)] {Kq"’+R(q"')—lQ}

dla m =0,1,2,... (m oznacza numer iteracji).
Jesli metoda (2.1) jest zbiezna, to w granicy otrzymamy rozwigzanie

q(i) = lim ¢™.

m- oo

We wzorze (2.1) macierz j,)R jest macierza funkcyjng postaci

oq
9R, IR, éR,
aq, dq, dqy
,. JR JR ¢R
éR Shy Ofas 2
(2.2) g | 1 la v |
ORy Ry Ry
_ 2q, dq, T oqy ..

a jej warto$ci liczbowe sy w punktach g™,

=
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W jednowymiarowych ukfadach macierze K i (2.2) maja postaé¢ przedstawiong na rys. 2,
gdzie podmacierze @;(j=1,2,...,/) sa macierzami odpowiadajagcymi podzialowi po-
wloki na elementy, a wyrazy zakreskowane na rysunku sa dodawane.

i w

Rys. 2

e . Y : R
Zgodnie z zasada dodawania macierzy, takg sama struktur¢ ma réwniez macierz K+g—q !

W dalszym ciggu tego rozdziatlu zalozymy, Ze elementy macierzy K i wektora Q sg dane

-oraz znany jest algorytm obliczania wartosci R(g) i %1;— (¢9) dla dowolnego g € RN,

Przy nieliniowym zachowaniu si¢ konstrukcji dla pewnych wartosci parametru 4 ma-

cierz —C;;+K jest macierza zle uwarunkowana, a nawet osobliwa [5]. W tych przypadkach

(szczegdlnie interesujacych z fizycznego punktu widzenia) niec mozna stosowaé metody
Newtona-Raphsona w postaci (2.1). Zapiszmy (2.1) w innej réwnowaznej postaci:

¢° — przyblizenie poczatkowe,
(2.3) OR =
[K+ &_d (qm) /-’i]q"'.‘Ll . {anl +R(qm)_ }.Q},

gdzie Ag"*' = g"*'—¢" dla m = 0.1,2,... i rozwazmy dwa mozliwe przypadki:
OR = :
1) macierz K+ T w pewnym otoczeniu rozwigzania ¢ = ¢(A) jest macierza dobrze
oq .

uwarunkowang,
: ! JR . : : e
2) macierz K_i-_&? jest macierzg bliskg osobliwej.

(Praktyczne kryteria rozrézniania tych przypadkéw zostana podane przy omawianiu

przykladéw obliczen). '

W pierwszym przypadku kazdy krok iteracyjny metody Newtona-Raphsona wymaga
e aR

rozwiazania liniowego ukladu réownan (2.3), ktérego macierz wspolczynnikéw K+ i

jest postaci podanej na rys. 2. Bardzo efektywna metoda rozwigzania tego typu ukladow

jest opisana w pracy [3]. Tutaj ograniczymy si¢ jedynie do podania informacji, ze jest to
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odpowiednio dostosowana metoda eliminacji z wyborem elementu glownego i ze wszystkie
operacje przeprowadza si¢ jedynie na elementach niezerowych macierzy. W trakcie obli-
czenn wymagany jest niewielki obszar pamigci operacyjnej maszyny cyfrowej. Macierz
ukladu nie musi byé macierza symetryczna.

W drugim przypadku niekorzystng sytuacje mozna ominaé, je§li parametr 2 potrak-
tujemy jako jedna z niewiadomych ukladu (1.11), natomiast dowolnie wybrang skltadowa
g wektora g(1 < r < N) przyjmiemy jako dang. Moéwi si¢ wéwczas o tzw. zamianie
parametru sterujacego [5]. Przy takiej zamianie wzér (2.3) przyjmie postaé

~ OR . S 3 e = A
(2.4) [K g <q'")] Ag"t = — {Kq"+R@") =4, T}

w ktorym macierz K powstaje z macierzy K przez zastgpienie r-tej kolumny wektorem Q
wektor T jest r-ta kolumna macierzy K, natomiast

G = a7, = s A, - T

-

-

'/jwl

“

; JR . : - .
W tym przypadku macierz K+—— jest postaci przedstawionej na rys. 3, gdzie bez
[

0q
Zmnigjszenia ogdlnoscei rozwazan przyjeto r = 1. Ze wzgledu na pojawienie si¢ niezerowej
n
. ~  dR . ! . . y .
kolumny w macierzy K+ . - nie mozna stosowa¢ procedury opisanej w [3]. Mozna
daq

Natomiast podac¢ prosta modyfikacje tej procedury, ktéra bgdzie przydatna do rozwiazy-
wania ukladéw o macierzach w postaci przedstawionej na rys. 3, zachowujac wszystkic
pozadane whasnosci (m.in. operacje tylko na niczerowych elementach). W tym celu, po-
dobnie jak w pracy [3] zalézmy, ze podmacierze ®; sa wymiaréw n x n ( n-liczba parzysta)
I wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

AR fi.— element lezacy w f-tym wierszu 1 s-tej Kolumnie podmacierzy @D;(7, s =

= 1.2 Al 2 el D)

Eliminacje niewiadomych ukladu (2.4) bedziemy przeprowadza¢ w / etapach. W i-tym

: 2 ; JR
etapie eliminacji potrzebne sa podmacierze @; oraz @;,,. Fragment macierzy K+-——

aq
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zawierajacy te podmacierze przed eliminacja wyglada nastgpujaco:
Qt . 0 flll ‘12 'lp ll.p-+-l "'f‘lu
Quer 0 fi fa o f% 2,041 f2n 0
/ ] : ;
Ql+p ... 0 f ::2 e Jpp lp.p+1 ;)n
i i i P41 P41
Qitps1 - 0 fp+l L fp+l o Fpza.e F1i . dy, fitosa it
. . - . . . . . . . - - . - . - - . ’ - . . . .
i i i ] P41 i+1
Oien .0 fi, fh . dy, L LA Ll TR )
i+1 i+ +1 . fitl
Ql+n+) fp-:-l R ;):-l P f;ﬁ-l p+! ;;tl,n
: 0
Q fi+l i+l it1 i+1
t+n+p nl e*+Jnp n,p+1l *++Jnn
\

gdzie d}, = St ™ Lassipills @= Lok oiis B

Eliminujac metoda Jordana [7] p pierwszych niewiadomych z tego fragmentu otrzymamy:

[0} L G | R iy 2 e

Okt e DT r Dot el 0

QL D00 o S

i i% i+1 1+1

Q% i 00 | 0T b R e fRE

i% 1% P41 i+l

O co o Q00 il i S L

] i i % i+1 i+1

or. 000 ...0dx ..dx Hpen oS

Q i+ 1 I+ f i+1
t+n+1t p+1,1 = Jp+i.p p+l ptl = Jptt,n

: 0
Q fi+1 i+l f-i+1 i+ 1
t+n+p nl =i p Jn.pt+i oL WA

(Symbolem * oznaczono te elementy, ktére ulegaja zmianie w procesie eliminacji niewia-
domych uktadu).

W ten sposéb po wykonaniu / etapéw zostana wyeliminowane wszystkie niewiadome
za wyjatkiem A. Wyliczajac niewiadome w kolejnosci Agy, Aqn_,. ..., 4G5 wyrazimy
je wszystkie jako funkcje liniowe A, a nastgpnie po wyliczeniu A z pierwszego réwnania
otrzymamy rozwiazanie A¢™*! ukladu (2.4). Zwr6émy uwage na fakt, ze uklady (2.3)
i (2.4) sa rozwiazywane duza ilo$¢ razy (dla kazdego punktu na $ciezce wielokrotnie),
wobec tego szybkie i numerycznie stabilne metody rozwigzywania takich ukladéw maja
istotne znaczenie dla calego procesu obliczen. Autorowi nieznane sg efektywniejsze niz
opisane wyZej metody rozwiazania tego typu ukladéw. Korzystanie z wzoru (2.1) jest
w tym przypadku niewskazane, ze wzgledu na to, ze przy odwracaniu macierzy zatraca
sig ich strukture przedstawiona na rysunkach 2 i 3.
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3. Obliczanie przyblizen poczatkowych

Punkty na sciezce rownowagi oblicza si¢ w ten sposob, Ze po rozwigzaniu ukladu (1.11)

dla 2 = 2 (lub dla g, = ,) przechodzi si¢ do rozwigzania tego ukladu dla 2 = 1+ /14
(9, = q,+Aq,) metoda (2.3) lub (2.4). W kazdym z tych przypadkéw nalezy wybrac
przyblizenie poczatkowe ¢° (lub ¢°). Jak wiadomo, w metodzie Newtona-Raphsona
bardzo istotne znaczenie ma wlasciwy wybdr przyblizenia poczatkowego. Jesli np. za
przyblizenie poczatkowe dla 2 = A+ 42 przyjmiemy ¢° = q(7), to w przypadkach duzych
przyrostow przemieszczen zajdzie konieczno$¢ zmniejszenia A2 (co wydluza czas obliczen)
gdyz w przeciwnym razie mozna otrzymac proces iteracyjny rozbiezny badz ominaé czesé
krzywej na $ciezce rownowagi. Analogiczna sytuacja wystgpuje w przypadku sterowania
parametrem g,. Dobre rezultaty daje nastgpujacy sposob obliczania przyblizenn poczatko-
wych: zalézmy, ze mamy rozwiazania g(4,) i g(2,) dla dwoch parametréw 4, i 4,(4, # 1,)
(w poczatkowej czgsci Sciezki dla 4 bliskich zeru rozwiazania takie otrzymuje sie tatwo).
Wowezas dla 4 = 4,+ 42 przyblizenie ¢°(1) otrzymuje sie z wzoréw

. a3 = a0y g0 WA=,
o s — Ay

e e

Analogiczny wzor na przyblizenie poczatkowe wektora §°(g,) mozna podaé w przy-
padku sterowania skladowa g, (wystarczy zamieni¢ 4 z ¢,). Wzér (3.1) stanowi liniowa
ekstrapolacje rozwigzania dla znanych dwéch poprzednich rozwiazan na sciezce réwno-
wagi, a jego geometryczna interpretacje w przypadku N = 2 przedstawia rys. 4.

G.

Rys. 4

Oczywiscic mozna poda¢ wzory ekstrapolacyjné wyzszych stopni. jednakze liczne
Przyklady obliczen dla powlok obrotowych wskazuja na wystarczajgco dobre przyblizenia
Tozwigzan wg (3.1).
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Mnozac skalarnie stronami réwnanie (I.11) przez wektor Q, otrzymamy

_ <Kq+R(q), 0>
0,0 .
gdzie symbol (...» oznacza iloczyn skalarny wektoréw. Oznacza to, ze jedli g jest rozwia-

zaniem ukladu (1.11), to odpowiadajaca mu wartosé parametru 2 wyraza sie wzorem (3.2).
W przypadku sterowania skladows ¢,, dla zadanego 44 oblicza sie wielkosci gy wg wzoru

(3.2) A

(3.1), a nastepnie przyblizenie poczatkowe a0 niewiadomej 2 wg (3.2), wstawiajac w miejsce
q wektor ¢°.

4. ‘Przyklady obliczen Sciezek réownowagi dla powlok obrotowych

W rozdziale tym podamy przykfady obliczen dla powlok obrotowych. Wszystkie one
liczone byly na EMC Odra 1204. Obliczenia zwigzane z catkowaniem numerycznym ma-
cierzy sztywnodci, skladaniem macierzy, uwzglgdnianiem warunkéw brzegowych itp.
wykonuje si¢ przy pomocy metod opisanych szczegdtowo w [2].

Wzory (2.3) i (2.4) opisuja proces iteracyjny, ktéry nalezy zakonczy¢, gdy osiggnieto
zadana dokladnosé¢ obliczen skladowych wektora Ag (lub 4§). Najczesciej jako kryterium
dokiadnosci obliczen przyjmuje si¢ spetnienie przez kolejne wektory 4¢™~* i Ag™ relacji

(4.1) | l4g" —Agm=1]| < e,

gdzie ¢ — zadana liczba dodatnia, a symbol ||¢|| oznacza norm¢ wektora ¢ = [q,. ¢,. ...
..., gN]". We wszystkich przyktadach przyjeto norme

4.2) llgll = max |q;l

I=isN
oraz ¢ = 1076,

Przyktad [. Malowyniosla powloka sferyczna obciazona sila skupiony w wierz-
chotku (rys. 5).

P
n
i
- a - /
R
Rys. 5
Dane: R = 4,76 m E=2-10° N/mm-
a =09 m ]
H = 85,89 mm S
h = 4,637 mm
ER? 2. el .
D = ~ sztywnosc zgigciowa powloki.

12(1 =12
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Na rys. 6 przedstawiono przemieszczenie wierzchotka powloki otrzymane przy podziale
na 10 réwnych elementéw. Linig ciggla zaznaczono rozwiazanie otrzymane w pracy [1].
Ze wzgledu na brak wierzchotkow, takie przyklady rozwiazuje sie fatwo, bez koniecznosci
zamiany parametru sterujacego. Kazdy punkt na $ciezce obliczono wykonujac 3 - 4 ite-
racje wg wzoru (2.3) i przyblizenia poczatkowego (3.1).

: i T W T
18}
2 ?
w //
15| | Losm //? -
{L76m A
] /!
‘ F
% 5~
I/'
12 -1
(=] ‘
5 X
c : ; e
= 10 pomieszczenie =
o
7,03-\(
.
—g e o]
T B m——
; - ! ¢ \ -
0 5 10 15 20 25
— pomieszczenie wierzchotka w/h

Rys. 6

Przyktad 2. Malowyniosta powloka sferyczna obcigzona pierscieniowo.
Liczba elementéw — 10.
Dane: R = 4,758 in E = 107 1b/in?
a =09 in y = 0,3
H = 0,08589 in
h = 0,01576 in

Na rys. 7 przedstawiono wykresy: I dla % = (0,251 II dla —Z— = 0,42. Linig ciggla zazna-

Czono rozwigzanie wg [6]. Punkty na krzywej II zaznaczone cyframi 1, 2, 3, 4 oznaczaja
Zmiang parametru sterujacego. Odcinki krzywej miedzy punktami 1 - 2 oraz 3 - 4 obliczono
wg wzoru (2.4) przyjmujgc jako parametr sterujacy przemieszczenie w wierzchotka. Cha-
rakterystyczng cechq obliczeni przy zblizaniu si¢ do punktéw 1, 2, 3, 4 byl wzrost liczby
Iteracji potrzebnych do obliczen przemieszczen z doktadnoscia (4.1). W programie istnieje
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mozliwos$é automatycznej zmiany sterowania jesli liczba iteracji przekracza zadana wartosé
lub malym przyrostom parametru odpowiadaja duZe przyrosty przemieszczen (oznacza
to np. mozliwo$¢ pominigcia odcinka 2 -4 na krzywej II, rys. 7).

H T T T

LQ0r-

300
=z
a
=
~
2001
100 -
1 L L 1
10 20 30 40
przemieszczenie w [mm])
Rys. 7
Voo as :ggi@m]%[ O =
18]~ .
16 1
14~ /|
] 2 ., I s
T 10~ — 3
0.8 .
05 al
0.4 "\.. ’/ —
' —gld Za
0,2 o—._-.‘\/\—.___./' Ll
0 | i { ! ) J L\/J | | i
10 20 30 L0 50 6,0 707 160 17.0 180 190

pomieszczenie wierzchotka w/h
Rys. 8
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Przykltad 3. Malowyniosta powloka sferyczna obcigzona réwnomiernie.

Dane: R = 202 mm E =2-10"% N/mm?
a = 40 mm 1
H =4 mm Ly
h = 0,4096 mm
2 ER?

Goe = 31—y R = 1,007 N/mm? — klasyczne obcigZenie krytyczne.

Na rys. 8 przedstawiono przemieszczenie wierzchotka powloki przy podziale na 10 ele-
mentéw. Przy podziale na 20 elementéw otrzymano wyniki niewiele réznigce si¢ (na ry-
sunku nierozroZnialne), a czas obliczenn wzrést dwuktornie. Linia ciagla zaznaczono roz-
wigzania uzyskane w pracy [4].

Ze wzgledu na skomplikowany ksztalt krzywej przedstawionej na rys. 8 jest to przyklad
dos¢ trudny do numerycznej analizy i wymaga doswiadczen w prowadzeniu tego typu
obliczen. Jednakze umiejetne wykorzystanie metod opisanych w punktach 2 i 3 pozwala
liczyé takie przyklady z duza doktadnosécia. Przy pomocy opracowanego programu liczono:
szereg innych przykladéw powlok obrotowych, jednakze tutaj zamieszczono wyniki naj-
bardziej charakterystycznych przypadkow.

5. Uzupelnienie

W uzupetnieniu podamy podstawowe zaleznosci i réwnania algorytmu obliczen powlok
obrotowych metoda elementow skoficzonych, przy zalozeniu, ze powloka poddana jest
obciazeniom osiowosymetrycznym typu ,,martwego’. Bardziej szczegdélowe opracowanie
tych zagadnien znajduje si¢ w niepublikowanych opracowaniach [8).

Niech tworzaca powierzchni srodkowej powloki dana bedzie réwnaniem r = r(2),
z € [z;, zn4,]. Podzial powloki na elementy skonczone jest dokonywany przez ustalenie:
ciagu wartosci zy, Z,, ..., Zy4 1. W ten sposéb otrzymuje si¢ element skonczony jako
stozek o krzywoliniowej tworzacej r = r(2), z € [z;, Ziy1], i = 1,2, ..., N. W celu otrzy-
mania zaleZnosci na poziomie elementu, wprowadza si¢ lokalng parametryzacje lukowa
tworzacej

: dr

(5.1 s(z) = J a.dz, ol = (W) +1, se[0, L],

=0
gdzie L; jest dlugoscia tworzacej i-tego elementu. Dla przypadku obcigzenia osiowosy-
metrycznego pole przemieszczen powierzchni §rodkowej powloki jest funkcja zmiennej
s, # = u(s). Sktadowa styczng i skladowa normalng tego pola oznaczmy odpowiednio
przez u i w. Energia potencjalna powloki jest sumg energii sprezystej U i energii potencjal-
nej V obcigzenia

(5.2) - ‘ P(r) = Ua)+V(i).

W dalszym ciagu zakladaé bedziemy, Ze powloka jest cienka, materiat powloki jest jedno-
rodny i izotropowy, a odksztalcenia w powloce sa male. Wéwczas energia sprezysta wy-
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nosi

(5.3) Uw) = 7Zf{C(€3:f + €5+ 2vE,€0) + D(52 + 23 + 2w, g) }rds
Eh » Eh3

54 = £ ——

(54} d l—»2” “ 12(1 =%’

gdzie i oznacza grubos$¢ powloki, £ i » s3 odpowiednio modutem sprezystosci i-wspoiczyn-
nikiem Poissona.,

Ograniczajac si¢ do teorii powlok Sandersa-Koitera, zwiazki miedzy odksztalceniami
i przemieszczeniami maja postaé

1
&, = —_p2
5 83+2 ﬁx’

€9= 89,
(5.5) oy
D
vo= =228 g (Y= (),

ds

gdzie liniowe odksztalcenia blonowe oraz parametr obrotu wyrazaja si¢ przez przemieszcze-
nia nastgpujaco:

(5.6) g =u'—Dw, = —i— in®u+cos®w), p;=w+du,

Na podstawie zwiazkéw (5.5) energie sprezysta (5.3) mozna zapisa¢ w postaci

(5.7 U= UL+ Uy,

gdzie

(5.8) U, = nf {C(&2 4 63+ 2ve, £0) + D(32 + 13+ 2w, 30) yrds,
Sk e 31

(5.9) Uyi = 7 | C\(ectrea it - B2 rds.

Oznaczajac przez q(i) p skladowe normalna i styczna obcigzenia pownerzchmowego
energia potencjalna tego obciagZzenia wynosi

(5.10) V(i) = —2n [ (pu+qw)rds.
Definiujgc wektor przemieszczen wezlowych elementu

(51 l) {qc}T = [ui) “; s W,-.. ﬂ.\'h uH 1 “:‘+l ’ wl+| > .8.\'.1'+ l]
oraz przyjmujac wiclomianowa aproksymacje skladowych przemieszczenia wewnatrz
elementu

u(s) = oy + o, s+oy8*+a,s3,

5.12) i
( w(s) = a5 +ogS+a,5" + 055>,
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otrzymamy

(5.13) (= {”} = [PIIA] (g},

w

gdzie macierz [P] zalezy tylko od parametru s, a macierz [A] zalezy tylko od parametréw
geometrycznych elementu. Korzystajac teraz z (5.13) mozna wyrazi¢ liniowe odksztalcenia
oraz parametr obrotu przez wektor przemieszczei weztowych elementu

: , =17 = B e,
(5.14) #s
1 =47} = A,
6 .
. = ][4 4.).

Réwnania réwnowagi elementu otrzymane z warunku stacjonarnosci energii potencjalnej
maja postac '

(5.15) [K]1{g.} = {Q.}—{0*({q})},

gdzie macierz sztywnosci elementu [K], wektor obcigzen weztowych {Q.} oraz tzw. wektor
pseudo-sit {Q*} wyznacza si¢ wykorzystujac zaleznosci (5.13) i (5.14) oraz postaé energii
sprezystej (5.7), (5.8) i (5.9) i energii potencjalnej obcigZenia (5.10):

Ll
(5.16) [K] = [4]727 [ (IB,]"[CI[B.]+ [B.I"[D] [B;Drds [4],
: (]

Ll
(5.17) (0.} = [A]Tznf [P]” “’} rds,
3 lq

L,

(5.18) {Q#} = [A]Tnf C{ﬁf [B,1" [;lv] +(2(ex+1'e@)ﬂs+ﬁ,3)-[b]r} rds.

]

We wzorze (5.16) macierz [C] i [D] sa zdefiniowane nastgpujaco:

1 » 1 »
(5.19) [C] = CL 1], [D] = D[v 1].

0{Q.}
aq

Wykorzystujac teraz postaé (5.18) wektora pseudo-sit mozemy wyznaczy¢ macierz
elementu -

L

1
:“’_g%i = [A]"n f c{zﬂs(wlr [] [b1+ [b]"[1 ] [Bd)+

0

+ (2(&s+veg)+3p2) [b]T [b]} rds[A]. "
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Pesmome

YWCJIEHHOE HCCJIEJOBAHUE KPUBOJIMHENHBIX IIVTEN PABHOBECHS B CJIVUAE
OJHOMEPHBIX VIIPYTHX CHUCTEM

B paGore npeacraBiieH YHCJIEHHbI METOJ HCCIIeJOBAHHSA TOYEK PABHOBECHA B Cllyyae OQHOMEPHBIX
ynpyrux cucreM. IlpHmepaMy TaKHX CHCTEM SIBJIAIOTCS CTepyKHH (apKM) HIH OOOJIOUKH BpalleHus, Ha-
IPY)KeHHble OCeCHMMeTpHuHO. Ilpeamomnaraercsl, YTO CHCTEMAa HArpy)eHa KOHCEPBaTHBHO H OIIHCbl-
BaeTCsl CKANAPHbLIM NapameTpom A.

Merton pelueHHA HeJMHEMHBIX CHCTEM YPaBHCHMI DPaBHOBECHA MCMONb3yeT Bce CBOMCTBA MaTpHIL,
KOTOpPbIE MOABJISIIOTCA BO BpeMsi PELLCHHs 3ajaul METOJOM KOHEUHBIX 3J1eMeHTOB. JOCTOHHCTBOM Me-
TOHA SIBJISAAETCS TAK/KE H TO, UTO BpeMs BbhluMciieHHi Ha DBM MeHseTca npHOIH3HTENIBHO JIMHEHHO B 3a-
BHCHMOCTH OT KOJIMYeCTRA KOHEUHBIX JJIEMEHTOR KOHCTPYKUNH. CraThA COREPIKUT PAN UHCIIEHHBIX NPH-
MepOoB, KacalOLHXCA 0GOJIOUEK BPAILCHMsI, @ OCHOBHBIE CBEJCHHA O AMCKPETH3AIMH O0OJIOUKH ITOJIaHbI
B [lpunoxennu.

Summary

NUMERICAL CALCULATION OF THE NON-LINEAR EQUILIBRIUM PATHS OF THE
ONE-DIMENSIONAL ELASTIC SYSTEMS

A method of calculation of the equilibrium states of the onedimensional elastic systems like rods
(arches) and shells of revolution under axisymmetric loading is presented. It is assumed that loads are
conservative and intensity of loads is characterized by single parameter A. The solution method of the
non-linear equilibrium equations utilizes all properties of matrices is stable and less time consuming. The
main feature of this method is that computation time approximately grows linearly with the number of
finite elements. Numcrical examples of shells of revolution and basic relations are presented.
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