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W pracy rozwaza si¢ struktury matematyczne stosowane przy rozwiazywaniu zagadnien
brzegowych mechaniki. Rozpatruje si¢ pojecie rozwiazania przyblizonego oraz formutuje
metode szacowania jego bledu bezwzglednego w stosunku do nieznanego rozwiazania
dokladnego. Jako przyklad analizowana jest liniowa teoria sprezystoéei.’

1. Rozwiazania przyblizone

Wybrane cechy cial materialnych machanika bada i opisuje przy pomocy pewnych
przedmiotéw matematycznych. W niniejszej pracy przedmiotami takimi beda struktury
matematyczne nastepujacej postaci

(1.1 M = <X, F, ud
gdzie X, F sa podzbiorami w przestrzeniach Banacha, za$§ u jest relacja dwuargumentowa

H = XxF

Problemem mechaniki nazywaé be¢dziemy poszukiwanie dla ustalonego f, € F takiego
elementu x, € X, Ze

(1.2) ' (%05 /o) € .

Element x, jest wtedy rozwiqzaniem tego problemu.

Bledem bezwzglednym przyjecia za rozwigzanie problemu (1.2) pewnego elementu
x € domy jest

(1.3) &(x, X0, fo) = rrﬁ):(llx—xcll,llf—foll),
gdzie u, = {feF; (x,Neul

Jedng z ogblnych metod rozwiazania problemu (1.2) jest metoda aproksymacji pole-
gajaca na okresleniu nowej relacji ¢ aproksymujacej ex definitione relacje u.

W niniejszej pracy relacje aproksymujaca okreslimy przez ustalenie a > 0 tak, Ze dla.
kazdego (xo, fo) € u jest

(1.4) _ C&(x, %0, fo) S a.
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Problemem aproksymacyjnym dla problemu (1.2) jest wtedy poszukiwanie dla ustalo-
nego f, takiego elementu x, ze

(15) (x,fo)eﬁ.

Rozwigzanie (1.5) nazwiemy rozwiqzaniem przyblizonym rozwigzania (1.2). Tak okreslone
rozwigzanie przyblizone jest vogdlnieniem definicji wprowadzonej w [1].

JeSli nazwiemy pary (x, f) € pu procesami za$ x przyczynami i f skutkami lub reakcjami
to wtedy warunek (1.4) moZna wypowiedzie¢ jako Zadanie bliskosci w sensie normy roz-
nicy przyczyn i odpowiadajacych jej réznic skutkow. '

Sprawdzenie z definicji (1.4), (1.5) czy element x jest rozwigzaniem przyblizonym wy-
maga znajomosci odlegtosci ||x — x,|| migdzy nieznanym rozwigzaniem dokladnym a ele-
mentem x. Odlegto$é ta na ogc’ﬁ nie jest dana. Inaczej z odleglodcia || f~f,!| gdy2 znajac
x 1 u potrafimy okre$lié fa tym samym [|f—foll-

Trudno$é oszacowania ||x—x,|| usuniemy zakladajac, Ze mozliwa jest konstrukcja
funkcjonatu

(1.6) 8:X- R,,
spetniajacego warunki
(1.7) (Vxo, x € domp)[|[x —xo|| < 6(x, (xo € domé = (x0) = 0)].)

W przypadku istnienia (1.6) speiniajacego (1.7) warunkiem dostatecznym na to by x e
domu bylo rozwigzaniem przyblizonym jest -

(18) . max(é(x), Hf_fo”) €a

feny

Funkcjonat d nazwiemy funkcjonalem bledu. Przykiady konstrukeji takiego funkcjonatu
podamy w punktach 2 i 3.

2. Struktury liniowe

Niech teraz relacja u wystepujaca w (1.1) jest operatorem A € (X —» F) liniowym,
ograniczonym i odwracalnym. Operator A~! jest takZe liniowy i ograniczony. Ustalmy
tak jak poprzednio fu za$§ x, = A7 (fo). '

Z definicji normy operatora mamy

1% —xoll < [1A7HLHf~foll

dla wszystkich x e X i f = A(x).
Funkcjonat btedu (1.6) moZzemy przyjaé w postaci

(z.1) 3(x) = m|l4(x)—foll, _
gdzie m jest dane i m = ||A7Y||. Furikcjonal ten, okre§lony jest na calej przestrzeni X.

1> Zapis f: X > Y oznacza, ze operator f jest okre$lony w przestrzeni X, za$ f € (X » F) na przestrze-
ni X.
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Podstawiajgc (2.1) do (1.8) otrzymamy warunek dostateczny na to, by dowolne x bylo
rozwiazaniem przyblizonym

(2.2) [lA(x)—=foll < min (;ll a).

Dla pewnych operatoréw A4 wielkosé r = A(x)—f, nazywa sie czasami silami reakcji [3).

Z (2.2) wynika, Zze dla operatoréw 4 majgcych norme [[47!|[ mnigjsza od jednosci
mozliwe jest szacowanie btedu bezwzglednego e przez wielkod¢ sit reakeji. Inaczej méwiac,
jezeli m < 1 wtedy z tego, Ze ||7|| € a wynika [|x—X,|| € a. W przeciwnym razie, dla
m > 1 szacowanie takie nie jest prawdziwe. Wynika stad, 2e takze dla liniowej teorii
sprezystodci, ktora jest szczegdlnym przykladem struktury liniowej szacowanie bledu
przez sily reakcji bez obliczenia m nie jest uzasadnione.

3. Struktury w przestrzeniach Hilberta

W poprzednim punkcie podali$my przyktad funkcjonatu btedu zaleznego od sit reakcji.
Tak skonstruowany funkcjonal pozwala z wielkosci sit reakcji wyciaga¢ wnioski o wiel-
kofci bledu bezwzglednego rozwigzania przyblizonego. W tym punkcie zajmiemy si¢ inng
charakterystyka btedu bezwzglednego. o

Ustalmy pewng strukture <X, F, up, w ktérej X jest przestrzeniag Hilberta oraz

(x0, /o) € ph-
W celu okreslenia dziedziny funkcjonatu bledu rozpatrzmy dwie ortogonalne roz-
maitodci liniowe X, i X, tak, Zze dla kazdego x; € X;, x, € X, jest

3.1 (% =xo) (%2 —Xo) = 0.
Funkcjonal § okre§timy dla x zdefiniowanych w nastepujacy sposéb

(3.2) ,  x= % (x4 X2).

Przyporzadkowanie (3.2) jest jednoznaczne.
R6éwnosé (3.1) jest réwnowazna dia x spetniajacych (3.2) réwnaniu

1
X—%o|| = = 1]x; = x5l].
I oll 5 1%, — X2l
Roéwnowaznosé ta pozwala na okreélenie funkcjonatu bledu w postaci

63 59 = 5 lry—ll

1
W tym przypadku rozwigzaniem przybliZonym jest kazdy element x =—2—(xl +x3)
ktéry spelnja
1
(3.49) . max(—2—||x1~x2||, Ilf—foH) sa.
fep, ’

Przyklad konstrukcji ortogonalnych rozmaitosci liniowych podamy w nastgpnym
punkcie,
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4. Przyklad struktury w liniowej teorii sprezystosci

Zdefiniujmy pewng strukture liniowej teorii sprezystosci (T, F, 4). W celu skon-
struowania elementéw tej struktury podamy kilka definicji.

Niech £ bedzie regularnym obszarem w R>.

Oznaczmy przez X przestrzen wszystkich funkceji wektorowych x € (2 —» R3) klasy (C?
w Q iklasy C! w 2.

Niech dalej D bedzie pewnym niepustym zbiorem w X takim, ze wszystkie elementy
D sa odwracalne. Okreslmy M jako

“.1 M= {x:x=i-(d-1),iel, de D},
gdzie I jest zbiorem wszystkich izometrii przestrzeni R* obcigtych do codomd a 1 jest
identycznoécia w X. Elementy okreflone warunkiem (4.1) oznaczymy przez u i nazwiemy
przemieszczeniami. Najogélniejszym zbiorem (4.1) jest cala przestrzen X.

Niech T bedzie przestrzenia symetrycznych funkcji tensorowych e (£2 — R3*3)
takich, ze zachodzi warunek '
@n (Vte T)(fA,jk,t,jtk,dv < oo)

o]

gdzie t = (1)), Ay = Apa = Ayne = Ay, L7k, I=1,2,3.
Przestrzeh T nazywa sig przestrzenig naprezen.
Wyposazmy przestrzed T w iloczyn skalarny [2];

(4.2) 1112 = [ Aththdo.
0

Okre$lmy przestrzed F jako iloczyn kartezjadski Bx PxQ gdzie B jest przestrzenig
funkcji wektorowych ciagltych b € (2 — R®) P przestrzenig funkcji wektorowych prawie
cigglych p € (9,42 - R®) za$ Q = Xl|s,0. Przyjinuje sig, ze 8;2, i = 1,2 sa takie, Ze
0,200,02 = 202, 5,2n3,2 = 3. :

Elementy F oznaczaé bedziemy przez f = (b, p, q). Funkcje b nazywa si¢ sitami masowymi
a p obcigzeniami powierzchniowymi.
W celu okreélenia relacji A przyjmiemy, Ze dane sa operatory K € (T — Bx P) postaci
K(t) = (divt, t]y,qn)
gdzie funkcja wektorowa n € (8,2 — R?) réwna jest wersorowi zewnetrznie normalnemu
do 9,8 oraz L € (X - T) postaci

L(x) = -i— C(Vx+VxT)

gdzie ¢ = (¢;;) sg funkcjami skalarnymi okre§lonymi w £2 (stalymi sprezystoéci) spelnia-
jacymi warunki )
Ci_jkl = lekl = Cl_]lk = Chllj

1 .
Aljleklmn = 7 ((S[m(sjn'*_(s[n(sjm)’ ivja k, I’ m,n = l, 2, 3

Relacje 2 przyjmiemy jako
(4.3) (1. (b, p,q)) e A<= Fu e M)(t = Lu)| A K(1) = (b, p) A ulag = q).
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Dla struktur (T, F, ) formutuje si¢ problem (1.2) jako poszukiwanie dla ustalonego
(b, p, q) takiego t € T, ze

(4.9)

(4.5)

(t,(b,p,q) e A.
Oznacza to, Ze trzeba znalezé takie u € M, ze

t= % C(Vu+Vu™)

(dive, ta,on] = (b, p)

Ulo,g = q
vy
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Poszukiwanie « € X spelniajacego (4.5) nazywa si¢ mieszanym zagadnieniem brzegowyny
teorii sprezystosci.

Dla problemu (4.4) sformulowaé mozna problem aproksymacyjny.

Zdefiniujmy w tym celu ortogonalne rozmaitoéci liniowe spetniajace (3.1). (Dla uprosz-
czenia pomijamy sity masowe).

Niech 7, bedzie naprezeniem kinematycznym dopuszczalnym

(4-6) K(tl) = (05 p)a
a t, naprgzeniem statacznie dopuszczalnym
4.7) Qus e M)(Iz = L(uy) A K(1;) = (0, tal0,0nm),  uzlo,0 = fl)

za$ 1, rozwigzaniem problemu (4.4).
Wykorzystujac (4.2) tatwo sprawdzié, ze zachodzi zwiazek

(1, —to)(t; —tg) = 0.
Zgodnie wiec z p. 3, jezeli za rozwigzanie przybliZone ¢ problemu (4.4) przyjmiemy
srednig arytmetyczng naprefer spelniajacych (4.6) 1 (4.7) oraz, Ze ¢ ;-(erz) e dom 2l
wtedy blad bezwzgledny rowny jest

(4. 6(t, fo, fo) = max -y (1lts Il 11 /~Fol

1
f= K(--2—(t‘+/2)), Jo = (0, p)
gdzie
Metoda opisana w p. 3 sprowadza si¢ w tym przypadku do zastapienia poszukiwania
rozwiazania (4.4) przez poszukiwanie rozwigzan (4.6) i (4.7) za$ blad bezwzgledny roz-

. . . 1 . .
wigzania przyblizonego 5 (ty+1¢;) rowny jest (4.8).
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Peamwome

TIOTPEINHOCTE NPUBJIMDKEHHBIX PEIIEHUN B MEXAHUKE

B crarbe oBCy»<A2eTCsT MaTEMATHUECKHE CTPYKTYDBI NPHMEHAEMBIE NPU PEUIEHUH KPAcBBIX 334aY
B MexaHure. PaccmaTpuBaeTCs NOHATHE NPHOMIKEHHOrO peleHHs M (hopMYNHPYETCs METON OUEHKH
€r0 IOIPELIHOCTH B CPAaBHEHHIO ¢ HEW3BECTHOM TOUHOM pemrenwem. Kax npumep aganmsupyeTcs NUHEH-
Has TEOpusI YyNpYLOCTH.
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Summary

ON APPROXIMATE SOLUTIONS IN MECHANICS

Mathematical structures applied in solutions of mechanical boundary value problems are considered.
A notion of an approximate solution has been formulated as well as a method of estimation of error with
respect to unknown exact solution. As an example the kinear theory of elasticity has been analized.



