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R. A. Di TARANTO [1] wyprowadzil réownanie rézniczkowe drgan wolnopodpartej
belki tréjwarstwowej (typu ,,sandwich’), w ktdrej warstwa wewnetrzna posiada liniowe
wlasnosci lepkosprezyste (modul zespolony) peiniac rolg elementu tlumigcego drgania.
Drgania wymuszone takiej belki analizowano w [2]. W obu wymienionych przypadkach
byla to belka o stalej grubodci i stalej szerokosci. W niniejszej pracy uogélniono réwnanie
podane przez Di Taranto na przypadek belki o dowolnie zmiennej wzdluz osi szerokodci
b(x) (rys. 1). Dla takiej belki sformulowano zagadnienie optymalnego ksztaltowania [3]

Rys. 1

(optymalnego doboru funkcji #(x)) ze wzgledu na minimum (zdefiniowanej dokladnie
nizej) amplitudy harmonicznych drgad wymuszonych. Problem rozwiazano w oparciu
0 zasade maksimum PONTRIAGINA [4]. Przedstawione wyniki otrzymano na drodze obliczenr
numerycznych przeprowadzonych na EMC.

1. Réwnania rézniczkowe ruchu

Podobnie jak w [1, 2] zalozymy, ze warstwy zewngtrzne sa idealnie sprezyste o modu-
lach Younga E, i E,, za$ warstwa wewnetrzna posiada liniowe wlasnoéci lepkosprezyste
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charakteryzujace sig¢ zespolonym modutem Kirchoffa G*(0) = G (w)+iGy(w), (0 —
czestodé drgan wymuszonych). Pomijamy wplyw napreZen $cinajgcych w warstwach
zewnetrznych na poprzeczne ugigcie belki. Zakladamy, ze przemieszczenia poprzeczne
wszystkich warstw sa identyczne. W zwiagzku z tym, warstwa wewngtrzna podlega tylko
odksztalceniu postaciowemu. Przyjmujemy, Ze nie ma poslizgow mi¢dzy warstwami.
Rysunek 2 przedstawia zakladana deformacj¢ elementu belki podczas drgaf poprzecznych.
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Przekréj A — C przechodzi w A" — C’, B—D w B’ —D’. Sity osiowe w zewngtrznych
warstwach wynosza odpowiednio

Fy = 2E, hy b(x) 2L a“‘ (1)

Fa = 2B hsb(x 8”3 @)

gdzie u, i u; sa przemieszczeniami wzdluznymi. W warstwie wewngtrznej, zgodnie z przy-
jetymi zaloZeniami sita osiowa nie wystgpuje. Na podstawie warunku réwnowagi sil osio-
wych w calym przekroju belki

Fl +F3 = 0, (3)
otrzymujemy '
ous E b, Ou,
0x  Eahy ox°’
stad ’
E,h,
- — . 4
| ta Eahs ! )
Zaleznoéci geometryczne (rys. 2) prowadza do zwigzkow
@y —hy DY~ (3 +ha D) = 2h,(D+ VW), (%)

du, | 0B\ [ous , 0B\ . (0D ¥ |
(6x —h 6x) (6x +hs x)—th( +ax) ‘ ©®
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Oddziatlywanie warstwy Srodkowej na warstwy zewngtrzne ogranicza si¢ do sil stycznych
(rys. 3). Warunek réwnowagi elementu warstwy 1 prowadzi do zwigzku

oF

Fi, = 6xl dx. 7
Z drugiej strony mamy
b(¥)71, = O, ®)
Fx

gdzie 7, jest naprQZeniém stycznym w warstwie $rodkowej. Lepkdspr@iystoéé warstwy
$rodkowej zdefiniowano przez :

712 = Lg(¥), : ®
gdzie & jest operatorem catkowym [5]
.
) o
PLo(l) = G+ j G- d, (10)
—- o0 - ) :
— dx——
E warstwa 1 q .%i—dx element warstwy 2
T
Fo . /
@‘12
warstwa 2 P—
F2

Rys. 3

w ktérym G jest funkcja relaksacji oraz G, modutem zrelaksowanym. Bio.rqc pod uwage
(D), (8) i (9) otrzymujemy

2Eh, 0 1 Ou .
o T— )

gdzie £ jest operatorem odwrotnym do . Po uwzglednieniu (4), zwigzek (5) prowadzi
do réwnania

_k 1 0 1 6u1)
q) = '3‘ u1+ ——ydb(x) W[b(x)g(; (ax N (12)
w ktérym
_ Ehi+Eshs _
k = ~ Eil, , d=h+2h,+hs
_ 1
¥ = 3E bk,

Moment zgi_najqcy w calym przekroju belki (rys. 4b) wynosi

9 Mech, Teoret. i Stos. 1-—2/82
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M= f (8+hy +Z,)dFy + f (2hy— 8+hy —Z3)dFs,
-—hx --h;
a) b) X

q(x A)
!r.l.__._tz,_._gi,

E—t %
3 ) 1 )
L =

SoQS-dx

liys. 4

gdzie catkujemy po catej powierzchni przekroju danej warstwy oraz gdzie 8 jest odlegloscia
warstwy 1 do osi obojetnej calej belki (rys. 4a) oraz z,, z; sa wspélrzednymi okreslajacymi
odlegtoé¢ danego punktu przekroju do osi obojetnej okreslonej warstwy (rys. 4a). Ko-
rzystajac z

dF, = E, (‘;“‘ +z, gq))b(x)dzl,
dF; = E; (63143 +2z3 a(p)b(x)dza,
L hy

ledzl = 0; fZ;ng = 0,
-k -

' &y

2 2

_;[z}dzl =—3—h‘;‘; __’{ z3dzs =?h§,

'wyraziiny moment zginajacy w catym przekroju wzorem

M= -2dE,h [b( ) au‘]———(Elh3+Esh )lb(x)— , (13
Na podstawie r&vnania belki jednorodnej
0,M w
- ax2 = =0 FIE +q(x,t),

w ktorym M oznacza moment zginajacy, w jest przemieszczeniem poprzecznym, g(x,?)
jest obciaZzeniem zewngtrznym oraz ¢ jest masa na jednostke dhugosci, otrzymujemy

0? ouy’ |, 2 s a 0% Pwl|

= —mb(x) T Y orq(x, 1), (14
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gdiie m = 2(h0, +/1292+h3_93), oraz o, p,, 03 sa ggstosciami odpowiednich warstw.
Poniewaz ‘

ow
_ T ox
wigc rownanie (12) przyjmuje postaé
0 ou, ow
ax[b(x) B ] = y[b(x).SfG (ku1 —dﬁ)]' (15)

Roéwnanie (14) i (15) stanowig poszukiwan.y uktad réwnan rézniczkowych opisujacych
ruch tréjwarstwowej belki. W przypadku b(x) = const uklad ten mozna sprowadzié
do jednego réwnania 6-go rz¢du [1, 2].

2. Warunki brzegowe

Mamy do okre$lenia 6 warunkéw brzegowych na koncach belki (dla x* = 0i x* = L),
Moga to by¢ warunki:

. |
1. w(x*,t) =0, lub wix* ) 0, (16)
0x
*
2. M(x*, 1) =0, Iub LM%& =0, (7

oraz warunki dotyczace przemieszczen i sit wzdhuznych w przekrojach warstw zewngtrz-
nych: '

3. Gdy warstwy zamocowane s3 tak, Ze ich korice nie mogg si¢ przemieszczaé w kierunku
osiowym to

uy(x*, 1) = 0. (18)

4. Gdy warstwy-gewngtrzne nie sa ze soba sztywno polaczone; w zwiazku z czym na konicu
mozZe wystapié tzw. ,,ukosowanie” (rys. 6), to

E
oGty o . (19)
Ox

— S

Rys. 5 Rys. 6

NNN\N

9
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5. Gdy warstwy zewnetrzne sa na koncach sztywno ze soba potaczone (rys. 7), skutkiem
czego nie wystepuje ,,ukosowanie”, to w(x*, ) = 0, czyli (patrz (11))

Ouy(x*,
aix[b(x*)ft’al(”%‘xt))] — 0. (20)

=
=4,

Rys. 7

3. Sformulowanie preblemu optymalizacji

Problem optymalizacji zostanie sformutowany dla stanu ustalonego drgan belki, wy-
muszonych harmonicznie zmiennym obcigZzeniem

q(x, 1) = g(x)e™". 1)

3.1. Réwnanla stamn. Drgania wymuszone rozpatrywanej belki mozZzna przedstawié
w postaci

w(x, t) = w(x)e"™,
{ul(x, 1) = u,(x)e"". (22)
Réwnania (14), (15) prowadza wtedy do ukiadu
[«(Oi"” +w)]" = pPait = p(%),
{ ('] = Fag*(kyiv— ks, (23)

w ktérym wprowadzono wielkosci bezwymiarowe
X=x[L, #=u/L, Ww=w/L
a(X) = b(XL)/d

1 E,h3+E;h3 _ (L)L

@ —= —_— % =
3 Bhdr 0 PO = 5g
2 mL L s L
ﬁ 2E1h1dw’ y‘ 4h1h2’
E h,+Esh d G*
ky = =217 378 = * = gy = ——
1 Eaha > kZ L, g g1+1g2 EI .

oraz G* jest modulem zespolonym. Przedstawiajac zespolone rozwiazanie ukladu (23)
oraz wymuszenie W postaci w = w, +iw,; u = u+iu,, p = p, +ip, oraz dokonujac
podstawien:

Yi=di,  Ya=ta, Yi=ui, Ya=1

ys = —[Oui+w)], ye= —[a(Ous +w})]

1’ ’
Yr=DVYs, Vsg=DYe» Yo=Wi, Yio= Wy, Yy=o0W, Y= 0w,
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otrzymujemy uklad réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu, nazywanych dalej réwna-
niami stanu

Yi=VYs, V2= Va

’

1 , 1
Vs = ~ oy (ys+yu1);  ya= _*@“d”(yﬁ'}'yiz)’

Vs = Y7, Ye¢ = Vs,

y1 = =By, —pi, yg= —fray,—p,, (24)

, 1 , 1
Yo = &‘)’11, Jio = ;}’12,

yir = valn(kiyo—ks ya)=ni(ky yio—ka ya)l,
yiz = va[n(kyyio—kz ya)+n2(ky yo —k; y3)].

gdzie

g1 N, = 82
R

T eirgy

W dalszej czgsci ograniczymy si¢ do rozpatrzenia belki wolnopodpartej (rys. 8) z dwoma
wspomnianymi sposobami polaczenia warstw zewngtrznych na koncu. Oznaczymy te

T oA

F %me‘k B
777 ?

Rys. 8

przypadek A

przypadki przez ,,A” i ,,B”. Warunki brzegowe odpowiadajace wymienionym przypadkom
wyrazajg si¢ nastepujaco:
Przypadek ,,A”
¥1(0) = y,(0) = y:(1) = y2(1) = 0,
y5(0) = y6(0)-= ys(1) = ys(1) = 0, (25A)
Y11(0) = y12(0) = yu (1) = y12(1) = 0.
Przypadek ,,B”
Y1(0) = y,(0) = y;(1) = y2(1) = O,
15(0) = y6(0) = ys(1) = ye(1) = 0, (25B)
k2 ys(1)—ky yo(1) = kaya(1)—kyp10(1) = 0.

3.2. Sformulowanie problemu. Sformuiujemy problem optymalizacji w sposéb nastepujacy:
Okresli¢ funkcje a(X), spelniajaca warunki oy < «(x) < «,, gdzie a, i oy 53 danymi ograni-
czeniami (gérnym i dolnym) oraz warunek '

1

[ a()dz = ao, : @D

0
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dla ktérej funkcjonat
1 -~
= f (i +yDds, ‘ (28)
3 _
osiggnie warto§é minimalna.

Tak sformulowany problem, przy spelmemu réownan stanu (24) i warunkow brzegowych
(25A) lub (25B), jest typowym zagadnieniem optymalnego sterowania [4]. Funkcja ste-
rowania jest tutaj funkcja «(X) opisujaca ksztalt belki. Warunek (27) jest warunkiem
izoperymetrycznym (zadana z géry obj¢toéé). Funkcjonal (28), zwany funkcja celu okreéla
uéredniony wzdtuz dhugoéci kwadrat amplitudy drgan belki.

Do rozwiazania niniejszego problemu zastosujemy zasade maksimum Pontrlagma
Warunek izoperymetryczny (27) uwzgledniamy przez zmodyfikowanie funkcjonalu (28)

1 1
Ji= [GR+yDds+a [ads. (29)
0 0

Mnoznik Lagrange’a A dobiera sig tak aby byt spetniony warunek (27). Po wprowadzeniu
Zmiennej

o= J (Vi+yi+20)d3, (30)
o
otrzymujemy dodatkowe réwnanie
Yo = yi+yi+aa, @31
wraz z warunkiem ' .
yo(0) = 0. . (32)
Dzigki temu funkcjonat (29) mozna zapisaé bardzo prosto jako
Iy = yo(D). (33)
Utwérzmy hamiltonian
12
2 .
H= D, (34)
j=0

gdzie f; oznaczaja prawe strony réwnan (24) i (31), a y; sa rozwigzaniami ukfadu réwnani
sprzgzonych

Y= — 5 i= 0,1,...,12, (35)

spelniajacych warunki brzegowe, okreslone pa podstawie warunkéw transwersalnosei
(4(.) oznaczaja wariacje).
12
81+ D) (1D 8y,(1) =0 6y,(0)) = 0. (36)
j=0
Biorac pod uwage (33) oraz wykorzystujac zwiazki y,(0) = 0 (na podstawie (32)) i yo =
= 0 otrzymujemy najpierw 3, = —1. Po wykorzystaniu warunkéw brzegowych (25A)
i A(25B) i przyréwnaniu do zera pozostatych wsp6lczynnikéw stojacych przy niezaleznych
wariacjach otrzymujemy:
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Przypadek A :
P3(0) = 94(0) = pa(1) = 9,(1) = 0, .
2(0) = vs(0) = p+(1) = s(1) = 0, (37A)
P9(0) = 910(0) = wo(l) = p,0(1) = 0. o '
Przypadek B
ky 3 (0)+ka s (0) = ky 9a(0)+ky 910(0) = O,
kyws(1)+kapo(l) = kypa(l)+kap0(l) = O, -
0) = ps(0) = po(1) = ps(D) = 0, (37B)
¥11(0) = 9,12(0) = v, (1) = 1/’12(_1) = 0. . \-, .
Réwnania sprz¢zone oraz hamiltonian (po opuszezeniu wyrazéw niezalesnych od o)
przyjmuja postaé . e
pi= BPaps+2p;, 2= Blays+2y,

Py = =y + Pk (171911 F72912)s
pi = — P2+ Faky(mPiz—n2%11),
, 1 , 1
Ys = m“/’s, Ye = @—w4’ |
V= —9s, P§= —Ys (38)
Yo = “770(1(1(711“/’11'*‘7]21/’12),

Yo = —Paki(Q P12~ ¥11)s

, (1 , 1{1
Yy = ;(5#’3—1/)9), Yi2 = ;(51{’4—%0)-

H(a) = — % -, (39)
gdzie

1
X = @‘(}’5+Y11)1P3+(YG+Y12)1/’4“Y11 Yo—Y12¥10,

Y = B2(y1yr+y298)—P(G 911 +Gayi12) + 4,
Gy = n,(k, Y9"‘kzy:s)—“'72(kx}’1o—k2}’4),
G, = "]1("1}’10“kz}’4)+_’72(k1}’9“‘k2}’s)- -
Zgodnie z zasadg maksimum wg ktorej optymalna funkcja speinia warunek
H(otyp) = sup H(a)

o Rasa,

otrzymujemy:
Da X>0 i Y>0
o, gdy a* > a,,
Hope(X) = [a* gdy a; < af < a,,
o gdy o* < ay,

gdzie a* = 'I/KY | : (40)
W przeciwnym wypadku .
o {aa gdy H(ep) > H(a),
oD =g, gdy Hed 2 Hlw,).
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4. Obliczenia numeryczne

Przedstawiony problem sprowadza si¢ do nieliniowego zagadnienia brzegowego w skiad
ktérego wchodza réwnania (24), (38) wraz z warunkami (25A) lub (25B) i (37A) lub (37B).
Nieliniowo$§¢ jest wynikiem zwigzkow (40), ktore nalezy podstawié w miejscu a(X) do réw-
naf (24) i (38). Rozwiazywanie problemu tego typu wymaga stosowania metod numerycz-
nych. Przedstawione nizej wyniki otrzymano po zastosowaniu metody kolejnych przybli-
2en [6]. Proces iteracyjny rozpoczyna si¢ od przyjecia pewnej funkeji a, (X) jako pierwszego
przyblizenia funkcji optymalnej, rozwigzania kolejno zagadnien brzegowych (24), (25A)
lub (25B) i (38), (37A) lub (37B). Na podstawie otrzymanych rozwiazah, opierajac sig na
(40) okres$lamy nowe przybliZzenia «,(X). Iteracja zostaje zakoriczona, jezeli osiagnie za-
dana doktadnoéé e, tj. jezeli spetniona bedzie nieréwnoéé

1
[ () = ()5 < .
0

Zaleta przedstawionej metody jest to, Ze na kazdym etapie iteracji rozwigzujemy liniowe
zagadnienie brzegowe (dzigki danej w sposéb jawny funkcji (%)), przy czym wystarczy
osobno rozwigza¢ najpierw réwnania stanu a nastgpnie rownania sprz¢zone, Rozwiazania
rownan stanu wchodza do réwnan sprzezonych jako niejednorodnoéci. Obliczenia prze-
prowadzono na maszynie CYBER 72 w oparciu o program napisany w jezyku FORTRAN.
Do rozwigzania liniowych zagadnien brzegowych zastosowano program biblioteczny
o nazwie LINBVP (MATHSCIENCE LIBRARY), oparty na metodzie sprowadzenia
liniowego zagadnienia brzegowego do zagadnienia poczatkowego [7).

5. Wyniki obliczen

Przedstawione wyniki otrzymano przy nastepujacych danych:
o =20; «,=40; oy,=10
ky =2; k=001
O =4.167x107%; 7 = 4x10%;
Przyjeto obcigzenie stale na calej dtugosci belki
() =107 p(3)=0
Dila zbadar/lia wplywu wielko$ci tlumienia w warstwie wewngtrznej na optymalny

ksztatt przeprowadzono obliczenia dla catkowitego braku ttumienia (g, = 0) oraz przy
wielkodci g./g, = 0,5.

Okreslono optymalny ksztalt belki dla obu przypadkéw (A 1 B) zamocowania koficow
oraz dla trzech wartoéci £:0.02, 0.2, 1. Na rys. 9 przedstawiono optymalne ksztalty belki
dla przypadku ,,A” z uwzglednieniem tlumienia, odpowiadajacego podanym wartoéciom f
W tabelach podano liczbowe wartosci funkcji oo (X) W réznych punktach belki oraz
wartosci ugieé y,(X) z y»(¥) dla belki optymalnej. Dla kazdego przypadku okreslono
stosunek wartosci funkcjonatu (28) okreSlono dla belki o stalej szerokosci J(a,) do war-
toéci minimalnej J(etp)- '

Na rysunku 10 przedstawiono analogiczne wyniki odpowiadajace przypadkowi ,,B”.
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20 X o[x} y1x10%y2x107
L__._ T ——lo 6,01 1000 | 000 | 000
= 5 o1 %92 | 048 | -005
PSR SR (] N 1 0.2 | 27 | 087 |-010
5 03 2323 | 147 | -0
= =71 [oe 25T 05 0w
g 05 | 2488 | 1.1 | -0.9

20
B=002  Jlogl/J (o) =107

) % [a&dx) Jyp0-3y,x10"
I N I N I A 60 | 000 | 0,00 ] 0.00
I 01| 000 | 094

— 0.k
A R | 0.2 1380 .84 |-085
= | 0.3 hEAR 258 |-1,18

______ 04 12.92 306 [ -1.40
05 1287 3,23 | -1.47

§=02 J(oco)/J(ctopl)ﬂ,LO

j % o) Ty<i0efyi0Y
e 00 | 10,00 | 0.000] 0,000
0 10,00 |- 0,080 [-0,009
i i 02 | 10,00 |- 0,089 [-0.012
03| 1000]-0.e7 [-0007

0.4 | _40,00|-0,711 | =0,000.
T - 0.5 0.00[-08n | 0002

n=10  Jog/J (oco,;_,)=2,22 _

Rys. 9

Tx [ X(xY [y 107y, <107
— . _ ] 0.0 | 3608 | 0,000 | 0000
0.1 18,68 | 0,093 [-0,010
0.2 n.27 0,235 | -0063
03 7.78 0,370 |- 0,087
- | — i 04 | 233 | ous7[-0@
05 | 25)3 | 0486 |-0.133

x| alx] Ty, x103[y;x104
AN _ 00 | 1000 | 0,000 | 0400
N e 00 | 2207 | omi |[-0.01
I, 07 | 1226 | 0.208 |-0067

; [ 03 | 1596 | 0u64l-0032
o —— ] . 0.4 1988 | 0587 | =008
05 | 2110 | 0624 |-0203

0=02  Jlog)/dloxp) =1,23

x| o{x) yy x10%yo 10

S N I N 00| 10.00 | Gg0d | 0.000

01 10,00 0.626 | 0.23

R a2 10,00 |- 0,124 | 0.564

] 03 | 1000 |- 0237 | 0.760

— _ 0.4 | 4000 |-0675 | 0565
R 0,5 | 4000]- 0768 |- 0058 |

N=10  Jlogl/dlagd Qz,eo
Rys. 10
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6. Wnioski

1) Optymalny ksztalt zalezy od czestoéci wymuszenia. ,,Dzialanie” optymalnego
ksztattu polega jak widaé na odpowiednim przesuwaniu najbliZzszych czgstoéci rezonanso-
wych w taki sposob, aby zapewnié minimum amplitudy drgaf wymuszonych.

2) Na podstawie przeprowadzonych obliczen stwierdzono, Ze thumienie w warstwie

wewnetrznej (w rozpatrywanych przypadkach podparcia i obcigZenia) nic ma zauwazal-
nego wplywu na optymalny ksztalt,

3) Istotny wplyw na optymalny ksztalt, przy niektérych czgstosciach wymuszenia
wywiera sposéb polaczenia warstw zewnetrznych na korncu belki.
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S v

Praca zostala wykonana w ramach tematu wezlowego 05.12 ,,Wytrzymalos$é i optymalizacia konstrukcji
maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez IPPT PAN.

Pesiome

OIITHMMAJIEHOE <>OPMUPOBAHUE TPEXCJIOMHOU BAJIKM B IIPOLIECCE
YCTAHOBUBIIUXCS, TAPMOHHUYECKUX BbIHYXIEHHBIX KOJEBAHUM

B pabore BhiBemeHsl muchdepeHnansubie YPaBHEHHA KonebaHmil TpexciioiiHol 6anku (sandwich)
€ TIOCTOSHHOM TOJIIHMHOM CIOEB W IIPOM3BONLHO ITEPeMEHHON uiHpHre. JIna Taxol Ganxu thopmyupyerca
BHOMPOC ONTAMANLHOTO NMofbopa GYHKLNH, ONpeeNAONIeH IUPHHY Ganky H3-3a MUHHMYMa yCDEHEH~
. HOro BJAJb IIIHHBI KBaJpaTa amIIMTYHb] FApMOHHNECKHX BBLIHYKACHHBIX KoJleGaHuit. YuuTuBas gemn-
(hHpOBaHHE BHYTPEHHETO CJIOA (KOMIUIEKCHAA INOAYJL) peieHa npobiiemMa, ONHpasch HA TIPUHIUIY
maxcumyma IlourparrHa u npumenenun DBIIM.

Summary

OPTIMAL DESIGN OF THE THREE-LAYER SANDWICH BEAM UNDER STABLE
HARMONICAL EXCITATION

For the triple-layer sandwich beam, with the constant thickness and variable width of the layers, the
differential equations have been derived. The problem of optimal choice of the beam width, based on the
minimum of the mean square value (along the lenght) of amplitude of forced harmonical vibrations, has
been formulated.
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Taking into consideration dampoing in the inner layer (complex modulus) and basing on Pontriagin’s
principle the problem has been solved with the aid of computer,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 czerwea 1980 roku.



