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1. Wstęp

Teoretyczne  badanie  zagadnień  mechaniki  anizotropowych  ciał   warstwowych  osła-
bionych szczelinami rozpoczę to w ostatnich latach. Płaskie zagadnienie szczeliny  w  paś mie
ortotropowym  zł ą czonym z  półpłaszczyznami rozwią zano  w  [1], a  w  paś mie zł ą czonym
z półpłaszczyzną   w  [2].

Dla  anizotropowych ciał  warstwowych  nie zbadanymi pozostają   przestrzenne i w  szcze-
gólnoś ci  osiowosymetryczne  zagadnienia  szczelin.  Zagadnienie  szczeliny  w  warstwie
poprzecznie  izotropowej  rozpatrzono w  [3]  i  [4], a  w ciele  nieograniczonym  w  pracach
[3- 6].

W  niniejszej  pracy  rozwią zano  zagadnienie  płaskiej  szczeliny  kołowej,  usytuowanej
w płaszczyź nie  ś rodkowej  warstwy  poprzecznie  izotropowej,  zł ą czonej  z  dwoma  innymi
poprzecznie izotropowymi  warstwami  identycznymi  ze sobą.

2.  Równania  podstawowe  i  ich  rozwią zania

Zagadnienie  równowagi  sprę ż ystego,  jednorodnego  ciała  poprzecznie  izotropowego
może  być  rozwią zane  za  pomocą   funkcji  fa{r,   z),  które  w  przypadku  osiowej  symetrii
są   rozwią zaniami  równań

(2.1)  (aj+ r- ^+ c- 2??)?.  = 0;  « -   1, 2.

Funkcje  cpjr, z)  spełniają   układ  czą stkowych  równań  róż niczkowych  równowagi
i  okreś lają   w walcowym  układzie współrzę dnych  (r, O, z) składowe wektora  przemieszcze-
nia  (w, 0, w)  i  tensora  naprę ż enia  (prr,  a&a, &zz,0,0,  arz)  za pomocą   wzorów  [7]

(2.2)  u =  9r(fcc>i+cj2),

a„   =  ^

(2.3)

2*
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W  zwią zkach  (2.1),  (2.2),  (2.3)  przyję to  dla symboli  róż niczkowania  oznaczenia

Parametry  sa,  k  zależą  od stał ych materiał owych.  Obliczamy  je ze wzorów  [7]

V  2  /'i , 2
(2.4)

fc  =
w  których

• + 1± .

(2- 5)

- 1,

H- 4-.  r- 4L
Techniczne  stałe  materiał owe  £,  ł> charakteryzują  wł aś ciwoś ci  sprę ż yste  materiału

w  pł aszczyznach z = const  (izotropowe), natomiast E1,v1,G1  w kierunku  osi z, równo-
legł ej do osi sprę ż ystej  symetrii materiał u.

Biorąc  pod  uwagę  nierównoś ci  jakie  speł niają  techniczne stałe materiał owe

(2.6)  i_„>JL>o,  l~v- 2vl- §- >0,
ii i  j&i

stwierdzamy,  że stałe  e, Q, fi  są  rzeczywiste.
Z  zależ noś ci  (2.5) i  (2.6) wynikają  nierównoś ci

6 > 0,  g | 0 ,  fi >  - 1,

zaś  z równań  (2.4)  zależ noś ci

W przypadku  Q >  — 1 parametr a jest rzeczywisty  dodatni bą dź równy zeru, dla Q <  — 1
przyjmuje  wartość  urojoną.  Współ czynnik  f$  jest  rzeczywisty  dodatni  dla Q >  1,  równy
zeru  dla g = 1 i  urojony  dla Q < 1.

W  przypadku  g >  — 1,  tj. gdy speł nione są  nierównoś ci

(2.8)  JL>VlJL  =  V2  l u b - l < e < 0,

co najmniej  jeden  z parametrów  a, (5 jest liczbą  rzeczywistą. Rzeczywiste  materiały  mają
takie  wł aś ciwoś ci,  że ich  stałe sprę ż ystoś ci  speł niają  alternatywę  (2.8)  (na przykł ad  kom-
pozyty).  Teoretycznie  mogą  wystę pować  również  takie  materiały  dla których  Q <  — 1
i wówczas  parametry a, /? przyjmują  wartoś ci  urojone a =  /<*,/? = //? (a, /? —  rzeczywiste).
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Jeż eli  wykonamy  transformację  H ankela w  równaniu  (2.1),  to  stwierdzamy,  że  funkcje

CO

(2.9)  # „ ( ! ,  z) =  J f , {9 » . ( r ,z ) ; r ^ Ś }=   J  rcpa(r,z)Jt(.Sr)dr,
o

speł n iają  ró wn an ia

(2.10)  ( ^ - - ^ ^ J 0 a = o .  a = 1 ) 2.

W  zależ noś ci  (2.9)  &CV  oznacza  operator  transformacji  H ankela  rzę du  v  zdefiniowany
za  pomocą  3v(£r),  funkcji  Bessela pierwszego  rodzaju  i  rzę du  v.

Przechodząc  w  rozwią zaniach  równań  (2.10)  do  oryginał ów  otrzymujemy  funkcje
przemieszczeń  (pjj,  z),  które  zapisano  w  postaci

(2.11)  cpjr, z)  =   ^ ^

+  U a(£ )chsafz] ;  f  -> r } ;  a  =  1, 2  (nie  sumowane),

gdzie  AJJ;),  Ba($)  (a  =  1,2)  są  nieznanymi  funkcjami  parametru  transformacji  £.
Pola przemieszczeń  i naprę ż eń  okreś lirny  jeż eli  uwzglę dnimy  zależ noś ci  (2.11)  w  zwią z-

kach  (2.2)  i  (2.3).
Otrzymujemy  wzory

(2.12)  u(r,z)  =  -   t

(2.13)

z)];  |  - »•   r } ,

(2.14)  <r2Z(r,z)  =
—s 2

z)];  £  - +  r),

(2.15)  ff„(r,z)-   -
S 1 ~ S 2

+ ^ 2 c h s2 | l z + B2 sh 52 ^ z ) ;  f  - »•   r } ,

(2.16)  <r„(r,z)=   -   ^

+s2(A2shs2£z+B2chs2Cz);

(2.17)  c re e( r , z )=   -

+B2chs2Czy,  i  - *   r}
7  /C  T  A  SJL  «2  ^ 3

z) ;  £ - +  r }
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3.  Zagadnienie,  jego  warunki  brzegowe  i  równania cał kowe

Rozpatrzymy  liniowo  sprę ż ystą,  poprzecznie  izotropową,  nieograniczoną  pł ytę zł o-
ż oną z trzech warstw o gruboś ciach  h2, 2/zj., h2 ze szczeliną  koł ową o promieniu a.

Szczelina usytuowana jest symetrycznie wzglę dem  swobodnych  brzegów  pł yty i począ tku
przyję tego  walcowego  ukł adu  współ rzę dnych  (rl, 0,  z').

Pł yta zajmuje  obszary:

£ , =   {(r',6,  z1):  0 < r'  <  oo, 0 < 9 < 2n, \z'\ < * t } .  i

Qn=  {(/ ,  0 , z ' ) : O<  r' < oo,O^0  ̂ Tn.h  <  \z'\ « ft =   h+h2},

wypeł nione  materiał ami poprzecznie  izotropowymi  o technicznych  stał ych,  odpowiednio,
Ei,vuEu,vn,  Gn  i  En,vn,  Eiu,vm,  Gni.

Stałe  te okreś lają  zgodnie  z wzorami  (2.4),  (2.5)  parametry  materiał owe warstw,  od-
powiednio,  sn,s2l,  kt  i siu,  s2ll,  fc„.

Szczelina jest  obcią ż ona  wewnę trznym  ciś nieniem p(r'\   o rozkł adzie osiowo  symetrycz-
nym.

Pola  przemieszczeń  (wt, 0, w{) (i =  I , I I ) i naprę ż eń  (<r rrt,  o- ee i, azzi,  arzi),  wystę pują ce
w  materiał ach  wypeł niają cych  warstwy,  dane  są za pomocą  wzorów  o postaci  (2.12)—
(2.17),  w  których  należy  wprowadzić  współ rzę dne  r',0,z'  i  parametr  transformacji £'.

Wprowadzimy  współ rzę dne  bezwymiarowe  r, z, i  takie, że /• ' =  ra z' =  za, £' =   |/ a.
W  tych  współ rzę dnych  promień  szczeliny  ma jednostkową  dł ugość  oraz hx =  ad±,  h2 =
=   ad2, h =  Ai+ Zi j  =  ad.  Rozwią zania  w obszarze Qt  otrzymamy  z równań  (2.12)—(2.17)
przez  formalną  zamianę s1,s2,k,G  (?i  na s^, s2i,  klt  Git  G 1 I ; a rozwią zania  w  obszarze
Qn  z tych  samych  równań  zamieniając  odpowiednio  Aa(lj),   J3a(C), sx, k, G, G± na Ca( |)
D«.(S) San,ki\ ,Gn,  G JJJ.  W  warstwie  zewnę trznej  zastą pimy  zmienną  z  przez  z— 8X.
Wprowadzona  zamiana  zmiennych  prowadzi  do pomnoż enia  prawych  stron  równań
opisują cych  przemieszczenia  przez  a~x  i prawych  stron  równań  dla  naprę ż eń przez a~2.

Dzię ki  symetrii  zagadnienie  sprowadza  się do  znalezienia  fizycznych  wielkoś ci  w ob-
szarze  Q  = {(r ,  z):r ^  0, 0 ^ z <  i5}.

Poszukiwane  funkcje  muszą  speł niać  odpowiednie  warunki  mieszane  dla  z =  0,  wa-
runki  brzegowe  dla z =  d i warunki  cią gł oś ci  dla  z =   6l.

Z  warunków  tych  wyznaczymy  funkcje  parametru  transformacji  AJJ;),  Ba(C),

Warunki  brzegowe  mają  tu postać

(3.1)  azzll(r,   8) =  0;  r > 0,

(3.2)  axrU(r,   8) = 0;  r > 0.

W  pł aszczyź nie z = 0 mamy  warunki  brzegowe  mieszanego  typu

(3.3)  azrl{r,   0) -   0;  r>0,

(3- 4)  azzl(r,   0) =   - p(r);  0 < r < 1,

(3.5)  w, ( r , 0 )=   0;  r S* 1.
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Warunki  cią gł oś ci  są  postaci

(3.6)  [«,(r.  o,)]!1  =   Iwft,  Ó^JY = 0;  r>  0,

(3.7)  [or„,(r, OJ]?  =  |[(rr t(r ( 3,)]',1 = 0;  r ^  0,

gdzie [/ i]! 1  oznacza skok funkcji / , przy przejś ciu z warstwy  I do warstwy I I .
Z  zależ noś ci  (2.12) -  (2.15)  otrzymujemy

(3.8)

(3.9)  n>i(r,z)  =  ^ X ^

+  fcIC42chs2i£z+ .B2sriS2i£z)];  I   - > '*},

(3.10)  ffMl(jr,z)  =  7-

(3.11)  azrl(r,z)  =   - ^

fz);£- vr},

gdy  (r,z) eĄ  oraz  .

(3.12)  un(r,Z)  =  -   G i n a ( f c n  +  ; ) ( 5 i i i _ ; ^  (

l( z- Ó1) ) ] ;  |  -> r},

(3.14)  azzll(r,z)=

+  D1chslllC(z- d1))+sin(C2sh.s2UC{z- d1)+D 2chs2ni(z- dl))];   S - *  r},

(3.15)  ozrll(r,Z)  =  -

^ ( z- 51) ] ;  |  - •  r},
dla  (r, z) e i3n .

V

W  szczególnoś ci  dla z = 0  otrzymujemy  z  (3.9),  (3.10),  (3.11)

(3- 16)  Wl(r," o)  -

(3.1.7)  ozxl(r,   0)  .

(3.18)  ffzrI(r,0)=
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Z warunku brzegowego  (3.3) i zależ noś ci  (3.18) otrzymujemy

(3.19)  A^i)  =   - AM  = - / ( #,

gdzie / (f)  jest  nieznaną  funkcją.
Równania  cią gł oś ci  pola  przemieszczeń  i  naprę ż eń  dane  za  pomocą  wzorów  (3.6)

i  (3.7) przechodzą, po  uwzglę dnieniu zależ noś ci  (3.8) -  (3.15), w ukł ad równań algebraicz-
nych, z którego moż emy wyznaczyć  Ca(£), />„(£) za pomocą i?a(f)  i

Otrzymujemy

(3.20)

)

• >2H

• **2\s)  r  T"  •   o  '" ~

gdzie

g -   Gu

(3.2D  f2  = *
=  «u*~sab

Warunki brzegowe  (3.1) i (3.2), po uwzglę dnieniu  (3.14) i (3.15) i wykorzystaniu (3.20),
prowadzą do ukł adu równań algebraicznych, z których moż emy wyznaczyć 2?a(f) za pomocą
nieznanej  funkcji  / (£).
Rozwią zanie  tego  ukł adu ma postać

(3.22)  B ^ ^ AgL ,  B2(|)= / (|)A|_;  (»..«>.
gdzie

(3.23)  h(x)  =

+  (a3 +a1)chx(oc1  rj t  +  a2 r)2) -   (a3
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£3.24)  I 2(x)=  - (a i+ «5)chx(a1j?1+ / 92?72) + ( a1 - as) ch x( a1771 - / 327? 2) -

- (a2+ a6) ch x( j91?71 + / 92ł ?2) +  ( a2 - a6) c h x( / ?1T j 1 - i?2 t j 2) -

(«1 r\ x + a.2r} 2) +  ( a3 - a7 ) c h x( a! jj j  -   a2??2) —

(3.25)  m(x)  =  (.a1

Wystę pują ce  we  wzorach  (3.23),  (3.24)  i  (3.25)  współ czynniki  ^  obliczamy  za  pomocą,

wzorów

fl7,s  =

(3.26)  a9 > 10  =

a0  =  -

12  —  S2 i5 l i

w  których

<*i =  S n + s2 I ,  a2  =   sin+sza>

Pl  =  S i l"   S2I .  P2  =  Sln- S2H.

Z zależ noś ci (3.22) obliczymy kombinację stał ych 5X ( |)  i  B2(

(3.28)   T ^ _

Funkcja  /(^r) jest odpowiednią  kombinacją  funkcji  ^(pc) i  I 2(x).  Okreś lona jest ona  wzorem

(3.29)  l(x)  =  (
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gdzie

af  =  cci/ SrV  i =  2, 4,  6,8,  10,
(3.30)  *  „_,  .  t  _ n  11 1?

Ok  — s2lPl  »fc!  K =   U,  11,  I Z ,

przy  czym  a( , «fc dane  są  za pomocą  wzorów  (3.26).

Wprowadzimy  funkcję  M(x)(x  =  f<5)  taką, że

(3.31)  M(x) =  l -

gdzie  funkcja  l(x)  jest  okreś lona  wzorem  (3.29), a funkcja  rń (x)  za  pomocą  wzoru  (3.25).

Podstawienie  zależ noś ci  (3.19)  do  wz:oru  (3.16)  i  wykorzystanie  reguły  transformacji

H ankela  prowadzi  do  okreś lenia  przemieszczeń  punktów  leż ą cych  w  pł aszczyź nie  zawie-

rają cej  szczelinę
co

(3.32)  w,(r, 0) -  ~  J  f(C)J0(£r)di,
6

.gdzie

( 3 < 3 3 )  *  =  GjJ^+l)(sn- s2lj

jest  parametrem  materiał owym.
N aprę ż enia  wystę pują ce  w tych  punktach  okreś limy  ze wzoru  (3.17)  podstawiając

(3.28)  i  uwzglę dniając  (3.31)

(3.34)  czzl(r,   0) = -   - 1-  J  t[l- M(W]UfrWe)de.
o

Funkcje parametru transformacji  Aa(^),  BJI- ),  Ca(£), £><*.(£)  zostały okreś lone za pomocą
nieznanej  funkcji  / ( !)  i wzorów  (3.19),  (3.20),  (3.22).

Z a  pomocą  funkcji  / (£)  moż emy  okreś lić  przemieszczenia  i naprę ż enia  w materiał ach
wypeł niają cych  warstwy  rozpatrywanej  pł yty  niejednorodnej,  wykorzystując  w tym  celu
zależ noś ci  (3.8) -  (3.15)  i  wzory  jakie  otrzymamy  dla  arri(r,   z),  aeei(r,   z)  ze  zwią zków
<2.16)  i  (2.17).

Realizacja  mieszanych  warunków  brzegowych  (3.4),  (3.5)  prowadzi  do równań  wzglę-
dem nieznanej funkcji/ (£).  Jeż eli w  tych warunkach uwzglę dnimy  zależ noś ci  (3.32) i (3.34),
to  otrzymujemy  równania

<3.35)  /  KfiW- M(.£8)]J0(£r)d£  = p(r)a2;  0 < r < 1,
0

co  y

<3.36)  /  fWMSrW  =  0;  r >  1./
o

Rozpatrywane  zagadnienie  zostało  sprowadzone  do dualnych  równań  cał kowych
(3.35),  (3.36),  z  których  wyznaczymy  nieznaną  funkcję  / ( f) ,  okreś lają cą  poszukiwane

fizyczne  wielkoś ci.  Funkcja  M(Ę d),  wystę pują ca  w równaniu  (3.35) i  dana  za pomocą

wzorów  (3.31),  (3.29),  (3.25) jest zależ na  od  stał ych materiał owych  warstw i stosunku  ich



ZAGADNIENI E  SZCZELINY  W  WARSTWOWEJ  PŁ YCIE  535

gruboś ci.  Funkcja  ta zależy  także  od parametru  <5, okreś lają cego  stosunek  gruboś ci  pł yty
h  do  promienia  szczeliny  a.

G dy  wł aś ciwoś ci  sprę ż yste  warstw  są  identyczne,  to ze wzorów  (3.26),  (3.27),  (3.30)
otrzymujemy

«i  = a4  =  a5  — a8  = a9  =  a1Q  =  alt  =  ai2  = 0

a%  = a%  = af0  = a*i  = a i2  = 0

a2  = a6  =   2s1s2a( / c - l )2.
( 3 3 7 )  a 3 = « 7 =   - 2Sls2P(k  - I)2,

a*  = a* =  2s1J2a
2/ 3- 1( / < :- l)2,

aS= =   Ss^sl/ S- Hfe- l)2.

Uwzglę dniając  zależ noś ci  (3.37) w zwią zkach  (3.25) i  (3.29), a te w  (3.31)  otrzymujemy
postać  funkcji  M(x) dla warstwy  jednorodnej  [3]

(3.38)  M(x) =  1  -

(a  =  SX + S2,  /? =  5 i - s2 ,  x  =  f<5).

Przejś cie  graniczne  ó2- >•  oo(?72  - >•   oo)  wykonane  dla  przypadku  oc2£R+  we  wzorach
(3.25) i  (3.29) prowadzi  do okreś lenia  funkcji  M(x) za pomocą  wzoru

r*  An\  nsr*A  i  aich<XiX+a3sha1x.+atchp1x+a%ś hp1x+at1  .  „
(J.4U)  M(X)  =  1  ;  ;  7—5  r~5  ,  (X =  sOi)

a c h a X + a sh a X —a4 c h p1 x—O gsh p iX

Zdefiniowana  wzorem  (3.40)  funkcja  M(x)  odpowiada  zagadnieniu  warstwy  poprzecz-
nie izotropowej  zł ą czonej z pół przestrzeniami o innych  stał ych materiał owych,  osł abionej
obecnoś cią  szczeliny  usytuowanej  w jej  pł aszczyź nie  ś rodkowej.

Jeż eli  w  (3.40)  podstawimy  wartoś ci  współ czynników okreś lonych  wzorami  (3.37),
a więc przejdziemy  do oś rodka  jednorodnego, to funkcja  M(x) jest  toż samoś ciowo  równa
zeru.  Funkcja  M(x) posiada  tę wł asnoś ć, że dą ży  do zera  gdy x  dą ży  do nieskoń czonoś ci.

Gdy  <3  -> 00 , (dł ugość  promienia  szczeliny  dą ży  do  zera  lub  ciało  nieograniczone),
to M ( f S) - * 0 i równania  (3.35),  (3.36) przechodzą w znane równania  opisują ce  zagadnie-
nie szczeliny  w ciele nieograniczonym,  które dla przypadku  izotropii  podano  w  [8]  (s. 96
wzory  3.4.1 i  3.4.2).

4.  Równanie  cał kowe  Fredholma, współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż enia,
przemieszczenia  i  energia  szczeliny

Równanie  (3.36)  jest  speł nione  toż samoś ciowo  przez  reprezentację  cał kową

(4- 1)  fiS) = i / — a2 J  gir)sm(.ir)dx,  g(0) = 0.
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Podstawiając  zwią zek  (4.1)  do  równania  (3.35)  sprowadzamy  je  do równania  cał ko-
wego  typu  Abela  wzglę dem  nieznanej  funkcji  g(r)

1  00

(4.2)  ^ Jg' ( r ); r]  = l / ~  J  s(rj)dr, J  £M(SÓ)J0(ir)sm(Crj)dg+pCr);  O *  r < 1,
^  ^  o  o

gdzie  J / X jest  operatorem Abela  pierwszego  rodzaju  zdefiniowanym  wzorem  [8]

(4.3)  ^ ( ^

Stosując  w równaniu  (4.2) odwrotny operator  Abela

(4.4)  y T x  [*W;  tr] -   ~  J / I  [r/ t(r); r]

i  wykonując  w  tym  równaniu  cał kowanie  z  uwzglę dnieniem  g(0)  = O oraz  wzoru  [9]

(4.5)  - =-  L^=^L  =  C 0 S f T >

dx  J  ^x2- r2

otrzymujemy
1  CO  T

2  C  f  . . .  /   2  f  rp(r)dr
(4.6)  g(x)  =  —  I g{j{)dr>   M(C8)sin(l;ri)sin(t;T)dI;+1/ —  I  -;  0 <  T <  1.

o  o  r  o  K '  '
Równanie cał kowe (4.6) zapiszemy  w postaci

i

(4.7)  S(T) =  J - K ( T,  i?)y(j?)d»7+l»*(T);  O <   T

o

gdzie  symetryczne ją dro  K(x,  T\ ) jest zdefiniowane  wzorem

00

(4.8) K(r,  rf) = —  f
o

i p*(r)   jest daną funkcją  okreś loną za pomocą cał ki

(4- 9)  ^ )
Równanie cał kowe (4.7), okreś lają ce  funkcję  g(r), która wyznacza poszukiwaną  funkcję

za  pomocą  wzoru  (4.1), jest  równaniem  cał kowym  Fredholma  drugiego  rodzaju.
Istnienie  i  jednoznaczność  rozwią zania  tego  równania  zależą  od  zachowania  się  ją dra,
zdefiniowanego  wzorem  (4.8), a więc okreś lonego za pomocą funkcji  trygonometrycznych
i funkcji  M(x)(x  =  £3), zależ nej  od stał ych materiał owych warstw,  stosunku ich gruboś ci

( h \
d = —I .

" I



ZAGADNIENI E  SZCZELINY  W  WARSTWOWEJ  PŁYCIE  537

Ją dro  zapiszemy  w  postaci  równoważ nej  do  (4.8)
00

(4.10)  Kird'1,  rid'1)  = —  d- 1  f  M(x)sin(xr]d- 1)sm(xr6-1)dx,

x  =  |< 5 e<  0,oo),  d- 1  =- —•  .

Analizują c  wzory  (3.31), (3.29), (3.25), okreś lają ce  funkcję   M(x), oraz zależ noś ci  (2.7)
i  (3.27)  okreś lają ce  parametry  at,  fo  (i  = I , II )  moż emy  stwierdzić,  że  funkcja  M(x)
posiada  nastę pują ce  własnoś ci:

a)  Dla dowolnych  właś ciwoś ci  sprę ż ystych  materiałów mamy

(9,
(4.11)  limx"M(x) = {_  .  ..  „   „   .

x- ,o  10,  dla  n  =  2 , 3 , 4 , . ..

(9,  dla  «  = 1

10,

Granica g  ma wartość  skoń czoną   i  wynosi:

(4 12)  z  m  -   2(a5+a7+as+at+af l- a*l2- ao)+a9~a*o

+2(a1- a2)f}2r] z

dla  warstwy niejednorodnej,

(4.13,  , - ' -

w  przypadku  warstwy  jednorodnej, przy  czym

(4.14)  g=0,  gdy  P =  0  albo  a  =  0.

W  przypadku  /? = 0,  odpowiadają cym  e =  1, mamy  ze  wzorów  (2.4)  i  (2.7)  zależ ność

4s xs 2  =  a.2- p2

która  uwzglę dniona  w  (4.13)  prowadzi  do  (4.14).  Przypadek  /? = 0,  a = 2  odpowiada
izotropii. W przypadku  a = 0 mamy /? = 2 wx,s2  i  ze wz;oru  (4.13)  otrzymujemy  (4.14).

b)  Dla funkcji  M(x) mają   miejsce nastę pują ce  asymptotyczne równoś ci

(4.15)  M(x)  ~  - e-3*"'"* ,  gdy  aj  sR+ ,  x  -+  oo,

(4.16)  .  M(x) ~  - e -2^ "!- 1- *^ ),  gdy  ax  i  a2  6R+ ,  x ^ o o.

Tak  wię c

(4.17)  limx"M(x)  = 0;  n =  1, 2, ..., ax  e #+
x- »co

W  przypadku  rzeczywistych  wartoś ci  parametru  a2  i  urojonych  ax  musimy  zbadać
zachowanie się   funkcji  M(x)  przy  x  dą ż ą cym  do nieskoń czonoś ci. Moż emy posłuż yć się
w  tym przypadku  funkcją   M(x)  daną  wzorem  (3.40), która zachowuje  się   dla  duż ych  x
tak jak  funkcja  M(x),  dana wzorem  ogólnym.

Jeż eli a1  i a2 przyjmują   wartoś ci urojone, to należy dla takich, teoretycznie moż liwych,
materiałów  zbadać  zachowanie  się   funkcji  M(x)  przy  x  dą ż ą cym  do nieskoń czonoś ci.
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Biorą c  pod  uwagę   wniosek  wynikają cy  ze  wzoru  (2.8)  moż emy  stwierdzić,  że  gdy

zachodzi

(4.18)  - P~~>

to  ma  miejsce  własność funkcji  M(x)  okreś lona  wzorem  (4.17).
c)  Jeż eli  aL  s  R+  lub  a2  eR+,  to funkcja  M(x) jest cią gła w przedziale  (0,  oo).
Wniosek  ten  wynika  z  analizy  wzorów  (3.31),  definiują cego  funkcję   M(x)  i  (3.25),

okreś lają cego  funkcję   m(x). Funkcja m(x) jest róż na od zera dla każ dego  x e (0, oo), gdy
aŁ  e R+  lub  a2  e R+.  •   •

Jeż eli  warstwa  wewnę trzna  rozpatrywanej  płyty niejednorodnej wypełniona jest ma-
teriałem  o parametrze Q{ <  — 1, tzn. nie zachodzi  (4.18), to funkcja  M{x) może nie mieć
własnoś ci  (4.17). Ponadto jeż eli  dla  obu  materiałów mamy  g;  <  —1,  to mogą   wystą pić
punkty  niecią głoś ci  tej  funkcji.

W  przypadku  analizy  zagadnienia  w  tej  klasie  materiałów, teoretycznie moż liwych,
należy zbadać dla danych materiałów zachowanie się  funkcji  M(x) przy x  -> oo i cią głość
tej  funkcji.  Własnoś ci funkcji  M{x) okreś lone przez (4.11) i  (4.17) oraz cią głość tej  funkcji
w przedziale  (0, oo) zapewniają   zbież ność całki  (4.10), okreś lają cej  ją dro  równania całko-
wego  Fredholma. Z  właś ciwoś ci  funkcji  M(x), mają cych  zawsze  miejsce  w  przypadku
gdy  spełniona jest alternatywa  (4.18) wynika,  że ją dro  równania całkowego zagadnienia
jest  cią głą   funkcją   i  mamy  oszacowanie

(4.19)  VT, i?«< 0, l> |X(T, ifl|< C i.

Wystę pują ca  w równaniu całkowym  (4.7) funkcja  p*(r) ,  zdefiniowana  wzorem (4.9),
jest  także  ograniczona

(4.20)  Vr e < 0 , l> |p *( r ) |< C2 .

Równanie całkowe  (4.7), okreś lają ce  poszukiwaną   funkcję   g(x), jest regularnym rów-
naniem  całkowym Fredholma drugiego  rodzaju  to  znaczy  równaniem o ją drze  cią głym
i  całkowalnym  z  kwadratem.  Wyznacza  ono jednoznacznie poszukiwaną   funkcję   g{r),
należ ą cą   do  przestrzeni  funkcji  cią głych.

Za pomocą  funkcji  g(x) moż emy wyznaczyć fizyczne wielkoś ci  interesują ce nas w oma-
wianym zagadnieniu.

Przemieszczenia brzegu  szczeliny  otrzymujemy  z zależ noś ci  (3.32), która po  uwzglę d-
nieniu  (4.1) prowadzi  do wzoru

1  00

(4.21)  Wl(r,  0) -   l / i -  m J  g{x)dT J  70(fr)«łn(f  T ) # .
*   o  o

U wzglę dn ia jąc  w  (4.14)  zwią zek

0  x<r

[(r 2- r2)  2,  x>r

?  I  0
(4.22)  /   70(fr)sin(fT)df  =  ,

o  [(r 2- r2)  2,
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okreś limy  przemieszczenia  brzegu  szczeliny  za  pomocą  wzoru

(4.23)  W&;  0) = l / -   xa  f  - ^ 2 £ L;  0 < r  <  1.

Parametr materiał owy  % dany jest wzorem  (3.33).
Energia  szczeliny  jest  zdefiniowana  wzorem  [8]

i

(4.24)  W= 2na2  J  rp(r)wl(r,O)dr.
o

Po  uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (4.23)  i  zamianie  porzą dku  cał kowania  znajdujemy,  że
energia  szczeliny jest  okreś lona przez  funkcje  P*{T)  i g(r)  w postaci  nastę pują cej:

i

(4.25)  W =  27ta3K }  p*(T)g(r)dr,
o

gdzie  funkcja  p*(r)   dana jest  za  pomocą  wzoru  (4.9).

Współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż enia  [8]

(4.26)  JV=   lim  ]/ 2(r- l){<r,r i(r,0)},> i

okreś limy  uwzglę dniając  (3.34)  i  (4.1) w  definicji  (4.26). Po  przekształ ceniach  uwzglę d-
niają cych  wzór  rekurencyjny  dla  funkcji  Bessela  i  równoważ ny  wzór  dla  cał ki  niewł aś ci-
wej  z  iloczynu  funkcji  Bessela  i  funkcji  trygonometrycznej  oraz  pominię ciu  skł adnika,
w którym nie wystę puje  osobliwość  dla  r  =   1  otrzymujemy

(4.27)  N  • -

S.  Stale  ciś nienie,  iteracyjne  rozwią zanie  równania  cał kowego

W  przypadku  gdy p(r)  =  p0  jest  stałą otrzymujemy  z (4.9)

(5.1)  P *( T)

Dla  tego przypadku  zapiszemy  równanie  (4.7)  i  zależ noś ci  (4.8)  (4.23),  (4.25),  (4.26)
za pomocą funkcji  tp{t)  takiej,  że

(5.2)  g(r)  = l/ ~p0f(r);   0  <  r  <  1.

Mamy:
i

(5.3)  V»(T)  =  /   K(r,  rj)f(r])d7i+r;   0 <  r  <  1,

o

i

(5.4)  K(z, rj)  =  —L.  d~x  f MixJ
71  J
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(5.5)

i

(5.6)  .  W=  4xpla3  f  Tip(z)dr,
o

{5.7)  N  =

»- .'•"  Jeż eli we wzorze  (5.4) wykorzystamy  rozwiniecie funkcji  trygonometrycznych w szereg
potę gowy  wzglę dem  parametru  8~\  to ją dro K(r,  rj)   zapiszemy w postaci

(5.8)  K(j,  v)

gdzie

(5.9)  K<">(r, 17)  =   (

2 ( ^

oraz"
03

(5.10)  /„  = —  f  M(x)x2nrfx;  w =  1, 2, 3, . ..
o

Szereg  (5.8)  jest  zbież ny  bezwzglę dnie  i  jednostajnie  dla  każ dego  T, r) e < 0 , 1>,
gdy  parametr  ó"1  spełnia nierówność

gdzie  d  >  0 jest kresem ją dra  ^T(T, rj)  (wzór (4.19)).
Całki  / „ , okreś lone za pomocą   (5.10), są   zbież ne gdyż dla  rzeczywistych materiałów

mamy  właś ciwoś ci  (4.11)  i  (4.17)  cią głej  funkcji  M(x).
Warunek  (5.11) stanowi  ograniczenie zastosowania rozkładu (5.8) do takich przypad-

ków,  w  których  parametr  d~x,  równy  stosunkowi  promienia  szczeliny  a  do  gruboś ci
warstwy h, jest na ogół  mały. Zależ y to od stałej  Ct.

Rozwią zanie  równania  całkowego  (5.3) moż na otrzymać teraz na  drodze  iteracyjnej

VO(T)  =

(5.12)
( ) =   T +  J  K(r,  vj)ipr(ij)dri;   (r  =  0,1,2,  ...)

Proces iteracyjny  wymaga  obliczenia kolejnych zbież nych całek danych wzorem (5.10).
Szybkość  zbież noś ci  (5.8), a zatem i procesu iteracyjnego  (5.12) zależy w istotny spo-

sób  od  wartoś ci  parametru  d~x. W przypadku  gdy  grubość  warstwy wewnę trznej  dą ży
do  nieskoń czonoś ci  (ciało  nieograniczone) mamy

(5.13)  y(T)  -   Vo(T) «  T.

dla  dowolnej,  skoń czonej  rozwartoś ci  szczeliny.
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Jeż eli warstwa  wewnę trzna  o gruboś ci  ht  jest zł ą czona z pół przestrzeniami poprzecznie
izotropowymi  (M(x)  zdefiniowana  wzorem  (3.40)),  to  parametr  ó'1  należy  zastą pić

parametrem  dj1  = - j—.
" i

W  tym  przypadku  zbież ność  procesu  iteracyjnego  jest  szybsza.  Stosując  proces  itera-

cyjny  opisany  za  pomocą   wzoru  (5.12)  otrzymujemy,  przy  zał oż eniu  ó "1  =  - p  <  1,

przybliż one  rozwią zanie

(5.14)  w(T)  =

Uwzglę dniając  zależ ność  (5.14) we  wzorach  (5.5),  (5.6),  (5.7)  i  wykonując  cał kowanie
otrzymujemy  wzory  okreś lają ce  deformację   i  energię   szczeliny  oraz  współ czynnik  inten-
sywnoś ci  naprę ż enia

(5.15)

- ry- Ziiau  i  - r~z^i  >{',   0  <  r  <  1,

(C  1  &\   "\ j\ f   •   vn  / i  I   1  [   T  /S — 3  ^^  r  Ji— 5  i

3  L  3  15  ^

1800± 3 U  360J

(5.17)

W  przypadku  gdy  warstwa  ze  szczeliną   jest  zł ą czona z pół przestrzeniami  poprzecznie
izotropowymi  należy  w  rozwią zaniach  (5.15),  (5.16),  (5.17)  podstawić  w  miejsce  ó "1

parametr  ó j 1  = - r -.  W  tym  przypadku  funkcja  M(x),  okreś lają ca  wzorem  (5.10)1  cał ki

/ „ , zdefiniowana jest zależ noś cią   (3.40). Jeż eli iph(.t) jest rozwią zaniem dla pł yty warstwowej
a  VCO(T)  =  T  dla  ciała  nieograniczonego,  to  VA(T)  -+   ^CO(T)  przy  hx  —>  oo  jednostajnie
wzglę dem  r e < 0 , l>.

3  Mech.  Teoret.  i  Stos.  4/81
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W  przypadku  hŁ  - + oo^ó'1  - * 0)  otrzymujemy  rozwią zania  w  postaci  [3]

(5.18)  ww(r,Q

(5.19)  .

(5.20)

Wzory  (5.18),  (5.19),  (5.20)  przechodzą   w  znane  rozwią zania  dla  nieograniczonego

ciała  izotropowego  [8], gdy  podstawimy  w  nich stalą   materiał ową

otrzymaną   ze  wzoru  (3.33)  za  pomocą   przejś cia  granicznego  sx\   -> 1,  si n  -> 1,  kt- y  1,

Gu  =   G.

Współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż enia  w  nieograniczonym  ciele  poprzecznie  izotro-

powym  jest  taki  sam  jak  w  przypadku  ciała  izotropowego.  W  rozpatrzonym  w  pracy  za-

gadnieniu  szczeliny  w  płycie  warstwowej  anizotropia  materiału  wpływa  na  wszystkie

fizyczne  wielkoś ci  i  na  współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż enia.
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P e 3 IO  M e

3AJWIA  T P E m H HH  B  TPEXCJIOHHOK
TPAHCBEPCAJIfeHO- H3OTPOIIHOf"i  I IJIACTHHKE.

3aflaMa  TpemnHH  flora  TpexcjiOHHOH.,  6ecKOHe<jHoiłj  TpaHcgepcantHO — H30-
TpOIIHOH  IIJiaCTHHKH CHMMeTpHMHOrO CTpoeHHH.

ITpoflOJiLHaH  TpemjiHa,  pacnojio>KeHHaa  CHMiweipiratio  OTHOCHTCHBHO  rpaHeśł   njiaciHHKH H
H arpuweHa  BHyipeHHbiM
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KpaeBan  sanava  CBefletia  K  peuiemno  mrrerpaJibH oro  ypaBHemM   <f>peflrojibina  BToporo

c  HeH3BecTH0H  dpyHKueft,  peuiaiomeft  3afla^iy3  H H^poiw  3aBncHin,HM   OT (pyHKUTiH, KOTopaa

ynpyrue  CBoiicTBa  cocTaBHbix  MaiepnanoB  ruiacTHHKH H OTHoineHae  HX Tajimmi.

(J)opMyjibi  fljia   KO3cJx]}HU,eBTa  HHTeHCHBHOCTH  HanpHHteHHK, 3H eprnii  H nepeiviemeHHH

Macnroro  cjiyqan  n ocrosn n oro flaBJieHHH flaKO HTepaiłHOHHoe pemeHHe

S u m m a ry
CRACK  PROBLEM   OF  TRANSVERSELY  ISOTROPIC THREE  LAYERED

ELASTIC  PLATE

A  penny — shaped  crack  problem  for  a  transversely  isotropic,  symmetrical,  three  layered  elastic
plate is considered. The crack is situated  in an elastic symmetry  plane and axially  loaded.

The  mixed  boundary- value  problem has  been reduced  to a  Fredholm integral  equation  of  the second
kind.

Expressions  for  the stress  intensity  factor,  crack energy  and crack  opening displacements  are  derived
by  means  of  the solution  of  an  integral  equation.  In  the case  of  uniform  pressure  the  iterative  solution
of the equation and expressions  for  the physical  quantities are presented as functions of  the  ratio of  a  crack
length  and  a  plate  thickness.
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