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1. Wstep

Teoretyczne badanie zagadnien mechaniki anizotropowych cial warstwowych osta-
bionych szczelinami rozpoczeto w ostatnich latach. Plaskie zagadnienie szczeliny w pasmie
ortotropowym zlaczonym z poéiplaszczyznami rozwigzano w [1], a w pasmie zlgczonym
z pélptaszczyzng w [2].

Dla anizotropowych cial warstwowych nie zbadanymi pozostaja przestrzenne i w szcze-
golnoéci osiowosymetryczne zagadnienia szczelin. Zagadnienie szezeliny w warstwie
poprzecznie izotropowej rozpatrzono w [3] i [4], a w ciele nieograniczonym w pracach
[3 - 6].

W niniejszej pracy rozwigzano zagadnienie plaskiej szezeliny kolowej, usytuowanej
w plaszezyZnie $rodkowej warstwy poprzecznie izotropowej, ztaczonej z dwoma innymi
poprzecznie izotropowymi warstwami identycznymi ze soba.

2. Réwnania podstawowe i ich rozwigzania

Zagadnienie réwnowagi sprezystego, jednorodnego ciala poprzecznie izotropowego
moze by¢ rozwigzane za pomoca funkcji @.(r, z), ktére w przypadku osiowej symetrii
sa rozwigzaniami réwnan i

2.1 (B2 4710, 4572 )y = 0; = 1,2.

Funkcje ¢,(r, z) spelniaja uklad czgstkowych réwnafi rézniczkowych réwnowagi
i okrelaja w walcowym ukladzie wspélrzednych (r, @, z) skladowe wektora przemieszcze-
nia (¢, 0, w) i tensora naprezenia (o,,, 0es, 02z, 0, 0, 0,7) Za pomoca wzordw [7]

(2.2 u= 0kp,+9), w= 0Ap1+kps),

Oz = Gy(k+1)0(s7?p1 +552@,),
G1(k+1)07(p; +92),
Or = —Gy(k+1) 02 (1 +92)—2Gr~9,(kp, +¢2),
= —G,(k+1)0%(@; + 1) —2G 2(ko, + p,).
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W zwiazkach (2.1), (2.2), (2.3) przyjeto dla symboli rézniczkowania oznaczenia

o) 8.
L 0] =

Parametry S,, k zalezg od stalych materialowych. Obliczamy je ze wzordéw [7]

o)
(2.4) 1,2 N 2 ’

k=pu+yur—1
w ktorych
1 *
£ = I:l—_z—H(l"—'V%H):I 5
N
0= I"—» H(1—»{H)|
-1

2.5)
: M= F[v1H+ (l—v — 2} H)] -1,

E G
H=—-, I'=—
E, Gy
Techniczne stale materialowe E, » charakteryzuja wiasciwosci spr@Zyste materialu
w plaszczyznach z = const (izotropowe), natomiast E,, »,, G, w kierupku osi z, réwno-
leglej do osi sprezystej symetrii materiatu.
Biorgc pod uwage nieréwnosci jakie spelniaja techniczne stale materialowe

E

(2.6) 1 —"Vi —E;—

E
> 0, 1"7}_2‘”%'E> 0,
stwierdzamy, Ze stale ¢, o, u sa rzeczywiste.
Z zaleznodci (2.5) i (2.6) wynikaja nierdwnosci

e>0, 030, u>-1,
za$§ z rownan (2.4) zaleznosci

Il

o= 8+, € ]/% 4'—1),
B =si~s;=¢e)/20~1).

W przypadku ¢ 2> —1 parametr «jest rzeczywisty dodatni badZ rowny zeru, dlag < —1
przyjmuje warto$¢ urojona. Wspéiczynnik f jest rzeczywisty dodatni dla ¢ > 1, réwny
zeru dla p = 1 i urojony dla g < 1. ’

W przypadku ¢ > —1, tj. gdy spelnione sa nieréwnosci
G, = "E,

2.7

it

(2.8) =7, Jub —1<p<0,

co najmniej jeden z parametréw a, B jest liczbg rzeczywistg. Rzeczywiste materiaty maja
takie wlasciwoéci, Ze ich stale sprezystosei spelniajg alternatywe (2.8) (na przyklad kom-
pozyty). Teoretycznie moga wystepowaé réwniez takie matenaly dla ktorych o< —1
i wéwczas parametry «, f przyjmuja wartoci urojone « = i, f = 113 (a, ﬂ — rzeczywiste).
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Jezeli wykonamy transformacje Hankela w réwnaniu (2.1), to stwierdzamy, ze funkcje

(2.9) B (€, 2) = K u(r, 2)ir ~ &) = [ ren(r, 2)J,(En)dr,
0
spelniaja réwnania
2
(2.10) (jzz —5352)@,: 0: «=1,2.

W zaleznosci (2.9) o, oznacza operator transformacji Hankela rzedu » zdefiniowany
za pomocg J,(&r), funkcji Bessela pierwszego rodzaju i rzedu ».

Przechodzac w rozwigzaniach réwnan (2.10) do oryginatéw otrzymujemy funkcje
przemieszczen @q(r, z), ktére zapisano w postaci

@D g2 = g g Ty F ol AO)shsubzt

+ B, (&)chs,éz]; E > r};  a= 1,2 (nie sumowane),
gdzie A, (&), B.(&) (« = 1, 2) sa nieznanymi funkcjami parametru transformaciji &.
Pola przemieszczen i naprezen okreslimy jezeli uwzglednimy zaleznosci (2.11) w zwiaz-
kach (2.2) i (2.3).
Otrzymujemy wzory

1

G2 WD = G G )

H 1 {E 1 [ksy(Aqshs Ez+ B, chsl1 £z)+
+S1(AqShSZEZ+B20hS2§Z)]; :f - r},

$182
Gi(k+1)(s1—s2)

(2.13) w(r, z) = Ho{t ' [A chs, Ez+ B, shs, &z +
+k(A20hS2£Z+ sthSZEZ)]; f 4 r},
(2.14) 0,.,(r,2) = % Ho{[s2(A;shs, Ez+ B, chs, E2)+
. 1792

+51(A25h5252f_i'B20h5252)]; &-r},

(2.15)  o6,.0r,2) = —%%1{(Alchs1§z+Blshsléz+
+A,chs, €z +B,shs, £2); & = 1},
2.16)  a,(r,z) = — sf‘_szz Ho{s,(A,shs, éz+ Bychs, &2)+
+s2(Azshsz éj‘z—.i-Bzchs,,Ez); £E-r}—2G _u(rr;z)“’
@17 oeelr,z) = — sffzz Ho{sy (A shs, Ez+Bychs, E2)+5,(A;shs, 2+
+B,chs, £z); £ = r}+2G u(r;z) +. k—zi-l . sllsz G—G, #Ho{ks,(A,shs, Ez+

-t~B1<:hks1 £z)+5,(Ayshsy Ez+B,chs, E2); & — r}.
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3. Zagadnienle, jego warunki brzegowe i réwnania catkowe

Rozpatrzymy liniowo sprezysta, poprzecznie izotropowa, nieograniczong plyte zio-
zong z trzech warstw o grubosciach h,, 2hy, I, ze szczeling kotowa o promieniu a.

Szczelina usytuowana jest symetrycznie wzgledem swobodnych brzegéw plyty i poczatkn
przyjetego walcowego ukladu wspétrzednych (v, @, 2').

Plyta zajmuje obszary:

Qp={(r,0,z):0< 1" < 0,

0<0O< 27,z | <k} i
Qu=1{(,0,2):0<1r" <0,0<0<2n,h <|Z|<h=h+h},

wypelnione materialami poprzecznie izotropowymi o technicznych statych, odpowiednio,
£y, vy, Eu,_"n > G U By, vy, By, Vs Gune

Stale te okreslaja zgodnie z wzorami (2.4), (2.5) parametry materialowe warstw, od-
powiednio, Sy, Su, Kr 1 Sqars Sams Kun.

Szczelina jest obcigzona wewnetrznym cisnieniem p(r’x o rozktadzie osiowo symetrycz-
nym.

Pola przemieszczed (u;, 0, w;) (i = I, I) i napreZed (6,r, Gsor, Ozzi, Orzi), WYStEPUjace
w materialach wypelniajacych warstwy, dane sa za pomoca wzordw o postaci (2.12)—
(2.17), w ktérych nalezy wprowadzi¢ wspdtrzedne r’, @, z' 1 parametr transformacji &'

Wprowadzimy wspélrzedne bezwymiarowe r, z, & takie, ze r' = ra 2’ = za, &' = &fa.
W tych wspotrzednych promien szczeliny ma jednostkowa diugoéé oraz h, = ad,, h, =
= ad,, h = h;+h, = ad. Rozwiazania w obszarze £ otrzymamy z réwnan (2.12)—(2.17)
przez formalna zamiane s,, 5,5, k, G G, na sy, 5,1, k1, Gi, Gy, a rozwiazania w obszarze
Qy z tych samych réwnan zamieniajac odpowiednio Ag(£), B.(E), Sy, k, G, G, na Cy(&)
Dy(&) Semr, ks Gu, Giu- W warstwie zewnetrznej zastapimy zmienna z przez z—4d,.
Wprowadzona zamiana zmiennych prowadzi do pomnozZenia prawych stron réwnai
opisujacych przemieszczenia przez ¢~* i prawych stron réwnan dla naprgie}’l przez ¢~ 2.

Dzigki symetrii zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia fizycznych wielkosci w ob-
szarze 2 ={(r,2):r 2 0, 0 €< z < 8}.

Poszukiwane funkcje musza speinia¢ odpowiednie warunki mieszane dla z = 0, wa-
runki brzegowe dla z = § i warunki cigglosci dla z = §,. "
~ Z warunkéw tych wyznaczymy funkcje parametru transformacji 4.(£), By(&), Cu(£),
Dy(£). '

Warunki brzegowe maja tu postaé

(3'1) O'zz"(r, 6) = 0; r

0,
(32) Gzrll(rs 6) =0; r 0

=
=

W plaszczyznie z = 0 mamy warunki brzegowe mieszanego typu
(3.3) O(r,0)=0; r>0,
G4 ' O, 0 = —p(r); 0<r<i,
(3.5) : wi(r,0) = 0; r>1.
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Warunki ciagloéci sg postaci '
(3.6) [0, SO = Dwar, 801 = 0; 7> 0,
(3.7 foza(r, 61)]]{1 = [oznlr, 61)]]‘1‘ =0; r=0,
gdzie [ f1] I oznacza skok funkcji f; przy przejéciu z warstwy I do warstwy I1.
Z zaleznoSci (2.12)- (2.15) otrzymujemy
1
GH D = = G et Den—sa)
+Bychsy1€z) +51(A25hsy €2+ Bychs, 62)]; € — 1},

1 {E [kys21(A shs £z +

s _ S11521 B -
3.9 wi(r,z) = Giallat DE—5) Ho{E" A chs  z+ B, shs; &z +
+kl(A2Ch52]EZ+B25h32152)]; E - r},

1 ‘
(3_10) O'zzl(r, Z) = -(—Smﬁ yfo{[Szl(AlShSlIEZ'f‘BlChSllfz)+
: .
+511(A28hs3162+ B,chsy E2)]; & - rf,
5118
GB.1)  ou(r,2) = — (T—lzls—ziﬁi #{(Aschs, &z + B, shs, éz +
11 2 N

+A2ChSZIEZ+B2Sh52l£Z); E - r},
gdy (r,z) £y oraz
1 . .
- . A kysoan(Crshisiné(z—6)+
Gina(ky+1)(S1n—S2m) 1{ [ " 2“( ! i %

+chh51"£(z\—‘ 61))+S1“(C2Shs2“5(z— 61)+D2‘ch32u§(z—61))]; 5 - r},

(3.12) un(r, z) =

SinSa2n -
3. ,2) = 4 [C,ch d)+ -
(3-13) walr, 2) Ginalky+ 1)(s1n—S210 O{E [C1chsinblz~2)

+D15hsm§(z’—51)+ku(020h52115(2— 51)+D25h32nf(z—51))]; &> "},

1
m')a—z Ho{ls2n (Cyshsyné(z—8)+

+ D, chs yé(z— 61))"'5111(0251152115(2— 51)+D20h32115(z—51))]; £&— r},

(314) Uzzll(r, Z) =

8118 .
(3.15) Oui(r, 2) = — Zs—l—;ll_l_lsz%z? #1{[C1Chs1u§(z_51)+D1 shsiné(z—6d;,)+

- +Cychs, &(z— 61)+ Dyshsané(z—8))]; €~ 1},
dla (r, Z) E.Q”.

W szezegdlnoéei dla z = 0 otrzymujemy z (3.9), (3.10), (3.11)

3.16) . ) — S11521 _ .
_( ) o wi(r, 0) = Goatet D=2 Hol 1[A1(£)‘+k1f42(£)],r},
(317) Uzzl(r, O) = ! #D{[521B1(§)+811B2(5)]; r}’

(s11—82pa”

G 0, 0) = — (O + A (O 1)
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Z warunku brzegowego (3.3) i zalezno$ci (3.18) otrzymujemy
(3.19) A (8) = —A4,(8) = —f(§),

gdzie f(£) jest nieznang funkcja.

Réwnania cigglosci pola przemieszczen i naprezen dane za pomoca wzoréw (3.6)
i (3.7) przechodza, po uwzglednieniu zaleznosci (3.8) - (3.15), w uklad réwnan algebraicz-
nych, z ktérego mozemy wyznaczyé C.(8), D.(£) za pomoca B,(£) i f(§).

Otrzymujemy

Ci (&) = —1—— . ﬂ—j (z—:) {f(f)[(g—kll)Chsllfa1“(gkl“ku)chsnffsl]—
—[B2(gki—ky)shsz,£6, + By (g— ky)shsy166,]},

Call) = o 22 (j—) {FO(ghr—1)chsy, 8, — (g — Dehs; 6,]+

+B,(gki— 1)shs; €8, + B, (g—1)shs,(£8,},

(3.20) R
ky—1 By sy

{f(&)s11(g— Dshsz1§0; —s54(gky— 1)shsy £6,] +
+B,5,1(g—1)chsy £6; + By s21(gky— 1)chsy £6,},

D& = P L) (e k) shs 1 86, —syy(g — ey shsy £6,]—
ku—1 /31 S1n1

— [B2531(g~kn)chsz£6, +Bx sa1(gki— kichsy 66,1},

gdzie
_ G kutl
Gy k17
(3.21) Pz = Siu—Sa,

B1 = su—s
el = siuSa, €3 = SinSzu- .
Warunki brzegowe (3.1) 1 (3.2), po uwzglednieniu (3.14) i (3.15) i wykorzystaniu (3.20),
prowadza do ukladu réwnan algebraicznych, z ktérych mozemy wyznaczy¢ B, (&) za pomoca

nieznanej funkcji f(£).
Rozwigzanie tego uk¥adu ma postaé

(322 BuE) = O 20, () = JO25 (5= 80),
gdzie i
(3.23) I(x) = (a,+as)chx(e; 7, +B2m2)— (a1 —as)chx(ay 9y —B2nz)—
. —(aztag)chx(Byn, +P2m2)+ (a2 —ag)chx(Byn1— fam2) +
+ (a3 +a)chx (o n; +w2n;)— (a3 —aq)chx (e, 7y — 0z 72) —
—(as+asg)chx (817, +a2m2)+(as—ag)chx(Bym — o2 m2) +
+agchxa; 1y +ayochxfy 9y —ay; chxa, n2+as,chxfyn, +a0,



(3.29)

(3.25)
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I,(x) = —(a,+as)chx(a;n;+B2m2) +(ay —as)chx(o, 7, =, 7m2)—
—(ay+ae)chx(B1n1 +fam2) +(ar—ae)chx(Byin—F2m2)—
—(azt+aq)chx(oyny+amz)+(as—~az)chx(o; 7, — oz m2)—
—(as+ag)chx(Byny +az792) +(as—ag)chx(B 19—z 1) —

—agchxa, 7, +a,0chx By 9, —a};chxa, n, +a7,chxf, n, +ag,

m(x) = (a,+as)shx(o;n:, + f212) — (@ —as)shx(oy 7, —f27,) —
—(az+ag)shx(B1m:+B2m2) +(ar—ae)shx(B1 7, —Bm.)+
+(az+az)shx(a, 9, +axn,) —(as—aq) shx(o, n, —azm2)—
—(a4tag)shx(B1m1+wan2) +(asa—ag)shx(B1 1, — oy 1) +

+agshxe;n,+ao0shxpin,,

0 0
("11=Tl,772=72,x=§5)-

Wystepujace we wzorach (3.23), (3.24) i (3.25) wspolczynniki ¢; obliczamy za pomoca

WZOTOW

(3.26)

ay,, = dg(ky— (k= D(s11521F 1115210

83,4 = —P2gCky— Dki— D(s11521ES1u82105

as,6 = 0{S21[s2n(gki—kn)®+ s, u(gki— D2 F s1i[sin(g— D +s21(g — k1D1},
azs = Br{suls2u(gh—ki)* —sinlghky— 1)1 s11[s1n(g—~ 1> —s2u(g — k1) 1} »
ag,10 = 8s1uSznls11(g— k(g —VF salghki~ D(gk—kwl,

ag1,2 =4 (iz) sylsin(gki— D(g—DF sanle — ki) (gki— k],

ap = —8syyS2uSullghki—ku)(g— D+ (g— k) (gki— D],

’ -1
Ay1,12 = S21817 Q11,125

v -1
a, = 821511 Qo

w ktérych

(327

oy = Sy1+821, %2 = Syy+Sam,

B1 = S11—S21, B2 = Sin—Sam-

Z zaleznodci (3.22) obliczymy kombinacje statych B, (&) i B,(&)

(3.28)

S B+ —S B = - (= 80).

S1y— 821 S1y— 821 m(x)’

Funkcja I(x) jest odpowiednia kombinacja funkcji 7, (x) i /,(x). Okreélona jest ona wzorem

(3.29)

I(x) = (a,+as)chx(ay 7;+ Ba12)— (a1 ~as)chx(o 71— Ban2) +
+ (a3 +ad)chx (B, + fan2)—(af —ad)chx(Byn,—fama)+
+(as+az)chx(o, 1, + &2 12) — (@3 —az)chx(oty 7y — oz m2) +
+(a%+af)chx(B,n, + oy m2)— (aF —ag) chx(Bimi— a2 m2) +
+agchxa, 0, —atochxf; g +2af, chxayn, —2at, chxpyn, —2a5 ,
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gdzie
o = ayfila; i=2,4,6,8 10,
(3.30) gt = syfrta k=011, 12,

przy czym d;, a, dane sa za pomoca wzoréw (3.26).
Wprowadzimy funkcje M(x)(x = £0) taka, Ze

Ix) . _
(3.31) M(x) = 1~W, (x = £0),

gdzie funkcja /(x) jest okreslona wzorem (3.29), a funkcja mi(x) za pomoca wzoru (3.25).

Podstawienie zaleznosci (3.19) do wzoru (3.16) i wykorzystanie reguly transformacii
Hankela prowadzi do okre$lenia przemieszczen punktow lezacych w plaszczyznie zawie-
rajacej szezeling

3.32) (e, 0)= 25 [ f@aenae,
0

gdzie
) sprSai(ky—1)
Gk +D(sy—s27)

(3.33) =

jest parametrem materiatowym.

‘Naprezenia wystepujace w tych punktach okreslimy ze wzoru (3.17) podstawiajac
(3.28) i uwzgledniajac (3.31)

(3.34) Oonlr,0) = = [ EI=M(ESNIo(En) fE)E.
0

Funkcje parametru transformacji 4,(£), Bo(£), Ca(£), Dy(£) zostaly okreslone za pomoca
nieznanej funkcji f(§) 1 wzoréw (3.19), (3.20), (3.22).

Za pomocsa funkcji f(&) mozemy okreslié przemieszczenia i naprezenia w materialach
wypelniajacych warstwy rozpatrywanej plyty niejednorodnej, wykorzystujac w tym celu
zaleznoéci (3.8) - (3.15) 1 wzory jakie otrzymamy dla o,.(r, 2), 6ee:i(r, 2) ze zwiazkéw
(2.16) i (2.17). ’

Realizacja mieszanych warunkow brzegowych (3.4), (3.5) prowadzi do réwnan wzgle-
-dem nieznanej funkcji f(£). Jezeli w tych warunkach uwzglednimy zaleznodei (3.32) i (3.34),
to otrzymujemy réwnania

(3.35) [ JOE—MEBNJo(E)dE = p(Ia?; 0 <r< 1,
0 . .

(3.36) [ 1 @TEdE=0; v 1.

. 0

Rozpatrywane zagadnienie zostalo sprowadzone do dualnych réwnad calkowych
(3.35), (3.36), z ktérych wyznaczymy nieznang funkcje f(£), okredlajaca poszukiwane
fizyczne wielkodci. Funkcja M(£6), wystepujaca w réwnaniu (3.35) i dana za pomoca
‘wzordw (3.31), (3.29), (3.25) jest zalezna od stalych materialowych warstw i stosunku ich
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gruboéci. Funkcja ta zalezy takze od parametru 6, okredlajacego stosunek grubosci plyty
h do promienia szczeliny a.
Gdy wlasciwosci sprezyste warstw sg identyczne, to ze wzordw (3.26), (3.27), (3.30)
otrzymujemy \
A, =04 =045 =0g =0y =0y5=10ay; = a;, =0
ai =ag =afo=af;=a}, =0
a, = ag = 25,5, a(k—1)2.
— 25, 52/)’(/6——'1)2,
a¥ =af = 2s, 5,271 (k~1)2,

8sis3 81 (k—1)%

(3.37)

as = dy

Uwzgledniajac zaleznosei (3.37) w zwigzkach (3.25) 1 (3.29), a te w (3.31) otrzymujemy
postaé funkcji M(x) dla warstwy jednorodnej [3]

chax—ea?f 2chfx+4s,5,67°
shax+af'shfx ’

(a0 = §y+53, B = 8,—53, % = £5).

(3.38) M) =1—

Przejécie graniczne 9, — co(n, — ) wykonane dla przypadku o, ER; we wzorach
(3.25) i (3.29) prowadzi do okreslenia funkcji M(x) za pomoca wzoru

ascho; x+assha, x+agch B, x+aishf, x+a¥,
aschoy x+a;sho; x—aschpfyx—agshf; x

~

Zdefiniowana wzorem (3.40) funkcja M(x) odpowiada zagadnicniu warstwy poprzecz-
nie izotropowej zlaczonej z poélprzestrzeniami o innych stalych materialowych, ostabionej
obecnoscia szczeliny usytuowanej w jej plaszczyZnie srodkowe;.

Jezeli w (3.40) podstawimy wartoéci wspdlczynnikéw "okre$lonych wzorami (3.37),
a wigc przejdziemy do oérodka jednorodnego, to funkeja M(x) jest tozsamosciowo réwna
zeru. Funkcja M(x) posiada te wiasnoé¢, ze dazy do zera gdy x dazy do nieskorczonosci.

Gdy 6 — oo (dlugo$¢ promienia szczeliny dazy do zera lub cialo mnieograniczone),
to M(£8) — 0 i réwnania (3.35), (3.36) przechodza w znane réwnania opisujace zagadnie-
nie szczeliny w ciele nieograniczonym, ktére dla przypadku izotropii podano w [8] (s. 96
wzory 3.4.1 1 3.4.2).

(3.40) M(x) =1— , . (x= &6y

4. Réwnanie calkowe Fredholma, wspélczynnik i_nten§ywno§ci napréienla,
przemieszczenia i energia szczeliny

Réwnanie (3.36) jest spetnione tozsamoSciowo przez reprezentacie catkowa

_ 1
@) O =1 2a [ smsinEnar, 50 =0,
0
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Podstawiajac zwiazek (4.1) do réwnania (3.35) sprowadzamy je do réwnania catko-
wego typu Abela wzgledem nieznanej funkcji g(7)

— 1 w .
@0 g0 = 2 [ sonan [ s o<,
0 0

gdzie o, jest operatorem Abela pierwszego rodzaju zdefiniowanym wzorem [8]

Y r d
(43) 2N =) 5 [ 25 >0
J |

Stosujac w réwnaniu (4.2) odwrotny operator Abela

d
(4.9) AT 7] = e () 7]
i wykonujac w tym roéwnaniu calkowanie z uwzglgdnieniem g(0) = 0 oraz wzoru [9]

d [ re(Endr

(4.5) — — - = cosér,
dr 4 Vii—rt
otrzymujemy
1 0 — T
D e g 2 d
46 & = = [ glydn [ MEo)sinEnsinnde+ ]/ 2 [0 gce<n,
Jr P4 ‘/12_r2
0 0 0
Réwnanie catkowe (4.6) zapiszemy w postaci
1
@7 g(0) = [ K(z,mg)dn+p*(x); 0 <7 <1,
0

gdzie symetryczne jadro K(r, i) jest zdefiniowane wzorem

@8) K(,m) = = [ MEosinEnsin@En s
0

i p*(7) jest dana funkcja okreslong za pomoca calki

2 d rp(r)dr
4.9) = ]/ 2 [ dr
¥ Yri-r
Réwnanie catkowe (4.7), okreslajace funkcje g(x), ktéra wyznacza poszukiwana funkcje
f(&) za pomocg wzoru (4.1), jest réwnaniem catkowym. Fredholma drugiego rodzaju.
Istnienie 1 jednoznaczno§é¢ rozwigzania tego réwnania zaleza od zachowania si¢ jadra,

zdefiniowanego wzorem (4.8), a wigc okreélonego za pomocs funkgji trygonometrycznych
i funkcji M(x)(x = £98), zaleznej od stalych materialowych warstw, stosunku ich grubosci

oraz od stosunku gruboéci plyty do promienia szczeliny (6 = %)
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Jadro zapiszemy w postaci rownowaznej do (4.8)

2 -
(4.10) K(t6~Y, n6~Y) = ;6“1 f M (x)sin(xn6~)sin(x76~)dx,
5 .

(x = £0e<0,00), 6! =—Z—).'

Analizujac wzory (3.31), (3.29), (3.25), okreslajace funkcje M(x), oraz zaleznosci (2.7)
i (3.27) okreslajagce parametry a;, f; (i = I, XI) mozemy stwierdzié, ze funkcja M(x)
posiada nastgpujace wlasnosci:
" a) Dla dowolnych wilasciwosci sprezystych materialéw mamy
9, dlan=1
{O, " dlan=2,3,4,..

Granica g ma warto$¢ skonczona i wynosi:

4.11) limx"M(x) =

x—+0

_ 2as+aq+ag+af +af,—~at,—ad)+as~ato
(ag+2as+2a5)oyn; +(a10—2ag—2ag) By M1 +2(a3—a4) 01y +

+2(ay—az) 27

(4.12) g=

dla warstwy niejednorodne;j,

_ w28-2 -2
(4.13) g=—1 2l 24;43152’3 , gdy B#0, a#0

w przypadku warstwy jednorodnej, przy czym '

(4.14) g=0, gdy =0 albo a=0.
W przypadku # = 0, odpowiadajacym g = 1, mamy ze wzordw (2.4) i (2.7) zaleznoéé
45,5, = a?—p2

ktéra uwzgledniona w (4.13) prowadzi do (4.14). Przypadek f = 0, « = 2 odpowiada
izotropii. W przypadku « = 0 mamy f = 2 is;s, i ze wzoru (4.13) otrzymujemy (4.14).
b) Dla funkcji M(x) maja miejsce nastepujace asymptotyczne réwnosci

(4.15) M(x) ~ —e~?**M gdy @, e R,, x— 0,
(4.16) M(x) ~ —e-2®MF®m) ody o, 1 o €R,, x-— o0,
Tak wiec
“.17) limx"M(x)=0; n=1,2,...,a, €R,

P

W przypadku rzeczywistych wartoéci parametru o, i urojonych &, musimy zbadaé
zachowanie sig funkcji M(x) przy x daZzacym do nieskotficzonosci. Mozemy postuzyé sig
w tym przypadku funkcja M(x) dang wzorem (3.40), ktéra zachowuje si¢ dla duzych x
tak jak funkcja M(x), dana wzorem ogdélnym.

Jezeli a, i a, przyjmuja wartosci urojone, to nalezy dla takich, teoretycznie mozliwych,
materialéw zbadaé zachowanie si¢ funkcji M(x) przy x dazacym do nieskonczonoéci.
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Biorac pod uwage wniosek wynikajacy ze wzoru (2.8) moZemy stwierdzié, ze gdy
zachodzi
Gy _— E,
Gll EII

(4.18) lub -1 <, <0,
to ma miejsce wlasno$é funkcji M(x) okreslona wzorem (4.17).

¢) Jezeli a; € R, lub a, € R, to funkcja M(x) jest ciagla w przedziale (0, o).

Whniosek ten wynika z analizy wzordw (3.31), defininjacego funkcje M(x) i (3.25),
okreélajacego funkcje m(x). Funkcja m(x) jest rézna od zera dla kazdego x € (0, o), gdy
o, €R, lub a, ER,. : -

Jezeli warstwa wewnegtrzna rozpatrywanej plyty niejednorodnej wypelniona jest ma-
teriatem o parametrze gy < —1, tzn. nie zachodzi (4.18), to funkcja M(x) moze nie mieé
wlasnosci (4.17). Ponadto jezeli dla obu materialéw mamy ¢; < —1, to mogg wystapic
punkty nieciaglosci tej funkceji.

W przypadku analizy zapadnienia w tej klasie materiatow, teoretycznie mozliwych,
nalezy zbada¢ dla danych materiatdw zachowanie sie funkcji M(x) przy x — oo i ciagglosé
tej funkcji. Wiasnosci funkcji M(x) okreslone przez (4.11) i (4.17) oraz ciaglosé tej funkcji
w przedziale (0, co0) zapewniaja zbiezno$¢ calki (4.10), okreélajacej jadro réwnania catko-
wego Fredholma. Z wlasciwosei funkcji M(x), majacych zawsze miejsce w przypadku
gdy spelniona jest alternatywa (4.18) wynika, Ze jadro réwnania calkowego zagadnienia
jest ciagla funkcja i mamy oszacowanie

(4.19) Yz, €{0,1> |K(z, )| < C,.

Wystepujaca w rownaniu catkowym (4.7) funkcja p*(z), zdefiniowana wzorem (4.9),
jest takZze ograniczona

(4.20) Vzel0,l) p*(2)| < C,.

Roéwnanie calkowe (4.7), okreflajace poszukiwana funkcje g(7), jest regularnym réw-
naniem catkowym Fredholma drugiego rodzaju to znaczy réwnaniem o jadrze ciaglym
i calkowalnym z kwadratem. Wyznacza ono jednoznacznie poszukiwanag funkcje g(7),
nalezaca do przestrzeni funkcji ciaglych.

Za pomoca funkcji g(7) mozemy wyznaczy< fizyczne wielkosci interesujace nas w oma-
wianym zagadnieniu.

Przemieszczenia brzegu szczeliny otrzymujemy z zalezno$ci (3.32), ktéra po uwzgled-
nieniu (4.1) prowadzi do wzoru

: — 1 @
(4.21) wy(r, 0) = ]/ _7_?;_ xa f 2(D)dv f To(Er)sin(Er)de.
0 0

Uwzgledniajac w (4.14) zWiqzek

. ® T
(4.22) f Jo(€r)sin(£7)dE = ‘
0

-1 :
(z2=r®"2, T>r
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okreslimy przemieszczenia brzegu szezeliny za pomocg wzoru

l g(n)dr
; ]/~52——r2

4.23) W, 0) = l/ 2 4

;0 O0<r<l.

Parametr materialowy » dany jest wzorem (3.33).
Energia szczeliny jest zdefiniowana wzorem [8]
1

(4.24) W= 27m2f rp(P)w, (@, O)dr.
0

Po uwzglednieniu zaleznosci (4.23) i zamianie porzadku calkowania znajdujemy, ze
energia szczeliny jest okreslona przez funkcje p*(7) i g(7) w postaci nastepujgcej:

1
(4.25) W = 2ma% | p*(v)g()dr,
0
gdzie funkcja p*(v) dana jest za pomoca wzoru (4.9).
Wspélczynnik intensywnosci naprezenia [8]

(426) N = hm ]/2(7_1) {Gzzl(r, 0)}r>1

r—1+

okrelimy uwzgledniajac (3.34) i (4.1) w definicji (4.26). Po przeksztalceniach uwzgled-
niajacych wzdr rekurencyjny dla funkcji Bessela i réwnowazny wzor dla calki niewlasci-
wej z iloczynu funkcji Bessela i funkcji trygonometrycznej oraz pominieciu skladnika,
w ktérym nie wystepuje osobliwo$é dla r = 1 otrzymujemy

(4.27) | N =1/ %50,

5. Stale ciénlenfe, iteracyjne rozwigzanie réwnania calkowego
W przypadku gdy p(r) = po jest stalg otrzymujemy z (4.9)
(5.1) r¥(?) = l/%por; 0< 1<l

Dla tego przypadku zapiszemy réwnanie (4.7) i zaleznosci (4.8) (4.23), (4.25), (4.26)
za pomocg funkcji (7)) takiej, ze

62 g(v) = ]/-i—.pow(r); 0<v<l.
Mamy:
1
(5.3) v(2) = [ K(v, pp@dn+v; 0<7z<1,
0

N 1
(5.4 K(z,n) = ——_;zl—d‘lfM(x)[cosxé"(i+n)—cosxé‘l(r—n)]dx,
: 0
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1
2 p(v)dr
(5.5) wy(r, 0) = ;%Poa;f;/_[—'—frz, 0grgl,
1
(5.6) . W= 4xp%a3fr1p(r)dr,
6
7
(5.7 N = —V/apop(l).

Jezeli we wzorze (5.4) wykorzystamy rozwinigcie funkcji trygonometrycznych w szereg
potegowy wzgledem parametru 874, to jadro K(z, ) zapiszemy w postaci

[0} I"
(5.8) K(t,n) = 2 'gz—u—lK(")(’T, 7)s
: n=1

gdzie

(5.9) ko, m) = S gy ey
oraz’

{5.10) I, = %f Mx)x*™dx;,; n=1,2,3,..

& ;

Szereg (5.8) jest zbieiny bezwzglednie i jednostajnie dla kazdego 7,7 e <0,1>,

gdy parametr §~! spelia nieréwnosé '
' 1

(5.11) 61 < <

gdzie C; > 0 jest kresem jadra K(z, n) (wzér (4.19)).

Calki I,, okre$lone za pomoca (5.10), sg zbiezne gdyz dla rzeczywistych materialéw
mamy wiasciwosci (4.11) i (4.17) ciaglej funkcji M(x).

Warunek (5.11) stanowi ograniczenie zastosowania rozkladu (5.8) do takich przypad-
kéw, w ktérych parametr 0-!, réwny stosunkowi promienia szczeliny a4 do grubosci
warstwy £, jest na ogdl maty. Zalezy to od statej C;.

Rozwigzanie réwnania catkowego (5.3) moZna otrzymaé teraz na drodze iteracyjnej

Yo(v) = 7,

(5.12) !
Pers(D) = 14+ [ K(r, my(dy; (¢ =0,1,2,..)
1] .

Proces iteracyjny wymaga obliczenia kolejnych zbieznych calek danych wzorem (5.10).

Szybkos¢ zbieznosci (5.8), a zatem i procesu iteracyjnego (5.12) zalezy w istotny spo-
s0b od warto$ci parametru 6=, W przypadku gdy grubos$¢ warstwy wewnetrznej dazy
do nieskonczonosci (ciato nieograniczone) mamy

(5.13) p(7) = po(7) = 7,
dla dowolnej, skonczonej rozwartosci szczeliny.
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Jezeli warstwa wewngtrzna o grubosci £, jest ztaczona z pdlprzestrzeniami poprzecznie
izotropowymi (M(x) zdefiniowana wzorem (3.40)), to parametr 67! nalezy zastapié

a
parametrem 07% = ——.
hy .

W tym przypadku zbieznos$¢ procesu iteracyjnego jest szybsza. Stosujac proces itera-
cyjny opisany za pomoca wzoru (5.12) otrzymujemy, przy zatoZeniu 67! = _Z_ < 1,
przyblizone rozwiazanie
(5.14) T/’(T)‘=T 1+'—1—I 6‘3;—1-—1 5-5— I, 56572+ ilzd‘s 1 LI

' 37 30 18 2 g 19 g
2 e 130772+ - 16‘7r4——11168 ! — 11,6782+ 0(6719 .
t 5 360 °* 30 12 54 ‘iz

Uwzglgdniajqc zalezno$¢ (5.14) we wzorach (5.5), (5.6), (5.7) i wykonujac catkowanie
otrzymujemy wzory okre$lajace deformacje i energie szczeliny oraz wspdlczynnik inten-
sywnosci naprezenia

(5.15) Wi(r, 0) = —%poa]/l—r2 [1+?]15 < 1;5 1,675+ 11{6‘6+
L ETPICI Iy S PN N
300 2 405 172 27 2 150 32
1 -8 2 ~T..4 —-10 .
— 4 2 A3 1 -3 1 5 1 2 6
(5.16) W—?”Poa [1+ —3—115 —13‘125 +§—I 256+
7 7_ 17 8 10
1800135 36011125 +0(6-19],
| __ 2 - 1 -3 _ 4 5 1 2 §—6 7 7
(517) N = ;pol/a[lf?llé 25 1207+ 5 11670+ s T3 677+

7 8 -10
+ 3z lil287°+0(6" )]

W przypadku gdy warstwa ze szczeling jest zlaczona z pélprzestrzeniami poprzecznie
izotropowymi nalezy w rozwiazapiach (5.15), (5.16), (5.17) podstawi¢ w miejsce 6=+

parametr 47! = h . W tym przypadku funkcja M(x), okreslajaca wzorem (5.10)' calki
1

I, zdefiniowana jest zaleznoécia (3.40). Jezeli y,(7) jest rozwiazaniem dla plyty warstwowej
a Yo(7) = 7 dla ciala nieograniczonego, to w,(7) = ¥o(7) przy hy, — oo jednostajnie
wzgledem 7 € {0,1>.

3 Mech, Teoret. i Stos. 4/81
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W przypadku h; — 00(6~! — 0) otrzymujemy rozwigzania w postaci [3]

2 J—
(5.18) Weo (1, 0) =;kpoa1/l—r2; ogr<l,
4 2 .3
(5.19) < We = 5 *P6a’,
(5.20) Ny = _L_“ Po-

Wzory (5.18), (5.19), (5.20) przechodza w znane rozwigzania dla nieegraniczonego
ciala izotropowego [8], gdy podstawimy w nich stalg materialowa

1—v»
5.21 = ,
=20 *= g
otrzymang ze wzoru (3.33) za pomoca przejécia grapicznego s — 1, sy — 1, k= 1,
Gu = G.

Wspékczynnik intensywno$ci naprezenia w nieograniczonym ciele poprzecznie izotro-
powym jest taki sam jak w przypadku ciala izotropowego. W rozpatrzonym w pracy za-
gadnieniu szczeliny w plycie warstwowej anizotropia materialu wplywa na wszystkle
fizyczne w1elkosm i na wspélezynnik intensywnosci napreZenia.
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3AJAYA TPENMHLI B TPEXCJIONHOM
TPAHCBEPCAJIBHO-U30TPOIIHOM ITIIACTHHKE.

PaccmatpuBaercss 2afaus  TPEIMHbLI JUIA TPEXCIOHHOM, 6ecx{ox—xeq1—rou, TPAHCBEPCANBHO — B30~
TPOIHON IJIACTHHKHM CHMMETPHUIHOIO CTPOCHWS, '
TIpomoneHas TPELUHMHA, PACOOIIOMKEHHASE CHMMETDHUUHO OTHOCHTEIIEHO rpaﬂeu IITACTHHKE M Havyam
KOOPAMHAT, HAIDIYKEHA BHYTPEHHLIM JaBJIEHUEM. '
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Kpaesast 3ajaya cBefeHa K PEMIEHHMIO HHTErPajIbHOrO YpPaBHEHWA CDpe):(roﬁbwa BTOpPOTO poAa
C HEH3BECTHOH (hyHKUEH, peuIaioliei sanauy, ¥ AAPOM 3aBUCAIMM OT (DYHKUMH, KOTOpPAsl YUATLIBAET
ynpyrue CBOMCTBA COCTABHLIX MATEPUANlOB IUIACTHHKH W OTHOLUCHME X TaJIUlMH.

Tlpisenenst Gopmynsl A KoadghUIeHTa HHTEHCHBHOCTH HANPSIKEHNS, SHEPTHH M YIepeMeLUeHM S
Tpewnubl. JINA 9acTHOro ciiydasl IIOCTOSTHHOIO NABJICHHS [ASHO WTEPAlMOHHOE PeLleHHe 3a[aud.

Summary
CRACK PROBLEM OF TRANSVERSELY ISOTROPIC THREE LAYERED
ELASTIC PLATE

A penny — shaped crack problem for a transversely isotropic, symmetrical, three layered elastic
plate is considered. The crack is situated in an elastic symmetry plane and axially loaded.

The mixed boundary-value problem has been reduced to a Fredholm integral equation of the second
kind.

Expressions for the stress intensity factor, crack energy and crack opening displacements are derived
by means of the solution of an integral equation. In the case of uniform pressure the iterative solution
of the equation and expressions for the physical quantities are presented as functions of the ratio of a crack
length and a plate thickness.
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