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1. Wstep

Badanie stanu naprgzen w kompozytach widknistych mozna, w wielu przypadkach
praktycznych, sprowadzi¢ do rozpatrywania o$rodka sprezystego z wtraceniami (inkluzja-
mi) w ksztalcie lamelek. Inkluzje wtokniste sg zwykle gtéwnym elementem przenoszacym
sily i obciazenia dzialajace na caly obszar kompozytu. W praktyce modut Younga wiékien
jest znacznie wigkszy od modulu Younga matrycy. Przyjmiemy, ze material matrycy jest
liniowo sprezysty, a sztywno$¢ widkien na tyle wigksza od sztywnoéci matrycy, Ze mozna
zatozyé ich nieodksztalcalnos¢. ZalozZenie, ze widkna maja ksztatt plaskich lamelek pro-
wadzi do uproszczenia analizy pozwalajac réwnoczesnie wyciagnaé wnioski dotyczace
naprezen w matrycy w przypadku, gdy widkna nie odbiegaja zbytnio od ksztaltu tagmy.

Wyznaczymy tu stan napreZen i przemieszczen wystgpujace w matrycy, przede wszyst-
kim interesowaé nas begda sktadowe stanu naprezenia w bezposrednim otoczeniu wiékien.
Wyprowadzone wzory beda przydatne przy okresleniu wytgzenia w matrycy oraz przy
wyznaczeniu naprezen mogacych prowadzi¢ do dekohezji na granicy migdzy wiéknami
i matryca, powstawania szczelin, przekroczenia granicy plastycznodci i osiggniecia od-
ksztalcen trwalych w matrycy, itp. Skladowe tensora naprezenia i wektora przemieszczenia
zalcza od wspdlezynnika Poissona ». Interesujace jest to, Ze np. skfadowa naprezenia nor-
malna do powierzchni lamelki osigga maksymalng warto$é dla v &~ 0,317. Znajomo$é
rozkladu naprezen w ofrodku nieograniczonym pozwala na oszacowanie stanu napre-
zenia w kompozycie, pod warunkiem, ze odlegtos¢ miedzy poszczegdlnymi lamelkami
(widknami) nie jest mala w porédwnaniu do ich wymiaréw poprzecznych. Nie zajmujemy
sig w tej pracy wazng dla kompozytdw sprawa usredniania wartosci statych materialowych
i naprezen [3, 7].

2. Stan naprezen w matrycy w otoczenfu wiracenia w ksztalcie clenkiej tasmy

Materiat kompozytowy mozna traktowaé jako osrodek sprezysty o skokowej niejedno-
rodnoscei, lub w przyblizeniu jako osrodek niejednorodny z ciggla, ale o duzym gradiencie,
zmiennoscig przestrzenng statych materialowych. Najstarsza metoda polega na rozpatrze-
niv dwéch lub wigcej cial, z ktérych jedno jest matryca, a pozostale wtraceniami, przy
uwzglednieniu odpowiednich warunkéw brzegowych dla kazdego z tych cial, w tym wa-
runk6w cigglosci (zwanych czasami warunkami na ,,zszyciu) przemieszczen i naprezen
normalnych. Zakladamy tu, Ze wtracenia wtdkniste, w ksztalcie lamelek, s3 odpowiednio
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uporzadkowane oraz, ze inkluzje s4 oddalone od siebie tak, ze odnosne odleglosci s3 co
najmniej kilkakrotnie wigksze od szerokosci lub grubosci lamelek. Zalozymy, ze materja
Jamelek jest na tyle sztywnicjszy od materiatu matrycy, Ze mozemy przyjac jego nicodksztal.
calno§é. Material matrycy jest sprezysty, izotropowy i jednorodny. Lamelka jest niesko-
czenie dluga o szerokosci 2a i pomijalnej gruboséei. Przy tych zatozeniach przyjmicmy dwy.
wymiarowy stan odksztalcenia. W zaleznosci od sposobu przytoZenia sit rozpatrzymy dwa
przypadki szczegdlne.

Lamelka zajmuje nastgpujacy obszar: D = {(x,y, z); |x| < /i, [y| < a, z e R}, gdzie
(v, v, 2) oznacza uklad wspdlrzednych kartezjafskich, /1 < a.

Przypadek 1. ObcigZenia zewngtrzne prostopadie do powierzchni lamelki.

Przestrzed z inkluzja tasmowa jest poddana rozcigganiu obcigZeniami oy w kierunku
osi x, prostopadtym do powierzchni lamelki. Wektor przemieszezenia w dwuwymiarowym
stanie odksztalcenia ma postaé u(x, y) = (u, v, 0).

Rozwigzemy zagadnienie brzegowe teorii spreZystosci sprowadzajace si¢ do rdwnaf
przemieszczeniowych Naviera w postaci

QD (1 =20ty pgp+uppe =0, o, f =120 =u,u, =v),

z warunkami brzegowymi

2.2 u(0,9) =v(0,y) =0, |yl <a,

oraz warunkami ,,wypromieniowania’ w nieskonczonosci

(2.3) Ogx = 0o, O3y =0, 0,50, dla r=})x2+y?> .

Rozwiazanie otrzymamy przez prosta superpozycje dwoch rozwiazan: zagadnienie
(a) — poiprzestrzert bez wtracenia w jednorodnym stanie naprezenia z warunkami brze-
gowymi (2.3), oraz zagadnienia uzupelniajacego (b) spelniajacego réwnania rézniczkowe
czastkowe (2.1) z warunkami brzegowymi komplementarnymi do (2.2) i warunkami re-
gularno$ci w nieskonczonosci.

Rozwiazanie zagadnienia (a) ma postaé:

1—v »
(2 4) ”(x,}’) = 2[u OpX; v(x’ y) = - _'2?0‘0}“
. Gxx(x7 _V) = 0op>» ny(x’ _V) = G)'y(x, y) =0,
V x,ye R

Zagadnienie uzupetniajace (b) jest réwnowazne nastepujacemu mieszanemu zagadnieniu
brzegowemu dla poétprzestrzeni x € [0, ), y € (—co, +c0), ktérym rzadza rdéwnania
rézniczkowe czastkowe (2.1) wraz z warunkami brzegowymi:

u(05 _V) = 0’ ye R,
p
(2.5) 2(0,y) = “ﬂao)’, yl <a,

ny(o’y):o’ |yl>a$

oraz jednorodne warunki regularno$ci w nieskofczonosci.
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Przypuéémy, ze z rozwigzania wyniknie, ze 0,,(0,y) = —s())H(y—a), yeR, przy
czym s(—y) = —s(»), oraz s(y) € £'(— 0, 4 0). Rozwiazanic zagadnienia (b) przyjmuje
postaé nastgpujaca:

1 .
—_ (278 - _— N\ o .
UG, 9) = =gy *F R8T £ .

o(, ) = 4(1—1); F L6 — 3+ Ex) exp(— E0)s(8); & — ],

‘2(11_,,) Fel(1=2—Ex)exp(—£x)3(); & > y),

(2.6)  ou(x,p) = —

Oey(X,9) = = F | 1—;/5 xp(—Ex)3(8); 6 —»

xyx’y - s 2(1_,‘/) xep X ( 3 AR

1 N .

0yy(X,y) = — 20— F[{— (B —=2v)+&x}exp(—£Ex)5(E); € — ),
gdzie F[ ; 1, #.[ ; ] sa odpowiednio sinusowa i kosinusowa transformacjg Fouriera,
ponadto §(¢) = F,[s(y); y = £l s(y) spelnia warunki brzegowe (2.5), i (2.5);, ktdre
prowadzg do nastgpujgcego ukiadu dualnych réwnan catkowych:

3—41/ PENT T _ [
2.7) v0,9) = gy FAETHO 6 o0l = 5 oay, ye ),
ny(oay)z —F5(8);E-y]=0, y>a.

Rozwigzanie dualnych réwnan catkowych (2.7) ma posta¢ [8]:

eX) 5@ =) 22 ooan e,

gdzie J,(af) jest funkcja Bessela.
Po podstawieniu wartosci calek [4] wystepujacych we wzorach (2.6) otrzymamy naste-
pujace rozwiazanie zagadnienia llzupelniajqcegO'

- —_ Y00 L ___@1 @2]}
u(x,y) 2 —) ICOS@{ ]/7 7‘2 cos[@ 6,+6,)
2(x,y) = %{(3 4v)[rsm@ ]/rlrzsm——(@l+@2)]
r2cos®
Y 0-— @1 @2 ’
S kgl
Y0 1
Uxx(xa y) = 3__4,‘7{( 2”)[1—%‘117 COS( _7(@14'02))] -
(2.9) —rcos@-(—f%‘ﬁcos (91+@2)}
_ 2(1-y) r
Oxy(X,9) = — 34, °0 {]/Z—'; sm[ - (@1 +02)]

2

1 a
- A 0,+6
50— rcos® CENEE sin - ( L+ 2)}

4 Mech. Teoret. i Stos. 3/81
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2.9 _ . Y9 -
Ecd.]) 0,,(x, ) = 34y { 3B~ 2v)[l ’/

cos (@ = (6, +02))]

ryry

2

a
+rCOS0W COS — (@1 +@2)}

Rys. 1

gdzie r, ry, r, oraz 0, &,, 0, sy okreSlone wzorami (rys. 1)

r=yx24+y?, 6O = arctg%,

3

= ‘/x2+(y——a)2, ®, = arctg y;a

v, =Y X2+ (y+a)?, 6, = arctg y—;a

dla x =0, |y <a, @1=—;—n, @2=—7i 0==2

3
dla x=10, |y|>a, @1=02=@=% oraz —-g.
Z kolei dla x = 0 otrzymujemy nastgpujace skltadowe przemieszczenia i napreZenia.
Wzory te podajemy dla zagadnienia wyjciowego, tzn. superpozycji rozwigzan zagadnienia

(a) 1 (b):
M(O, y) = 0,
v(0, y) = J’;aosgn(y) Yy =a?H(y|~a),

050, y) = [ v - 2”)]00+ v(1-2)  |yloo

(2.10) 3-4 =4 /y—a H(lyl-a),
axy(o, y) = - 2;(}_—4—.:) O “‘Iy|),
,,,.(0 y) = i iv ’1’00[1 1/ = H([yl ]

gdzie H(y) oznacza funkcje Heaviside’a.
Obliczmy jeszcze wspolezynnik intensywnosci naprezen:

Ky = lim 2/ 2z(Jy[~a) 0,,(0, y),
y—at

skad, po podstawieniu otrzymujemy
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@.11) K, = WZ—(_IK”)—”V&%.

Z powyzszych rozwazan mozemy wyciagnaé dwa nastgpujace wnioski:

1. lamelki o duzej sztywnosci spelniaja rolg koncentratora naprezern w matrycy,

3-)/3
4

2. wspolczynnik intensywno$ci napreZen osigga najwiecksza wartosc dla v =

~ 0,317.

Przypadek 2. ObcigZenie rownolegle do powierzchni lamelki,

Obecnie przyjmiemy, Ze obcigzenie zewnetrzne g, jest réwnolegle do osi 0y, przy
niezmienionym potozeniu lamelki. Uklad réwnan rézniczkowych nie ulegnie zmianie,
podobnie jak warunki brzegowe na powierzchni lamelki, jedynie warunki w nieskonczo-
noéci przyjmg teraz postac:

112

6= 0, 0,520, o0,—4g, da l/xz—i—yz—) 0
Réwniez w tym przypadku wykorzystamy zasade superpozycji. Zagadnienie (c) odpo-
wiada réwnomiernemu stanowi naprezenia wywolanemu w osrodku sprezystym bez
inkluzji obciazeniami g, przylozonymi w nieskonczono$ci. Rozwiazanie zagadnienia(c)
otrzymamy z rozwiazania zagadnienia (a) przez cykliczng zamiang wspoirzgdnych:

v I—w
u(x,y)= '—2—‘“q0xa 7)(x:y): 2# 40,

2.12
( ) Gxx(xa y) = xy(xa y) =0, ny(xa y) = {o»

VY x,y e R2

Zagadnienie uzupelniajace (d) sprowadza si¢ do rozwigzania réwnan rézniczkowych
réwnowagi (2.1) z warunkami regularnosci w nieskonczono$ci oraz nastgpujacymi wa-
runkami brzegowymi:

u(0,y) =0, wueR,

1—y

(2.13) 20,) = ~—

doYy, dla’ lyl <a,

0e(0,9) =0, [yl >a.
Rozwigzanie zagadnienia (d) otrzymujemy przez podstawienie we wzorach (2.9) wartosci

11—

(2.14) oo = ——

do-
Przez superpozycje rozwigzan zagadnied (c) i (d) otrzymujemy dla x = 0 rozwigzanie
odpowiadajace przypadkowi 2 obcigzen zewngtrznych:
ll(o, y) = O’

1~

@15 YOI =-—, q0sgn(y) Y y*~a*H(ly|—a),

o0 ) = O o1 L G -a).

4%
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2(1—-9)?
O'xy(o, _V) = H(a~|y|)
(2.15) 34y 10 /
d. | —9)(3—2 ()32
e - 0 ‘1"7;2?‘,2‘1'“'”*“”‘1"[1_%2

Wspolczynnik intensywnosci naprezen przyjmie w tym przypadku warto§é

2 ma(l —v)(1—2)
(2.16) Ky = =34, 4o

osiggajac maksymalng wartos¢ dla » = 0.

3. Wyniki liczbowe i wnioski

7 otrzymanych wzoréw, w obu przypadkach obciazen moZemy obliczy¢ koncentracje
naprezen oraz wspolczynniki intensywnosci naprezen. Dla poréwnania podajemy, ic
odpowiedni wspélczynnik intensywnosci naprezen szczeliny Griffitha w dwuwymiarowym
stanie odksztalcenia przyjmuje warto$¢

(3.1) Ky = Y/ nap,,

gdzie p, sa obciazeniami prostopéd%ymi do powierzchai szczeliny. Jak widaé wspédtczynnik
ten nie zalezy od stalych materiatowych. W przypadku inkluzji mozna mieé watpliwosci
jak nalezy obliczy¢é wspdlczynnik intensywnosci naprezen. Kazda ze skladowych stanu
naprezenia wzrasta nieograniczenie w otoczeniu wierzchotkdw inkluzji i nicwiadomo,
ktéra z nich bgdzie decydujaca przy inicjacji pgkania. Wydaje sig, ze w przypadku odkle-
jania si¢ materiatu matrycy od inkluzji decydujacy wpltyw bedzie mieé sktadowa styczna
tensora naprezen, w przypadku pekniecia na zewnatrz inkluzji w plaszczyznie lamelki
skiadowa normalna naprezenia.

Na rysunkach 2 -7 przedstawilismy rozklad poszczegdlnych skladowych naprezenia
oraz podaliSmy wykresy szesciu funkcji statej materialowej Poissona f; (») —f5(»). Okazuje
sig, zc kazda z wymienionych skladowych naprezenia zalezy w inny sposéb od stalej Pois-
sona, osiagajac najwigksze wartosci badZ na brzegach przedziatu zmiennosci, lub przyj-
mujac ekstremum wewnatrz dziedziny okre$lonosci ». W przypadku obciazen normalnycﬁ
do powierzchni lamelki o4, naprezenia 0.,(0, y) osiagajg maksimum dla wartoéci sta}a
Poissona #, = 3—4]/3 , wtedy fi(vn) = 2—41/3
kaja dla v = 0 i przyjmujg odpowiednie najwicksze wartoéci dla materialu niescisliwego.
Z kolei przy obcigzeniach réwnoleglych do powierzchni lamelki g, otrzymujemy najwiek-
sze wartodci 0.,(0, y) oraz 0,(0,y) dla ¥ = 0, ponadto 0,,(0, y) znika dla materiatu
niesei§liwego. Naprezenia ¢,,(0, y) natomiast przyjmuja warto$¢ minimalng dla », =
= 3_41/3 wynoszaca fe(v,) = +]/3

4
iv=0,5.

. Naprezenia 04,(0, y) oraz oy,(0, y) zni-

, a jednakowe wartoéci najwigksze dla » =0
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Zaleta przedstawiogego tu rozwigzania analitycznego dla kompozytu z nieodksztat-
calnymi lamelkami jest latwo§é wyciagniecia interesujacych nas wnioskdw. Rozwiazanie
dla lamelki sprezystej prowadzi do réwnania calkowego Fredholma II rodzaju na pewna
funkcje w przestrzeni transformat. Rozwiazanie mozna otrzymaé na drodze numerycznej,
z kolei przemieszczenia i naprezenia otrzymujemy przez obliczenie odpowiednich transfor-
mat odwrotnych. Dyskusja otrzymanych na tej drodze wynikéw jest trudna i ucigzliwa
i prowadzi do wzoréw przyblizonych.
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4. Og6lny przypadek obcigzenia
Przypuéémy, Ze réwnomierne pole naprezen po jest nachylone pod katem « do po-
wierzchni lamelki. Wtedy wystarczy do wyprowadzonych wzordéw podstawié
4.1) 0o = PoSina, g = Pocosa.
Odpowiedni warunek brzegowy w zagadnieniu uzupelniajacym (b) wzér (2.5) przyjmie
postaé

(4.2) 2(0,y) = —i—po[v(sinowrcos o) —cosal,

do wzoréw (2.9) nalezy wtedy podstawié

' . 1
(4.3) Go = Po \smoc-k cosa — —v—cosa].

Rozwigzanic ogélne otrzymamy przez dodanie, w odpowiedni sposéb, do wzordw (2.9)
rozwigzan zagadnienia (a), bedacego uvogdlnieniem rozwiaznia (2.4), w postaci
2uu(x, y) = —pox[»(sina +cosa)—sina],

2uv(x, y) = poyl¥(cosa—sina)—cosal,

Oex(X, ¥) = posine,  oyy(x,y) = 0,

0,,(x,y) = pocosc.

4.4)

5. Energia wlasciwa odksztalcenia postaciowego

W przypadku dwuwymiarowego stanu odksztalcenia mamy nastgpujacy znany wzor
na energi¢ wlasciwa odksztalcenia postaciowego:

1
(5.1 Qf = _Elu_ [(Uxx_ny)2+{(v_l)cxx+”ayy}2+{(7’—I)Uyy+7’0'xx}2+605y]-

Podstawienie odpowiednich wyraZen na napreZenia wyznaczone w p. 2 pracy pozwala
na znalezienie krzywych stalej wlasciwej energii odksztalcenia postaciowego ¢p(x,y) =
= const. Poniewaz rozwiklanie tego rdwnania jest uciazliwe, a najbardziej interesuje nas
warto$¢ energii w bezpodrednim otoczeniu wierzchotkéw lamelki, tzn. punktu (0, )
wyprowadzimy wzory przyblizone, wykorzystujac rozwini¢cia asymptotyczne dla malej
wartosci r,/a = § € 1 (por. rys. 1). Otrzymujemy nastgpujace wzory:

_ V0o i _ - 1 —(B
Gxx(x’ y) = - -3_—"41J {(1 2"’)(1 ]/2—5 COS 5 ) —
1

3
— ————singcos — | + O(8'2),
TR 2‘P] (8'7%)
(5.2)

Ouy(X,9) = — 21—y 0'0[ L—

3—4y

1 1 3
— - sinpcos — @| + O(J?),
0= 2535 P2 ¢] (
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Yo

s, = =57 | <621~ 5

cos z) 4+
(5.2) 2
[ed.]

. 3
sin@sin —- (p] + 0(6'12).

1
+ —
2y/26
Wz6r na energi¢ wlasciwa odksztalcenia postaciowego ma postaé:

63 b =y G (1 s 2]

1 1 312
+ (1 —=—==cos L}(=4?>+6v— 1)+ sinwsin —
[( V26 2)( Vire=D 2;/25 SIS (p] *

+ [(1—— ‘/_ cos—)( 2+ 6r—3)+(1—=29)——— l/_ singsin — 3 (p]2+

+24(1—»)? . sin & b sin cosi ’ + 0(9)
V25 2 20-) ayz5 02 ? '
W podobny sposéb mozZna wyprowadzié wzér na wlasciwa energie objetoSciowa:
1 2o} . @
®v = E‘L—:—@-——W— (1—2’1’)(1 +'V) [4(1 '—"V)(l"" ‘/__ COS——) —

—;sin sin~3—<;o 2-i—O(é)'
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Peaome

O HEKOTOPBLIX CBOVICTBAX HATIPSDKEHHH B KOMIO3UMUMOHHLIX MATEPHUANIAX
C JIEHTOOBPA3HLIMU BOJIOKHAMM

PaccMaTpyBaeTCA KOMIOSHIMOHHBIA MATEpHall C JICHTOOOPA3HBIMH BOJIOKHamK. BrnIBegews! dop-
MyJBI HA HANPSYKEHHA K YIepEeMeIlleHNA B MATPHLE OKPY(AIONIEH BOJIOKHA B CIyyac PacTSITHBAIOIIMX
yernuit. PesyisraThl pacCyXIOeHMH KacalOIFXCA 3aBUCUMOCTH OT Koappuuenta ITyaccona npusemens
B BUAe guarpamm. [IpuBenesr! Taike BHIPAXKEHHS Ha IJIOTHOCTh SHEPTHH.

Summary

PROPERTIES OF STRESSES IN COMPOSITES WITH RIBBON-LIKE INCLUSIONS

A composite with rigid, ribbon-like fibres has been considered. The formulae have been derived for
stress and displacements in the matrix surrounding a fiber in the case of tensile forces, The dependence on
Poisson’s ratio has been discussed and given in diagrams. The expression for energy density completes the
paper.
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