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1. Wstęp

Badanie  stanu  naprę ż eń  w  kompozytach  wł óknistych  moż na,  w  wielu  przypadkach
praktycznych, sprowadzić  do  rozpatrywania  oś rodka  sprę ż ystego  z wtrą ceniami  (inkluzja-
mi) w  kształ cie lamelek.  Inkluzje  wł ókniste są  zwykle gł ównym  elementem przenoszą cym
siły i obcią ż enia dział ają ce na cały obszar  kompozytu. W praktyce moduł  Younga wł ókien
jest znacznie wię kszy  od  modułu  Younga  matrycy.  Przyjmiemy,  że materiał   matrycy jest
liniowo  sprę ż ysty, a sztywność  wł ókien na tyle  wię ksza  od  sztywnoś ci  matrycy,  że moż na
zał oż yć  ich  nieodkształ calnoś ć. Zał oż enie,  że  wł ókna  mają  kształt pł askich  lamelek  pro-
wadzi  do  uproszczenia  analizy  pozwalając  równocześ nie  wycią gnąć  wnioski  dotyczą ce
naprę ż eń w matrycy w przypadku, gdy wł ókna nie odbiegają  zbytnio od kształ tu taś my.

Wyznaczymy  tu  stan naprę ż eń i przemieszczeń wystę pują ce  w matrycy, przede wszyst-
kim  interesować nas bę dą  skł adowe stanu naprę ż enia w bezpoś rednim otoczeniu wł ókien.
Wyprowadzone  wzory  bę dą  przydatne  przy  okreś leniu  wytę ż enia  w  matrycy  oraz  przy
wyznaczeniu  naprę ż eń  mogą cych  prowadzić  do  dekohezji  na  granicy  mię dzy wł óknami
i  matrycą,  powstawania  szczelin,  przekroczenia  granicy  plastycznoś ci  i  osią gnię cia  od-
kształ ceń trwał ych w matrycy,  itp. Skł adowe tensora naprę ż enia i wektora  przemieszczenia
zależą  od współ czynnika  Poissona v.  Interesują ce jest  to, że np. skł adowa naprę ż enia nor-
malna  do  powierzchni  lamelki  osią ga  maksymalną  wartość  dla  v  £  0,317.  Znajomość
rozkł adu  naprę ż eń  w  oś rodku  nieograniczonym  pozwala  na  oszacowanie  stanu  naprę-
ż enia  w  kompozycie,  pod  warunkiem,  że  odległ ość  mię dzy  poszczególnymi  lamelkami
(wł óknami) nie jest  mała  w  porównaniu  do  ich wymiarów  poprzecznych. N ie  zajmujemy
się w tej pracy waż ną  dla kompozytów sprawą  uś redniania wartoś ci stał ych materiał owych
i  naprę ż eń  [3, 7].

2. Stan naprę ż eń w matrycy  w otoczeniu wtrą cenia w kształ cie cienkiej taś my

Materiał  kompozytowy  moż na traktować jako  oś rodek sprę ż ysty o skokowej niejedno-
rodnoś ci, lub w przybliż eniu  jako  oś rodek niejednorodny z cią gł ą, ale o duż ym gradiencie,
zmiennoś cią  przestrzenną  stał ych materiał owych. Najstarsza  metoda polega  na rozpatrze-
niu  dwóch  lub  wię cej  ciał,  z  których  jedno  jest  matrycą,  a  pozostałe wtrą ceniami,  przy
uwzglę dnieniu  odpowiednich warunków  brzegowych  dla  każ dego  z  tych  ciał,  w  tym  wa-
runków  cią gł oś ci  (zwanych  czasami  warunkami  na  „zszyciu")  przemieszczeń  i naprę ż eń
normalnych. Zakł adamy tu, że wtrą cenia wł ókniste, w  kształ cie  lamelek,  są  odpowiednio
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uporzą dkowane  oraz,  że  inkluzje  są   oddalone  od  siebie  tak,  że  odnoś ne  odległoś ci  są  co
najmniej  kilkakrotnie  wię ksze od  szerokoś ci  lub  gruboś ci  lamelek.  Zał oż ymy, że  material
lamelek jest na tyle sztywniejszy  od materiału matrycy, że moż emy przyją ć  jego nieodkształ-
calnoś ć. Material matrycy jest sprę ż ysty, izotropowy  i  jednorodny.  Lamelka  jest  nieskoń-
czenie długa o szerokoś ci  2a i pomijalnej  gruboś ci.  Przy  tych zał oż eniach przyjmiemy  dwu-
wymiarowy  stan odkształ cenia. W zależ noś ci  od sposobu  przył oż enia sił  rozpatrzymy  dwa
przypadki  szczególne.

Lamelka  zajmuje  nastę pują cy  obszar:  D  =  {(x,y,z);  \x\ <  h,  \y\ <  a,  z  eR},  gdzie
(x,y,z)  oznacza  ukł ad  współ rzę dnych  kartezjań skich,  h  - 4 a.

Przypadek  1.  Obcią ż enia  zewnę trzne  prostopadłe  do  powierzchni  lamelki.

Przestrzeń  z  inkluzją   taś mową   jest  poddana  rozcią ganiu  obcią ż eniami  a0  w  kierunku
osi  x, prostopadłym do powierzchni  lamelki. Wektor  przemieszczenia  w  dwuwymiarowym
stanie  odkształcenia  ma  postać  u(x,y)  =  (u,v,0).

Rozwią ż emy  zagadnienie  brzegowe  teorii  sprę ż ystoś ci  sprowadzają ce  się   do  równań
przemieszczeniowych  Naviera  w  postaci

(2.1)  ( l - 2v) «a, w+ %/ )a  =  0,  a, P =   l,2(wx  =  u, u2  =   v),

z  warunkami  brzegowymi

(2.2)  «( 0 , 3 0 - e ( Q . jO - 0,  \y\<a,

oraz  warunkami  „wypromieniowania"  w  nieskoń czonoś ci

(2.3)  axx̂ - a0,  oxy- +0,  a  ̂ - + 0,  dla  r  =   \ / x2  + y2  - ^ oo.

Rozwią zanie  otrzymamy  przez  prostą   superpozycję   dwóch  rozwią zań:  zagadnienie
(a)  — półprzestrzeń  bez  wtrą cenia  w  jednorodnym  stanie  naprę ż enia  z  warunkami  brze-
gowymi  (2.3), oraz  zagadnienia  uzupełniają cego  (b)  spełniają cego  równania  róż niczkowe
czą stkowe  (2.1)  z  • warunkami  brzegowymi  komplementarnymi  do  (2.2)  i  warunkami  re-
gularnoś ci  w  nieskoń czonoś ci.

Rozwią zanie  zagadnienia  (a)  ma  postać:

u{x,y)  = - ^—- oQx;  v(x,y)  =  -   - =

(2 4)
Oxx(x,y) -   o- o,  ffxy^.j')   =  o^(x,.y)  -   0,

VxjsJ?2.

Zagadnienie uzupełniają ce  (b) jest równoważ ne nastę pują cemu  mieszanemu  zagadnieniu
brzegowemu  dla  półprzestrzeni  xe [0 , o o ),  ye(- oo,  + oo),  którym  rzą dzą   równania
róż niczkowe  czą stkowe  (2.1)  wraz  z  warunkami  brzegowymi:

( 2- 5)  v(o>y)  =  ~~<r0y,  \y\<a,
Z/ J,

aXy(0,y)  = 0,  \y\>a,

oraz  jednorodne  warunki  regularnoś ci  w  nieskoń czonoś ci.
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Przypuś ć my,  że  z  rozwią zania  wyniknie,  że  (fxy(0,y)  =   - $(y)H.(y- a),  y  e R,  przy
czym s(- y)  =   s(y),  oraz  J ( J)  e J5f' ( -   oo, +  co).  Rozwią zanie zagadnienia  (b)  przyjmuje
postać  nastę pują cą:

u(x,y)  =   -   4 ( 1 _ ,  x^ c[exp( - fx) ;y(£ );  £ -»  y],

(2.6)  ff„(x,   y)  =  -   2 ( ł

1 _ y )  & e[{\ - 2v- ix)exp(- fx)3(

M * .  )̂ -   -   2(1_y)  ^  K ~ (3 ~
gdzie  ^ s [  ;  ], i^cf  ;  ]  są  odpowiednio  sinusową  i  kosinusową  transformacją  Fouriera,
ponadto  3(f)  =   ^"«C?(JO;  .y -»  £]. s(y)  speł nia  warunki  brzegowe  (2.5)2  i  (2,5)3s  które
prowadzą  do  nastę pują cego  ukł adu  dualnych  równań  cał kowych:

(2.7)  " O . J ' )-

<r„ (0,y)  -   - . rs[ 5 ( f ) ;  |  -+  y]  =  0,  y  >  fl.

Rozwią zanie  dualnych  równań  cał kowych  (2.7)  ma  postać  [8]:

(2.8)

gdzie  Jt(a^)  jest  funkcją  Bessela.
Po  podstawieniu  wartoś ci  cał ek  [4] wystę pują cych  we wzorach  (2.6) otrzymamy nastę-

pują ce  rozwią zanie  zagadnienia  uzupeł niają cego:

r2cos©  .  r_  1  ,„   ,  „   .11
7 = ^ - s i n\ & - _ ( ©!  + 02)  }

] / rir a  L  ^  J)

«r«(x, >) - S r  {O - 2.) [l -  pjŁ j-  cos ( 0 - 1  ((9, + 02))] -

(2.9)

4  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3/81



400 S.  MATYSIAK ,  Z.  OLESIAK

+ rcos6> c o s— (<9X +6>2)

Rys.  1

gdzie  r,  rlt  r2  oraz  0,  9it  02  są   okreś lone  wzorami  (rys.  1)

y
r =

rx  = ]/ x2 + ( y- o )2,  6>i •   arc tg

r2  a =   arc tg

y- g

x

y+g
x

dla  x = 0, ~J' ®  =  T  o raZ T 7 1 '
3

dla  x = 0,  \y\ > a,  6>! =  @2 =  6  =  - y  oraz  y

Z kolei  dla  x  = 0 otrzymujemy  nastę pują ce  składowe  przemieszczenia  i naprę ż enia.
Wzory  te podajemy  dla zagadnienia wyjś ciowego, tzn. superpozycji  rozwią zań zagadnienia
(a)  i  (b):

«(O,)0 = 0,

(2.10)

\y\a0

..  ,  3~2v
ffj,j,(U,   v)  =  ——T— vt

3 —4v

gdzie  H ( j) oznacza  funkcję   Heaviside'a.
Obliczmy  jeszcze  współczynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń:

K, = lim

ską d,  po  podstawieniu  otrzymujemy
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2
(2.11)  K t  ~  3 4 v

Z  powyż szych  rozważ ań  moż emy  wycią gnąć  dwa  nastę pują ce  wnioski:

1.  lamelki  o  duż ej  sztywnoś ci  spełniają   rolę   koncentratora naprę ż eń  w  matrycy,

2.  współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń osią ga  najwię kszą   wartość  dla  v = — J —  3

S  0,317.
Przypadek  2.  Obcią ż enie  równoległe  do  powierzchni  lamelki.

Obecnie  przyjmiemy,  że  obcią ż enie  zewnę trzne  q0  jest  równoległe  do  osi  Oy,  przy

niezmienionym  poł oż eniu  lamelki.  Ukł ad  równań  róż niczkowych  nie  ulegnie  zmianie,

podobnie jak  warunki  brzegowe  na  powierzchni  lamelki,  jedynie  warunki  w nieskoń czo-

noś ci  przyjmą   teraz  postać:

ff:«- »0,  ff„.- + 0,  ayy- +qo,  dla  ]/ x2+y2- +  00

Również  w  tym  przypadku  wykorzystamy  zasadę   superpozycji.  Zagadnienie  (c) odpo-

wiada  równomiernemu  stanowi  naprę ż enia  wywołanemu  w  oś rodku  sprę ż ystym  bez

inkluzji  obcią ż eniami  q0  przył oż onymi  w  nieskoń czonoś ci.  Rozwią zanie  zagadnienia(c)

otrzymamy  z  rozwią zania  zagadnienia  (a)  przez  cykliczną   zamianę   współ rzę dnych:

u(x,y)  =  —2u  ()
(2  12)

<t xx(x,y)  = axy(x,y)  = 0,  (fyy(x,y)  =   q0,
Vx,ye  R2.

Zagadnienie  uzupeł niają ce  (d)  sprowadza  się   do  rozwią zania  równań  róż niczkowych

równowagi  (2.1)  z  warunkami  regularnoś ci  w  nieskoń czonoś ci  oraz  nastę pują cymi  wa-

runkami  brzegowymi:

u(0,y)  =  0,  ueR,

(2.13)  v(0,y)  =  - ^ ^ 0 3 ;,  dla  \y\ <  a,

aXy(P,y)  =  0)  \y\>a.

Rozwią zanie  zagadnienia  (d) otrzymujemy  przez  podstawienie  we  wzorach  (2.9)  wartoś ci

(2.14)  < ro=  - - ^ « o-

Przez  superpozycję   rozwią zań  zagadnień  (c) i  (d) otrzymujemy  dla  x  =  0  rozwią zanie

odpowiadają ce  przypadkowi  2  obcią ż eń  zewnę trznych:

H ( 0,  y)  =  0,

(2.15)

4*
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(2.i5)  3~4v  \ / a  -
Icd0  M O ,  fl=^af

Współczynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń  przyjmie  w  tym  przypadku  wartość

(2.16)  Kj  =  -

osią gając  maksymalną   wartość  dla  v  — 0.

3.  Wyniki  liczbowe  i  wnioski

Z  otrzymanych wzorów,  w  obu  przypadkach  obcią ż eń  moż emy  obliczyć  koncentrację
naprę ż eń  oraz  współ czynniki  intensywnoś ci  naprę ż eń.  D la  porównania  podajemy,  że
odpowiedni współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń szczeliny  G riffith a  w  dwuwymiarowym
stanie  odkształ cenia  przyjmuje  wartość

(3.1)  Ki  =  )/ nap0,

gdzie pQ  są   obcią ż eniami prostopadł ymi do powierzchni szczeliny.  Jak  widać  współ czynnik
ten  nie  zależy  od  stał ych materiał owych. W  przypadku  inkluzji  moż na  mieć  wą tpliwoś ci
jak  należy  obliczyć  współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń.  Każ da  ze  skł adowych  stanu
naprę ż enia  wzrasta  nieograniczenie  w  otoczeniu  wierzchoł ków  inkluzji  i  niewiadome-,
która  z nich bę dzie  decydują ca  przy  inicjacji  pę kania. Wydaje  się ,  że w  przypadku  odkle-
jania  się   materiału  matrycy  od  inkluzji  decydują cy  wpływ  bę dzie  mieć  skł adowa  styczna
tensora  naprę ż eń,  w  przypadku  pę knię cia  na  zewną trz  inkluzji  w  pł aszczyź nie  lamelki
skł adowa  normalna  naprę ż enia.

Na  rysunkach  2 - 7  przedstawiliś my  rozkł ad  poszczególnych  skł adowych  naprę ż enia
oraz podaliś my  wykresy  sześ ciu  funkcji  stał ej materiał owej  Poissona/x (?) —f6(v).  Okazuje
się , że każ da  z wymienionych  skł adowych  naprę ż enia zależy  w  inny  sposób  od  stał ej Pois-
sona,  osią gając  najwię ksze  wartoś ci  bą dź  na  brzegach  przedziału  zmiennoś ci,  lub  przyj-
mują c  ekstremum wewną trz  dziedziny  okreslonosci  v. W  przypadku  obcią ż eń normalnych
do  powierzchni  lamelki  a0,  naprę ż enia  ffxx(0,y)  osią gają  maksimum  dla  wartoś ci  stałej

3 — 1/3  2—l/ 3

Poissona  v,„  =  — J —,  wtedy  / i (?'„,) =  —j- —.  N aprę ż enia crxy(0, y)  oraz  ^„.(O, y) zni-

kają   dla  v  =   0  i przyjmują   odpowiednie  najwię ksze  wartoś ci  dla  materiału  nieś ciś liwego.

Z  kolei  przy  obcią ż eniach  równoległ ych  do powierzchni  lamelki  q0  otrzymujemy  najwię k-

sze  wartoś ci  axx(0,y)  oraz  oxy(0,y)  dla  v  =  0,  ponadto  <7xx(Q,y)  znika  dla  materiału

nieś ciś liwego.  Naprę ż enia  ayj,(0,y)  natomiast  przyjmują   wartość  minimalną   dla  vm
vm

3- ]/3  2+ i/ 3
-   — ^ —  wynoszą cą   f6(vm)  =   — - ± —,  a  jednakowe  wartoś ci  najwię ksze  dla  v  = 0

i  v  =   0,5.
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Zaletą   przedstawioqego  tu  rozwią zania  analitycznego  dla  kompozytu  z nieodkształ-
calnymi  lamelkami  jest  ł atwość  wycią gnię cia  interesują cych  nas  wniosków.  Rozwią zanie
dla  lamelki  sprę ż ystej  prowadzi  do  równania  cał kowego  Fredholma I I  rodzaju  na  pewną
funkcję   w  przestrzeni  transformat.  Rozwią zanie  moż na otrzymać na  drodze numerycznej,
z kolei przemieszczenia  i naprę ż enia otrzymujemy  przez obliczenie odpowiednich transfor-
mat  odwrotnych.  Dyskusja  otrzymanych  na  tej  drodze  wyników  jest  trudna  i  ucią ż liwa
i  prowadzi  do  wzorów  przybliż onych.
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4.  Ogólny  przypadek  obcią ż enia

Przypuś ć my,  że  równomierne pole  naprę ż eń p0  jest  nachylone  pod  ką tem  a  do po-

wierzchni  lamelki.  Wtedy  wystarczy  do  wyprowadzonych  wzorów  podstawić

(4.1)  ff0  =  j?osina,  q0  =   p0cosa.

Odpowiedni  warunek  brzegowy  w  zagadnieniu  uzupełniają cym  (b)  wzór  (2.5)  przyjmie

postać

(4.2)  »(0,J>) = - ^ - P o K sin« + cosa) - cosa ],

do  wzorów  (2.9)  należy  wtedy  podstawić

r .  i  i
(4.3)  tr0  =  p 0  sin a + cos a  cosa  .

Rozwią zanie  ogólne  otrzymamy  przez  dodanie, w  odpowiedni  sposób,  do  wzorów  (2.9)
rozwią zań  zagadnienia  (a), bę dą cego  uogólnieniem  rozwią znia  (2.4),  w  postaci

2/ Mi(x,y)  —  ~ p0x[v(sisia  +  co&a)—sina],

2/ j,v(x, y)  =  p0y[v(cosa  — sina) —cosa],
(Ą   Ą \

axx(x,y)  = posina,  oxy(x,y)  = 0,
<r yy(x,y)  = po cos a.

5. Energia właś ciwa odkształcenia postaciowego

W  przypadku  dwuwymiarowego  stanu  odkształ cenia  mamy  nastę pują cy  znany  wzór
na  energię   właś ciwą   odkształ cenia  postaciowego:

(5.1)  */   -   ~~  [{<r xx- ayyY  +  {(v- \ )axx+vayy}
2+{(v- l)ayy+vaxx}

2Ą - 6a%}.

Podstawienie odpowiednich wyraż eń  na naprę ż enia wyznaczone  w  p. 2 pracy  pozwala
na  znalezienie  krzywych  stałej  właś ciwej  energii  odkształ cenia  postaciowego  4>f(x,y)  =
=   const. Ponieważ  rozwikł anie tego  równania jest  ucią ż liwe,  a  najbardziej  interesuje  nas
wartość  energii  w  bezpoś rednim  otoczeniu  wierzchoł ków  lamelki,  tzn.  punktu  (0,a)
wyprowadzimy  wzory  przybliż one,  wykorzystując  rozwinię cia  asymptotyczne  dla  małej
wartoś ci  rja  =   6  <̂  1  (por.  rys.  1).  Otrzymujemy  nastę pują ce  wzory:

<">  « , - *.  2 V T i
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[cd.] 1  3  1
~ ^sin?> sinT^

Wzór  na energię   właś ciwą   odkształ cenia  postaciowego  ma  postać:

3)  4>f{x,y)  =

2

+

+24<1 - ' ł y ks i n  I -
W  podobny  sposób  moż na  wyprowadzić  wzór  na właś ciwą   energię   obję toś ciową:

3  I 2

7t
'V
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P  e 3  IO  M e

0  HEKOTOPHX  CBOKCTBAX  HAIIPfl)KEHH£ ł  B  KOMITO3H1],HOHHBIX  MATEPHAJIAX
C  J1EHTOOBPA3HBIMH BOJIOKHAMH

K0MII03imH0HHbIH  MaTepHaJI  C JieiIT006pa3H H MH  BOJIOKHaMH.  BblBefleH bl  (J)Op-
Ha  nanpHweHHH a  nepeiviemeinm  B Maipime  oicpyH<aioineii  Bojioiaia  B  cjiy- iae
.  Pe3ynbTaTW  paccy>i<fleHHft  KacaiomnxcH  3aBHcniwocmi  OT  K03(J)Hi;HeHTa  nyaccoiia

B  BHfle  flnarpaMM.  IlpHBefleHbi  TaKH<e BbipaweHHH na  IIJIOTHOCTI)  a iiepn in.

S u m m a ry

PROPERTIES  OF  STRESSES  IN  COMPOSITES WITH  RIBBON- LIKE  INCLUSIONS

A  composite  with  rigid,  ribbon- like  fibres  has  been  considered.  The  formulae  have  been  derived  for
stress  and displacements  in the matrix surrounding a fiber  in the case of  tensile  forces.  The dependence on
Poisson's ratio has been discussed  and given in diagrams. The expression  for  energy  density  completes  the
paper.
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