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Wstep

Mechanika newtonowska punktéw materialnych, podobnie jak i inne dzialy fizyki
teoretycznej, jest teorig opisujaca pewna klase zjawisk fizycznych przy pomocy odpowied-
nich modeli matematycznych. Modele te formulowane sa z reguly w ramach aparatu
pojeciowego analizy matematycznej. Tym samym wszystkie wartosci dowolnej funkeji
liczbowej (wystepujacej w znanych w mechanice modelach zjawisk) sa wielkosciami
»tego samego rzedu” tj. naleza do tzw. archimedesowych systeméw wielkoéci. Oznacza to,
Ze dla kazdych dwéch dodatnich skalarowych wielkosei fizycznych «, b, ktdre sa porowny-
walne (tj. a = b lub'a < b lub a > b), istnieje zawsze liczba naturalna n taka, ze na > b.
Tworzenie matematycznych modeli zjawisk uwzgledniajacych wietkosci ,,réznych rzedow”
wymaga zastosowania bardziej ogdlnego aparatu analitycznego, dysponujacego niearchi-
medesowymi systemami wielkodci. Systemy takie spotykamy w tzw. analizie niestandar-



356 Cz. WOZNIAK

dowej, w ktérej procz liczb rzeczywistych ,standardowych” mamy takze do czynienia
z liczbami ,,nieskonczenie matymi’ i ,,nieskonczenie wielkimi’ co do wartosci bezwzgled-
nej.

Poczatek rozwoju analizy niestandardowej przypada na rok 1961, w ktorym zostala
ogloszona praca A. RoBINSONA [l]. Wprawdzie istnienie niearchimedesowych systeméw
wielkogci bylo znane juz wezesniej, niemniej dopiero w [1] wykazano, Ze moga by¢ one
konstruowane przy pomocy pewnych procedur prowadzacych do rozszerzenia pojgcia
liczby rzeczywistej. Pelny wyklad podstaw analizy niestandardowej zawiera monografia
A. ROBINSONA [2] z roku 1966 (por. takze opracowanie M. MACHOVERA i J. HIRSCHFEL-
DA [3] oraz monografi¢ M. DAvIEsA [4]). Warto nadmieni€, ze A. Robinson, bedacy twérca
niestandardowej analizy, byt tez wspélautorem (wraz z P. J. Kelemenem) pierwszej pracy
po$wigcone]j zastosowaniu metod analizy niestandardowej w fizyce teoretycznej, [5].
Przeglad prac A. Robinsona na temat niestandardowej analizy zawiera drugi tom opra-
cowania [6]. Szereg prac dotyczacych réznych zagadnien analizy niestandardowej oraz jej
zastosowan moZna znalezé w opracowaniach pokonferencyjnych [8, 9].

Korzystanie z wielkosci ,,nieskoficzenic matych’ lub ,,nieskoiiczenie duzych” w me-
chanice Newtona punktu materialnego jest fizycznie umotywowane; przykladowo sko-
kowa zmiana prgdkosci punktu materialnego prowadzi do nieskonczonej wartodci przys-
pieszenia, zderzeniom punktéw materialnych towarzysza nieskonczone wartodei sit a skon-
czone zmiany pedu, kretu lub energii moga zachodzi¢ w nieskonczenie matych przedzia-
tach czasu. Wprowadzenic do mechaniki nicarchimedesowych systeméw wielkoéci, ty-
powych dla analizy niestandardowej, umozliwia nadanie wielkosciom nieskonczonym
charakteru iloSciowego (tj. traktowanie ich tak samo jak liczb skoficzonych) i glebsze
wniknigeie w strukturg wymienionych powyZej sytuacji fizycznych.

Zasadniczym celem pracy jest sformulowanie podstaw i opis nicktérych zagadnien
nechaniki Newtona (mechanikiskonczonych ukiadéw punktéw materialnych) przy uzyciu
analizy niestandardowej jako aparatu matematycznego teorii. W ramach takiego sfor-
mulowania mozemy tworzy¢ nowe modele matematyczne zjawisk, ktére opisuje i bada
mechanika. Sa to modcle nie majace znanych odpowiednikéw w dotychczasowym sformu-
towaniu mechaniki Newtona. W szczegdinosei, jako przypadek réwnan mechaniki skon-
czonych lecz ,,niestandardowych” ukladéw punktow materialnych otrzymamy znane
réwnania mechaniki kontinuum. Tym samym analiza niestandardowa jest pomostem
migdzy mechanikg ,,dyskretng” a mechanika kontinuum materialnego. Zastosowania
analizy niestandardowej w mechanice przedstawione w pracy maja wiec dwojaki charakter;
z jednej strony prowadzg do pewnych ,standardowych’ sformulowani (analiza niestan-
dardowa jest wtedy stosowana jako metoda), z drugiej strony otrzymujemy relacje, ktére
moga by¢ wyrazone wylacznie przy wykorzystaniu poje¢ niestandardowych (np. relacja
migdzy tensorem napreZzenia a oddzialywaniami punktéw materialnych).

Przedstawione ponizej opracowanie sklada si¢ z trzech rozdzialéw. Rozdzial
pierwszy to wprowadzenie do analizy niestandardowej, korzystajace z cytowanych juz
monografii [2, 4] oraz pierwszych ustgpéw opracowania W. A.J. LUXEMBURGA [7].
Drugi rozdzial podaje podstawy mechaniki Newtona jako fragmenty pewnego systemu
relacyjnego i omawia niestandardowe rozszerzenie tego systemu. Prowadzi to do niestan-
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dardowego modelu mechaniki Newtona. Jedno z prostych zastosowan tego modelu podano
w rozdziale trzecim. Bardziej zlozonym przypadkom zastosowafl bedzie poswigcona
oddzielna praca. Catosc opracowania ogranicza si¢g do zastosowania analizy niestandar-
dowej w mechanice Newtona skoriczonych uktadéw punktéw materialnych.

1. Co to jest analiza niestandardowa??

1.1. Systemy relacyine. Podstawy analizy niestandardowej sa nierozerwalnie zwiazane
z podstawami logiki matematycznej, a w szczegélnosci z dzialem logiki zwanym teoria
modeli. Tym samym odpowiedZ na pytanie ,,co to jest analiza niestandardowa?’ poprzedzié
nalezy wprowadzeniem pewnych poje¢ z ktérych korzysta teoria modeli. Punktem wyjscia
rozwazan jest pojecie systemu relacyjnego jako pewnego systemu obiektow zwanych re-
lacjami. W systemie tym wyrdéznimy przede wszystkim obiekty zwane elementami indy-
widuowymi. Przyjmujemy a priori, ze s3 to pewne elementy ,,pierwotne” (urelemente),
tj. takie o ktorych nic nie zakladamy procz tego, Ze nie sa one zbiorami. Wszystkie inne
obiekty systemu relacyjnego sa utworzone przy pomocy elementéw indywiduowych, przy
czym bedziemy rozréznia¢ obiekty réznego typu (jak zbiory, relacje n-cztonowe, relacje
miedzy relacjami etc.). Wprowadzajac najpierw czysto formalnie pojgcie typu, podamy
nastepnie definicj¢ systemu relacyjnego.

Klase wszystkich typow oznaczymy przez T i zdefiniujemy indukcyjnie przyjmujgc, Ze:

1° 0 jest typem (zamiast symbolu ,,0”” mozna wprowadzi¢ np. symbol ,,%°, por. {10]
s. 205, lub dowolny inny symbol),

2°jesli 7., ..., 7, sa typami to v = (v, ..., 7,) jest typem,

3° T jest najmniejsza klasa spetniajaca warunki 1°, 2°.

Systemem relacyjnym nazwiemy indeksowang rodzine zbiordw Wi = (B,).cr taka,
ze:

1° B, jest danym nieskonczonym zbiorem elementéw indywiduowych (elementy te
bedziemy takZe nazywaé relacjami typu zero),

2° B, dla 7 = (0, ..., 0) (n razy) jest dla kazdego n, n = 1, danym zbiorem relacji
n-czlonowych w B, (tj. zbiorem podzbioréw w By X ... X By, n razy; kazdy z tych pod-
zbioréw nazwiemy relacja typu (0, ..., 0),

3° jezeli B, ..., B, ,n =1, sg juz zdefiniowanymi zbiorami relacji odpowiednio
typéw T, ..., 7,, to B, dla v = (7, ..., 7,) jest danym zbiorem relacji n-czlonowych
w produkcie B, x ... x B, (tj. zbiorem podzbioréw w B, x ... X B, , z ktérych kazdy
nazwiemy relacjg typu (t,, ..., 7,)).

Zgodnie z powyzsza definicja, dla kazdego 7 & T, zbidr B, jest zbiorem relacji typu 7,
np. By jest znanym zbiorem zbioréw elementdw indywiduowych (ogélnicj B, jest zna-
nym zbiorem podzbioréw zbioru B,) a k-ta dziedzing relacji typu (74, ..., 7,), ! £ k € n,
tworzg relacje typu 7. System IR zawiera tylko relacje okre§lonego typu (zgodnie z tzw,
zasadg czystosci typdw, por. np. [10], s. 214) tj. nie wystepuja w nim takie obiekty jak

D Rozdzial ten zawiera ogblne wprowadzenic do analizy niestandardowej, niezbgdne do zrozumienia
Iektury dalszej czeSci pracy. Przedstawione tu podejécie korzysta z pojecia systemu relacyjnego i teorii
typbw, por. np. [2,7]; podejécie alternatywne, teoriomnogosciowe omowiono w [4] (por. takze [13]).
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np. zbiory utworzone z elementow indywiduowych i zbioréw tych elementow. Dla kazdego

reT i+ 0,zbiér B, nie musi zawiera¢ wszystkich relacji typu 7; w szczegélnosci moze

byé zbiorem pustym. System relacyjny zawierajacy wszystkie relacje wszystkich typow

nazwiemy zupelnym; w systemie takim dla kazdego v = (7y, ..., 7,) mamy B, x ..
. XB, €Bu, s B2 1.

Niech M = (B,):er bedzie danym (niezupelnym) systemem relacyjnym oraz nicch
(4)ser bedzie zupelnym systemem relacyjnym takim, ze Ao = Bo. Relacje nalezace do
ANGB,, v € T, nazwiemy wtedy zewngtrznymi (wzglegdem IN) a relacje nalezace do B, —
relacjami wewnetrznymi (wzgledem 9). Zbioér wszystkich relacji wewnetrznych wszyst-
kich typéw oznaczymy przez M. Z definicji Ao\ B, = 0 tj. wszystkie relacje typu zero
s3 wewngtrzne.

Celem opisu systemu relacyjnego M wprowadzamy pewien jezyk formalny L. Jezyk
ten zawiera, miedzy innymi, zbiér symboli C, zwanych stalymi. Wprowadzajac dowolne
lecz ustalone i wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru M na pewien podzbiér
zbioru C, stwierdzamy, ze kazda relacja systemu )1 jest oznaczona przy pomocy pewnej
statej jezyka L. Précz statych jezyk formalny zawiera tez inne symbole (takie jak funktory
zdaniotwércze, kwantyfikatory, nawiasy, symbole do oznaczania zmiennych, ete.) przy
pomocy ktérych, w pewien okre§lony sposéb, budujemy formuly jezyka L. Spoéréd
réznych formut jezyka L interesowaé nas dalej beda jedynie formuty, ktére dotycza systemu
relacyjnego 9t nazwiemy je zdaniami okreslonymi w systemie 9. KaZda taka formula
zawiera¢ moze wiec jedynie te stale jezyka L, ktére oznaczaja pewne relacje systemu i;
ponadto wszystkie symbole formuty oznaczajace zmienne (jesli wystepuja) musza byé zwig-
zane kwantyfikatorami. Kazde zdanie okreé$lone w systemie 9t moze byé w tym systemie
prawdziwe lub falszywe,

W dalszym ciggu zalozymy, ze dany jest pewien zupelny system relacyjny I = (8,)ccr
oraz zbioér zdan jezyka L prawdziwych w tym systemie. Zbior ten oznaczymy przez K,
nazywajgc system 9t modelem zbioru zdan K.

1.2. Modele nlestandardowe. Niech teraz *IM = (*B,)..r bedzie systemem relacyjnym
réznym od IR, ktérego zbidr wszystkich relacji *M zostal wzajemnie jednoznacznie od-
wzorowany na pewien podzbiér zbioru C statych jezyka formalnego L (tj. jezyka wprowa-
dzonego poprzednio do opisu systemu ). Jezeli kazde zdanie prawdziwe w N jest jed-
noczesnie prawdziwe w *I) to system relacyjny *IN nazwiemy niestandardowym modelem
zbioru zdan K?. Latwo zauwazyé, ze zbidr relacji M mozna zanurzyé w *M; kazdy
bowiem element w M jest oznaczony przy pomocy pewnej stalej jezyka formalnego L,
ktéra jednoczesnie oznacza pewien clement w *M. Relacje systemu *IN, ktére sg ozna-
czone tymi samymi stalymi co pewne relacje systemu I, bedziemy nazywaé standardo-
wymi. W dalszym ciagu zbidr relacji standardowych systemu *IR bedziemy oznaczaé
symbolem M, tj. symbolem oznaczajgcym zbiér relacji systemu 9. Podobnie przez B,
oznaczymy rowniez zbidr relacji standardowych typu 7, bedacy podzbiorem zbioru *B,.
Taka niejednoznaczno§¢ oznaczen nie prowadzi do nieporozumien, gdyz zasadniczym
przedmiotem rozwazan jest dalej system relacyjny *IN. Zachodzi jednak pytanie, czy
system *Yt zawiera takZe relacje nie standardowe. Pozytywna odpowiedz na to pytanie

# Podobnie kazde zdanie prawdziwe w *M i okreflone w M jest takze prawdziwe w 9.
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jest zwigzana z pojgciem tzw. relacji wspotbieznych w systemie 9. Relacje (R) € B,,
gdzie v = (v, 7,), nazywamy wspotbiezna (jest to wigc relacja binarna) gdy dla kazdego
skoriczonego ciagu elementéw a,, a,, ..., a, € dom(R) istnieje element b eran (R)®
taki, ze (a,,b) € (R), (a;, b) € (R), ..., (@, b) € (R). Kazdej relacji wspélbieznej w M
odpowiada relacja standardowa (*R) w *I (oznaczona w jezyku L sa samgq stata). Mozna
wykazag, ze istnieje element ¢ € ran (*R) spelniajacy warunek: (*a, ¢) € (R) dla kazdego
*q e dom (R). Nie uzasadniajac powyzszego stwierdzenia (por. np. [2]) zauwazmy, Ze
relacja # (,,nie rowna sig™), ktérej dziedzing i przeciwdziedzing jest dowolny nieskon-
czony zbidr B, , jest relacja wspotbiezna typu v = (7,, 7;) w systemie relacyjnym .
Tym samym istnicje element c € *B, taki, Ze *a # ¢ dla kazdego *a € B, . Element ¢
jest wiec niestandardows relacja typu v, w *I. Wykazuje si¢ takze, ze system relacyjny
*R, ktéry nazwiemy rozszerzeniem zupelnego systemu I, jest niczupelny. Tym samym
bedziemy mie¢ dalej do czynienia z relacjami standardowymi (ktére sg zawsze wewnetrzne),
z relacjami wewnetrznymi niestandardowami oraz z relacjami zewngtrznymi (nie naleZa-
cymi do *M lecz nalezacymi do pewnego zupelnego systemu relacyjnego, w ktorym *B,
jest zbiorem elementow indywiduowych). W szczegolnosci kazdy nieskonczony zbidr B,
jest relacja zewnetrzng typu (t) (por. [6], s. 378).

W dwoch nastepnych podrozdzialach pracy podamy dwa proste przyktady ilustrujgce
rozwazania ogoélne naszkicowane powyzej. Zgodnie z tymi rozwazaniami bedziemy zakla-
da¢, ze:

1° dany jest pewien zupelny system relacyjny M = (B.).er, W ktorym zbior B, ele-
mentéw indywiduowych jest nieskonczony, wraz ze zbiorem zdan K prawdziwych w tym
systemie (moéwiac pogladowo, jest to zbidr zdan ,,opisujacych’ system 1),

2° istnieje system relacyjuy niezupetny *IR = (*B,).cr, bedacy rozszerzeniem sys-
temu YN (tj. B, = *B, dla kazdego 7 €T), ,,opisywany” tym samym zbiorem zdan K
co system IN; kazde zdanie prawdziwe w 9 jest wiec takze prawdziwe w *It (jednakze
przy zastrzezeniu, ze dotyczy ono wylacznie relacji wewnetrznych wzgledem *!),

3° wsystemie “9N = (*B,).r istnieja relacje wewngtrzne niestandardowe (tj. nalezace
do *B,\ B,), ktorych istnienic wykazujeiny tworzac relacje wspdibiezne w .

Dowolna procedure analityczng w ramach ktdrej wprowadzamy niestandardowy
model *§Jt zbioru zdad K (prawdziwych w pewnym systemie relacyjuym 1) nazwiemy
dalej analiza niestandardows.

1.3. Liczby rzeczywiste w analizie nlestandardowej. Jako system relacyjny M = (B,).er Przyi-
miemy teraz system zupelny w ktérym zbiorem B, elementéw indywiduowych jest zbidr R
liczb rzeczywistych. Przedmiotem rozwazan bedzie rozszerzenie *IN = (*Blrer SYS-
temu IN. Oznaczajac *R = *B,, réwniez elementy zbioru *R (j. elementy indywiduowe
systemu *Yt) nazwiemy liczbami rzeczywistymi. Zgodnie z przyjetymi poprzednio zajo-
zeniami mamy R < *R, gdzie R jest teraz zbiorem standardowych liczb rzeczywistych.
Sg to liczby oznaczane w jezyku L tymi samymi stalymi co liczby rzeczywiste w 9Jt. Po-
niewaz relacja < (,,mniejszy niz’’) w zbiorze R jest wspdlbiezna, przeto istnieje liczba
a € *R taka, ze r < a dla kazdego r € R. Tym samym istnieje liczba rzeczywista wigksza
od wszystkich standardowych liczb rzeczywistych. Podobnie wykazujemy, Ze istnieje

¥ Symbole dom (R), ran (R), oznaczajg odpowiednio dziedzing i przeciwdziedzing relacji (R).
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liczba rzeczywista mniejsza od wszystkich standardowych liczb rzeczywistych. Liczby
takie nazwiemy nieskonczonymi. W zbiorze *R sa okreslone wszystkie te relacje, ktére sg
okreslone dla znanych w analizie liczb rzeczywistych. Sg to relacje standardowe systemu
#J. Tym samym dowolne elementy zbioru *R mozna dodawaé, mnozyé¢, i dzieli¢ (za wy-
jatkiem dzielenia przez zero) otrzymujac elementy zbioru *R. W szczegdlnosci istnieje
liczba € = a~1, gdzie a jest liczba nieskonczona; liczbe takg nazwiemy infinitezymalng.
Fatwo wykazaé, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb nieskoficzonych (zbiér *R nie jest
ograniczony gdyz nie jest ograniczony zbidr ,,klasycznych’ liczb rzeczywistych) a wiec
istnieje takze nieskoficzenie wiele liczb infinitezymalnych. Zbiér wszystkich liczb infi-
nitezymalnych oznaczymy przez p(0), #(0) < *R. Jesli a jest dowolng lecz ustalong liczba
rzeczywista to przez p(a) oznaczymy zbidr wszystkich liczb postaci a+e¢, gdzie ¢ jest do-
wolng liczba infinitezymalng ; zbiér taki nazywamy monadg liczby a. Liczbg rzeczywista,
ktéra nie jest nieskoficzona, nazwiemy skonczong. Mozna wykazaé, ze kazda skoficzona
liczba r daje si¢ jednoznacznie przedstawié w postaci sumy r = % ¢, gdzie % e R,
& € u(0). Liczbg standardowa °r nazywamy wtedy czescia standardowa liczby skonczonej r.
YTatwo wykazad, Ze nie istnieje w zZadnej monadzie w *R liczba najmniejsza lub najwigksza.
Podobnieliczby takie nie istnieja w zbiorach liczb nicsk oniczonych dodatnich i ujemnych.

Zbiér liczb naturalnych jako podzbidr zbioru liczb rzeczywistych, jest okreélony pewng
relacja typu (0) w IN. Ta sama relacja w *I (bedaca relacja standardowa) okresla w *R
podzbidr *N, ktdérego elementy nazywamy w dalszym ciggu liczbami naturalnymi. Oznaczmy
ponadto przez N zbiér liczb naturalnych w *¥, ktérego elementy sa oznaczane (w jezyku L)
przy pomocy tych samych statych co znane liczby naturalne. Elementy zbioru N, N = *N,
nazwiemy standardowymi liczbami naturalnymi. tatwo wykazaé, Ze wszystkie niestan-
dardowe liczby naturalne sa nieskonczone. Kazdy zbiér postaci {ay, ..., a,}, a € *B,,
nazwiemy skonczonym nawet, gdy » jest nieskoficzona liczba naturalng. Gdy » jest skon-
czona (a wigc standardowa) liczba naturalng, ciag ten nazwiemy S — skoriczonym (stan-
dardowo skonczonym). Zbiér liczb rzeczywistych dodatnich jest systemem niearchime-
desowym w tym sensie, Ze nie dla kazdych a, b € *R" istnieje liczba naturalna skonczona n
taka, Ze na > b (liczba n, wystgpujaca w definicji archimedesowego systemu wielkosci,
por. Wstep, jest skonczong liczbg naturalng).

W powyzszych rozwazaniach pojawiaja si¢ w sposob naturalny takie podzbiory zbio-
ru *R jak p(a), *R\R, R, *N\N, N. Jako zbiory elementéw indywidualnych (relacji
typu 0) sa to wige relacje typu (0). Zachodzi pytanie, czy relacje te naleza do *M, tj. czy
sg relacjami wewnetrznymi. Celem wykazania, Ze relacja *N\V jest zewnetrzna (tj. ze
zbidér nieskonczonych liczb naturalnych nie nalezy do *B,) wezmy pod uwage zdanie
»»-kazdy nie pusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera element najmniejszy’’. Zdanie
10, jako prawdziwe w systemie relacyjnym- 9t (dla B, = R) jest takze prawdziwe w jego
rozszerzeniu *IM (gdzie *B, = *R). Z drugiej jednakze strony nie istnieje najmniejsza
nieskornczona liczba naturalna (gdyby » bylo taka liczbg, to n—1 byloby liczba skoriczona,
co nie jest prawda). Tym samym zbiér *N\N jest relacja zewnetrzng. Podobnie zewnetrz-
nymi sa wszystkie powyzej wymienione podzbiory zbioru *R.

Dowody powyzszych twierdzen wraz z doktadnym omdwieniem wprowadzonych pojeé
a takze niestandardowe ujecie rachunku rézniczkowego i calkowego jest tematem trze-
ciego rozdziatu monografii Robinsona [2].
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1.4. Przestrzenie metryczne w analizie niestandardowe]. Przestrzenia metryczna nazywamy
pare (7, o) gdzie T jest pewng przestrzenig punktowa a ¢: Tx T — R jest funkcja, ktora
kazdej parze punktéw x, y € T przyporzadkowuje nieujemng liczbg p(x, y) (odleglosé
punktéw x,y), przy czym dla dowolnych x, y, ze T mamy: 1° o(x, y) = o(y, x), 2°
o(x,y) = 0 tylko gdy x = y, 3° o(x, »)+eo(y, 2) = o(x, z). Celem zastosowania analizy
niestandardowej do teorii przestrzeni metrycznych wprowadzimy zupelny system relacyjny
M = (B)rer w ktérym T'< By i Rc By, tj. w ktdrym przestrzen 7' i zbidr R sg relacjami
typu (0). Relacje te sa standardowymi relacjami w rozszerzeniu *IN = (*B,),cr Sys-
temu M. Tym samym *T < *B,, *R < *B,, gdzie wlasnoéci zbioru *R liczb rzeczywistych
zostaly oméwione w poprzednim rozdziale, Zbidr standardowych punktow przestrzeni *T
oznaczymy przez T. Monada dowolnego punktu x € *T' nazwiemy zbidr p(x) punktow y
takich, ze p(x, y) jest liczby infinitezymalna. Galaktyka dowolnego punktu x € *T naz-
wiemy zbidr G(x) punktéow y, takich, ze o(x, y) jest liczba skoficzona; wszystkie punkty
standardowe naleza oczywiscic do jednej galaktyki, ktéra nazywamy gtdwna.

Topologie w przestrzeni *T, ktorej baza jest zbidr wszystkich kul B(x,r): =
= {ylo(x, ») < r}, x €*T, r e *R*, nazywamy Q-topologia. W przestrzeni *T wprowa-
dzimy takze topologig, ktérej bazg bedzie zbidr tzw. S-kul, S(x, r) := {¥|%(x, ) < r},
xe*T, re R, o standardowych promieniach r (symbol %o(x, y) oznacza czes¢ standar-
dowgq skoniczonej odlegtosci o(x, y) dowolnego punktu y kuli od jej $rodka x); wprowadzo-
na topologi¢ nazywamy S-topologia (standardowa topologia). Topologia ta odgrywa
wazng role w zastosowaniach analizy niestandardowej w mechanice. Korzystajac z S-to-
pologii, dla dowolnego (wewngtrznego lub zewngtrznego) podzbioru D, D < *T, wpro-
wadzimy pojecia jego S-wnetrza, S-domknigcia oraz S-brzegu. Dla zbioréw wewngtrznych
mozna wykazaé, ze zbiory: S-intD := {x|u(x)< D}, S-closD := {x|u(x) n D # ¢}
oraz S-bound D := {x]u(x) " D # OAau(x)n (*T\D) # 0} sa kolejno: S-wnetrzem,
S-domknigciem 1 S-brzegiem zbioru wewnegtrznego D.

Niech (x,)yc«n bedzie dowolnym ciagiem w *T. Punkt x € *T nazwiemy F-granica tego
ciggu gdy dla kazdego ¢ € R* istnieje n, € N takie, ze o(x, x,) < & dla wszystkich n > ng;
w powyzszej definicji e, ny sq liczbami standardowymi. Latwo zauwazyé, Zze gdy x jest
F-granica ciagu (x,) to kazdy punkt nalezacy do monady u(x) jest takze F-granica tego
ciggu. W czwartym rozdziale tej pracy bedziemy korzystaé z nastepujacego twierdzenia:
ezeli x jest F-granica ciagu wewnetrznego (x, ).« W *7T, to istnieje nieskonczona liczba
naturalna A, 4 e *N\WV taka, ze odleglos$é o(x, x,,) jest infinitezymalna dla wszystkich
nieskoniczonych m spelniajacych warunek m < A. Tym samym kazdy punkt x, gdzie
m < Aime*N\WN jest F-granica ciggu wewnetrznego (X,)pein-

Niech D bedzie dowolnym podzbiorem w gidwnej galaktyce przestrzeni *T'; symbolem
°D oznaczymy wtedy podzbidér *T zawarty w T (tj. ztozony wylacznie z punktéw standar-
dowych) zdefiniowany przez °D := {x|x € TA u(x)n D # 0}. Niech nastepnic f: D — *R
bedzie funkejg o dziedzinie D, przyjmujaca jedynic wartosci skoriczone i takg, ze dla kaz-
dego x € D mamy f(u(x)n D) = u(f(x)). Tym samym dla kazdego x € D istnicje doktadnie
jeden punkt °x € °D oraz dla kazdego f(x), x € D, istnieje doktadnie jedna liczba standar-
dowa y, y € R, dana przez y = %f(x) (tj. bedaca czescia standardowa liczby f(x)) i taka sama
dla wszystkich x € u(°x) n D. Przyjmujac °y = °f(°x) dla kazdego °x €°D, zdefiniujemy
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funkcje °f:°D — R. Funkcje te nazywamy czgscig standardowa funkcji /2 D — *R,
Mozna wykazaé, ze gdy funkcja f: D — *R jest zdeliniowana i S-ciagla (tj. ciaghy w
S-topologii) na wewnetrznym zbiorze D, to jej czgsé standardowa °f jest jednostajnic cig-
gla na °D. Gdy D jest zbiorem wewngtrznym w *T' to oD jest zbiorem domknigtym w T,

Szersze oméwienie wprowadzonych tu poje¢ oraz dowody powyzszych twicrdzen
mozna znalezé w czwartym rozdziale monografii A. ROBINSONA [2].

2. Niestandardowy model mechaniki Newtona.

2.1. Analiza niestandardowa 2 mechanika. Analiza niestandardowa w matematyce znajduje
zastosowanie jako metoda dowodzenia ,standardowych’ twierdzen; cclem wykazania
prawdziwosci pewnego zdania w systemie relacyjnym I = (B,),.r wystarczy wykazaé
jego prawdziwosé w systemie rozszerzonym *¥ = (*B,),.r co zwykle zdecydowanie
upraszcza dowdd. Niezaleznie od znaczenia analizy niestandardowej jako metody dowo-
dzenia ,,standardowych’ twierdzen, przedmiotem badan mogg byé rozszerzonc syste-
my *IN. Traktujac mechanike Newtona jako pewien fragment matematyki sformulujmy
ja w postaci zbioru zdan prawdziwych w pewnym zupelnym systemie relacyjnym 9 =
= (Brer. Tym samym relacje mechaniki Newtona zanurzymy w zbiorze M relacji sys-
temu IN. Pojecia pierwotne mechaniki bedg odgrywaé rolg clementéw indywiduowych
(relacji typu zero) a prawa i twierdzenia mechaniki beda zdaniami prawdziwymi w syste-
mie relacyjnym IN. Wprowadzajac nastgpnie rozszerzenie *I = (*B,),cr systemu IN
bedziemy rozpatrywa¢ mechanik¢ w ramach analizy niestandardowej w podobny sposéb,
jak w poprzednim rozdziale w ramach analizy niestandardowej byly badane nicktore
elementy teorii przestrzeni metrycznych. Wszystkie prawa i twierdzenia mechaniki nic
zmieniajg przy tym swej postaci bedac zdanjami prawdziwymi w systemie rozszerzonym #M.
Moéwigc pogladowo, procedura taka nie zmienia tresci samej mechaniki lecz wyraza ty
tres¢ przy pomocy bardziej bogatego aparatu analitycznego. Nawiazujge do uwag przedsta-
wionych we wstepie tatwo zanwazyé, ze zastosowanie analizy nicstandardowej pozwoli
na jednoczesne rozpatrywanic w mechanice wiclkodci ,,réznego rzedu” (skonczonych
I nieskoniczonych); konsekwencja tego bedzie, miedzy innymi, nowa interpretacia wigzdw
w mechanice Newtona oraz mozliwo$¢ otrzymania ,,standardowych” réwnan mechaniki
kontinuum jako przypadku szczegéinego mechaniki skonczonych (lecz niestandardowych)
ukladow punktdéw materialnych.

Przydatno$¢ mechaniki do opisu pewnych zjawisk przyrody rozstrzyga doéwiadczenie.
Tym samym wartoéciom liczbowym uzyskanym z teorii winny odpowiadaé zblizone do
nich wartoéci liczbowe uzyskane w rezultacie pomiaréw badanego zjawiska. Poniewaz
wartosci pomiarowe s3 liczbami wymiernymi ,,standardowymi’’, przeto tylko liczby stan-
dardowe, uzyskane z teorii korzystajacej z aparatu niestandardowej analizy, mogg sluzy¢
za podstawg weryfikowania przydatnosci teorii do opisn badanego zjawiska. Nie oznacza
to jednak, ze wielkosci niestandardowe, wystgpujace w niestandardowym modelu me-
chaniki Newtona, nie majq jasnej interpretacji fizycznej. Jak wykazemy w dalszych roz-
wazaniach, zastosowanie aparatu analizy niestandardowej umozliwia glebszy i petniejszy
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opis analityczny pewnej klasy zjawisk fizycznych, dostarczajac nowych modeli matema-
tycznych tych zjawisk.®

2.2. Podstawowe relacje mechaniki Newtona. Mechnik¢ Newtona punktu materialnego be-
dziemy rozpatrywa¢ najpierw w ramach pewnego zupelnego systemu relacyjnego It =
= (A4y)ser. Przyjmiemy w tym celu, ze zbior 4, elementéw indywiduowych zawiera jako
podzbiory nastgpujace przestrzenie nieskonczenic elementowe:

1° czterowymiarowa rozmaito$¢ rézniczkowa E, bedaca przestrzenia zdarzen p,
peE,

2° czterowymiarowa przestrzei wektorowa ¥V, bedaca przestrzenia translacji czaso-
przestrzennych v, v € V,

3° przestrzen #, ktorej elementy nazwiemy punktami materialnymi P, P e #,

4° tréjwymiarowa przestrzed wektorowa £, ktérej elementy nazwiemy sitami f,
fer,

5° zbidr liczb rzeczywistych R.

Wymienione powyzej elementy indywiduowe p, v, P, f systemu I interpretujemy jako
pojecia pierwotne mechaniki; ich zbiory E, V, ., F oraz zbiér R sa relacjami typu (0),
tj. E,V, H,F, R€ Ag,.

Zgodnie ze znanymi aksjomatami odnosnie czasu i przestrzeni w mechanice Newtona
(por. np. [11]) wprowadzimy jako relacje typu (0) podzbiér S, S < V, ktéry interpretu-
jemy jako tréjwymiarowa przestrzen wektorowa translacji czystoprzestrzennych. Ponadto
wprowadzimy relacje typu (0, 0, 0), dang funkcja g: ExV — E przyjmujac, ze V dziala
w E jako abelowa grupa translacji, tranzytywnie i swobodnie. Podzbiory E, = {p}+S
w E interpretujemy, dla dowolnego p € E, jako przestrzenie zdarzed réwnoczesnych ze
zdarzeniem p (przestrzenie zdarzefd réwnoczesnych). Wektory nalezace do ¥\ S nazy-
wamy wektorami czasowymi.

W mechanice Newtona mozemy postugiwac sie réznymi uktadami jednostek fizycznych
przy pomocy ktérych wyrazamy dlugodci przedzialéw czasowych, odleglosci czystoprze-
strzenne, wielkodci sit oraz masy punktéw materialnych., W zwiazku z tym wyréznimy
nastepujace zbiory relacji:

1° Zbidr T € Ao, 0y, gdzie elementami zbioru T sa formy liniowe v: ¥ — R, spehnia-
jace warunek Kerz = § (tj. v(u) = 0 dla kazdego v e T oraz u € S) przy czym dla kazdej
pary 7,, 7, € T istnieje @ € R, @ # 0, takie, 7¢ 7, = @1,. Zbiér T nazwiemy przestrzenia

form czasowych a tv(p—gq) nazwiemy odlegloscia zdarzed p, q € E w formie czasowej 7,
teT.

2° Zbiér H € Ao, 0,0y > 8dzie elementami zbioru H sg iloczyny skalarowe 2: §x.S — R,
przy czym dla kazdej pary h,, h, € H istnicje €€ R* takie, ze h; = ¢%h,”. Dowolny
element A, h € H, nadaje przestrzeniom zdarzen réwnoczesnych E, struktur¢ przestrzeni

4 Zauwazmy takze, Ze ograniczenie wielkoéci stosowanych w teorii fizycznej do wielkosci ,,pomia-
rowych”, ktére sa liczbami wymiernymi, oznaczatoby rezygnacje nie tylko z aparatu analizy niestandardo-
wej lecz takze z klasycznego rachunku rézniczkowego.

5 Zmiana iloczynu skalarowego }h; — h, nie zmienia katébw migdzy dowolnymi wektorami u,
w eSS lecz jedynie ich dlugosé: / :

hy(u, w) ho(u, w)

- . hy(u, n) > hy(u, u).
]/h 1, wWyhy(w, w) ]/lzz(u, u)hip(w, w) o 1) a0 %)
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metryczanych (E,, 0); liczbe o(x, y) = ]/h(x—y, x—y), x,y € E,, nazwicmy odleglosciy
zdarzen réwnoczesnych x, y € E, w metryce okreslonej iloczynem skalarowym /i, h € H.

3° Zbior @ € Ao, 0,0y gdzie elementami zbioru D sa iloczyny skalarowe ¢ : Fx F— R,
przy czym dla kazdej pary g@,, @, € @ istnieje a € R* takie, ze @, = agp,. lloczyn ten
okresla katy miedzy sitami f,, f, € F niezaleznie od wyboru funkcji ¢, natomiast wielkoéci
sit |f] = Vo(f, f) w zaleznosci od wyboru funkeji ¢, ¢ € @.

4° Zbiér M € Ao, 0y, gdzie elementami zbioru M sa odwzorowania m:.# — R¥,
przy czym dla kazdej pary m,,m, € M oraz kazdej pary P, Q € 4 mamy m,(P),/
my(Q) = my(P) /m,(Q). Liczbg m(P) nazywamy masa punktu materialnego dla
przyjetej miary m, m € M. Dla kazdej pary m,, m, € M istnicje u > 0 takie, Ze m, =
= um,.

Uktad elementéw indywiduowych e; €S, a; € F, e, € V\S, Py e 4 taki, zc dla
przyjetych (v, h, @, m)e Tx Hx @ x M mamy h(e;, e) = 0y, ¢(a;, ;) = 6;;, v(ep) = 1,
m(Py) = 1 (wyznacza on ortonormalne bazy wektorowe w S i F) nazwiemy ukiadem od-

niesienia dla (z, 4, ¢, m)®.

Przedmiotem rozwazan mechaniki sa pewne skoficzone zbiory punktéw materialnych,
ktére dalej bedziemy nazywaé cialami. Celem wprowadzenia do rozwazan pojecia ciata
oznaczymy przez % relacje typu ((0)), % € Aoy, Przyjmujac, ze % jest podzbiorem zbio-
ru 2% zawierajacym skonczenie elementowe podzbiory zbiotu .. Relacje % nazwiemy
uniwersum materialnym (por. np. [12], rozdziat 1) a jej elementy nazwiemy ciatami. Kazde
cialo w mechanice Newtona jest wigc skoficzonym zbiorem & punktéw materialnych,
B={P,.., P}, Be¥". Niech I, I< R, bedzie pewnym przedzialem liczbowym.
Odwzorowania

BxIs (P,1) = po+tey+1*(P,t)e, €E,
@1 BxIs (P, t) > f*(P,t)a, € F,
gdzie p, jest dowolnym lecz ustalonym zdarzeniem, p, € E, a funkcje r*(P, "), f*(P, ),
spelniaja znane warunki regularnosci, nazywamy odpowiednio ruchem i rozkladem sit
dla ciata & w przedziale czasu I, Ic R.

Wiasnosci dowolnego ciala 4, 4 € %, opiszemy dalej dwoma aksjomatami, Po pierwsze
postulujemy, ze istnieja takie uklady odniesienia (zwane inercyjuymi) w ktoérych relacja
miedzy ruchem (2.1), a rozkladem sit (2.2), dla dowolnego ciala % € # ma postaé
2.9 m(P)¥* (P, t) = f*(P,t), PedB, tel.

Po drugie postulujemy, ze dla kazdego ciala & wypadkowa sita f(P, t) = f*(P, ),
dzialajaca na dowolny punkt P € # w dowolnej chwili ¢ € I jest okre§lona wyrazeniem
analitycznym postaci®

@.3) 4P, 1) = fi(t,0(P, 1), #(P, )+
+ Z ﬁa(e(r(P, 1), ¥(Q, 1)) 1P, )10, 1) Ped,

o o (P, 1,10, )
® Wskazniki i, j, &k przebiegaja tu i dalej ciag 1, 2, 3. '
7 Zalozymy takze, 7e dla kazdego naturalnego n istniejg ciata n-clementowe, # = {P{, ..., P»},

oraz, 7e podzbiory # nalezace do uniwersum materialnego % sg rozlaczpe (por. takze uwage po
wzorze).® Tu i dalej ozpaczamy: r= (+,r2,r3), = (1,2, %), 0= (rr) = Vilri—ta2, Fi—12)
i zakladamy r(P, 1) # r(Q, t) dla kazdego P Q, te1.
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w ktorym fE(-) oraz f;Q(-) =_]‘\é)p(') sa znanymi dla kaZdego ciata % i dostatecznie
regularnymi funkcjami. Jednoczesnie zakladamy, ze dla dowolnych P, Q € & istnieje ciag
punktéw Po = P, Py, ..., P, = Q nalezacych do B i taki, ze fpp,,(-) % 0 dla i =
=0,1,...,k—1. Tym samym dla kazdych #,, %, €U, B, # B,, mamy B, N %, = §.
Warto$¢ funkeji fE(1, - )a, jest wypadkowa sil zewnetrznych dzialajagcych na punkt P
w chwili ¢, warto$¢ funkeji fpo(-) jest wielko$cia oddziatywania punktu Q na punkt P
w ciele 4.

Réwnania (2.2) i (2.3) przedstawiaja relacje, nalezace do systemu 9N, bedace ograni-
czeniami narzuconymi na ruch i rozklad sit dla dowolnego ciala 2 € #; po wyrugowaniu
funkcji f*(P, 1) otrzymamy réwnania Newtona tego ciala. W powyzszym sformulowaniu
podstaw mechaniki Newtona (w ktérym obowiazuja zaleznosci (2.3)) mamy wiec do czy-
nienia wylacznie z cialami swobodnymi. Uniwersum materialne % jest zbiorem ciat swo-
bodnych. Mechanikg Newtona tych cial bedziemy natomiast traktowaé jako zbidr zdan
pewnego jezyka formalnego L, prawdziwych w systemie relacyjnym M = (4 )ier.

2.3. Niestandardowa interpretacja czasoprzestrzeni Galileusza. Niech teraz system relacyjny
M = (*4,).er bedzie rozszerzeniem systemu relacyjnego M = (A4,),cr, zawierajacego
relacje mechaniki Newtona dla swobodnych skoniczonych uktadéw punktéw materialnych.
Tym samym zbior elementédw indywiduowych *4, zawiera w sobie przestrzen zdarzen *E,
przestrzed translacji czasoprzestrzennych *V, przestrzen materialng *4#, przestrzen sit
*F oraz zbidr liczb rzeczywistych *R. Wszystkie relacje wymienione w poprzednim pod-
rozdziale sa relacjami standardowymi systemu *3t i beda oznaczane tymi samymi sym-
bolami co poprzednio, poprzedzonymi gwiazdka.

Niestandardowa interpretacja czasoprzestrzeni Galileusza wykorzystuje relacje *E,
*V, g, *T, *H, *R, gdzie odwzorowania g: *Ex *V — *Eoraz v: ¥V — *R, h: *V x *V>*R,
T e*T, h e *H, maja te same wlasnosci co poprzednio. Przestrzeri wektorowa translacii
czysto przestrzennych *S mozemy zdefiniowaé jako *S: = {u|z(u) = 0}. Poniewaz dla
kazdej pary form czasowych z,, 7, € *T'istnieje « € *R, o # 0, takie, Ze 7, = «t,, przeto
definicja przestrzeni *S nie zalezy od wyboru formy 7. W zbiorze zdarzen *E wyréznimy
podzbidr zdarzen standardowych E, E < *E, podobnie w przestrzeni translacji *V wyroz-
nimy zbiér translacji standardowych V, V< *V. '

Jezeli v jest translacja standardowa, tj. v € ¥, to kazda translacje v = Av, gdzie 1 jest
dowolna liczba infinitezymalna, Ae u(0), nazwiemy translacjg infinitezymalng. Zbior
wszystkich translacji infinitezymalnych oznaczymy przez uy(0); tworza one podgrupg
translacji zbioru zdarzed *E. Tym samym kazdemu zdarzeniu x € *£ mozemy przypo-
rzadkowaé monade tego zdarzenia up(x), kladac ug(x): = {(yly = x+v, v eu(0)}.
Dowolna translacje postaci v = v,+, gdzie v, € ¥, v € uy(0), nazwiemy skonczona,
oznaczajac przez Gy(0) zbiér tych translacji. Niech x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy
x—y € Gy(0). Relacja ~ jest w *E relacjq réwnowaznosci i dzieli przestrzen zdarzen *E
na roztaczne podzbiory Gg(x), ktére nazwiemy galaktykami zdarzen. Galaktyke zdarzen
do ktérej naleza wszystkie zdarzenia standardowe nazwiemy galaktyka gfowna.

Zbidr pus(0) = py(0) N *S nazwiemy zbiorem przestrzennych translacji-infinitezymal-
nych, natomiast zbiér Gs(0) = Gy(0) N *S nazwiemy zbiorem przestrzennych translacji
skoriczonych. Zachodzi us(0) = Gs(0), przy czym kazda przestrzenna translacje, ktora
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nie jest skofczona nazwiemy nieskoriczong. Niech x, y € *E. Niech x =~ y wtedy i tylko
wtedy gdy x—y € us(0). Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci i dzieli zbiér zdarzen *E
na rozlaczne podzbiory, ktére nazwiemy przestrzennymi monadami. Zdarzenia nalezace
do tej samej przestrzennej monady (sa to zdarzenia réwnoczesne) nazwiemy nieskonczenie
bliskimi. Podobnie relacja ~, gdzie teraz x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy x—y € Gs(0),
dzieli zbiér *E na rozlaczne podzbiory, ktére nazwiemy przestrzennymi galaktykami.
Zdarzenia nalezace do tej samej przestrzennej galaktyki (sa to takze zdarzenia réwnoczesne)
nazwiemy skofczenie przestrzennie odleglymi. Zdarzenia réwnoczesne nalezace do roz-
nych przestrzennych galaktyk nazwiemy nieskonczenie przestrzennie odleglymi.

Niech *E, bedzie przestrzenia wszystkich zdarzen réwnoczesnych ze zdarzeniem x € *E,
*Eoo={yly = x+m,uec*S}. Kazdy zbior up(*E): = {ply e p (2), z € *E,}, nazwiemy
zbiorem zdarzen prawie rownoczesnych; kazda para zdarzen réwnoczesnych jest wigc
tez para zdarzen prawie réwnoczesnych. Kazdy zbiér Gp(*Ey): = {y|y € Gx(2), z € *E,}
nazwiemy zbiorem zdarzef skoficzenie odleglych w czasie. Zdarzenia, ktére nie sa skon-
czenie odlegle w czasie nazwiemy nieskonczenie odleglymi w czasie.

Niech 7, /i beda dowolnymi lecz ustalonymi elementami standardowymi z *7T, *H,
odpowiednio, tj. niech = € T, & € H. Wtedy zdarzenia x, y € *E sa prawie réwnoczesne gdy
7(x—y) € u(0), natomiast sg one skonczenie odlegle w czasie gdy v(x— y) € G(0). Podobnie
zdarzenia réwnoczesne x, y € *E naleza do jednej przestrzennej monady gdy #(x—y, x—y) €
€ u(0) natomiast naleza do tej samej przestrzennej galaktyki gdy h(x—y, x—y) € G(0).
PowyZsze warunki sa konieczne i wystarczajace. Oznaczajac przez p(x, y) = ]/ hix—y,x—y)
odlegto$é zdarzen réwnoczesnych x, y, mamy o(x, y) € u(0) dla zdarzein réwnoczesnych
nalezacych do tej samej monady (x, y sa wtedy zdarzeniami nieskonczenie bliskimi) oraz
o(x, y) € G(0) dla zdarzen rownoczesnych nalezacych do tej samej galaktyki (x, y sq wtedy
zdarzeniami skonczenie przestrzennie odlegltymi).

Oznaczmy przez °z(v) i h(uy, u,) czgsci standardowe liczb z(v), h(u,, u,) dla dowol-
nych v, uy, n, € Gy(0). Odwzorowania °z: G,(0) — R, °h: Gy(0) x Gy(0) — R, nazwiemy
odpowiednio S-miarg czasowa i S-miara przestrzenna.® S-miara czasowa przyporzadko-
wuje kazdej parze zdarzef (x, y) skonczenie odleglych w czasie, y € Gz(*E,), liczbe stan-
dardowg °7(y - x), ktérg nazwiemy S-uplywem czasu od zdarzenia x do zdarzenia y mie-
rzonym w 7. S-uplyw czasu pomigdzy zdarzeniami prawie rownoczesnymi jest réwny zero.
S-miara przestrzenna przyporzadkowuje kazdym dwém zdarzeniom skonfczenie przes-
trzennie odleglym (a wigc réwnoczesnym) liczbg standardowa %o (x, y) = V/°h(y—x, y—x),
ktéra nazwiemy S-odlegtoécia przestrzenng tych zdarzen mierzona w A. S-odlegto$é zda-
rzef nieskoficzenie bliskich jest réwna zeru. Dla zdarzef nieskoniczenie odlegltych w czasie
S-uplyw czasu nie jest okreslony, podobnie jak dla zdarzefi nieskoriczenie przestrzennie
odleglych nie jest okreflona ich S-odlegtosé. Zbiory S-miar czasowych i przestrzennych
oznaczymy odpowiednio przez °T, °H. Dla kazdej pary °z,, ®7, €°T istnicje niezerowa
liczba standardowa « taka, Z¢ °7, = «°7,. Podobnie dla kazdej pary °h,, °h, € °H istnicje
dodatnia liczba standardowa f taka, ze °h;, = f%%,.

Zgodnie z wlasno$ciami S-miar °z, °h, zdarzenia prawie réwnoczesne bedziemy in-
terpretowa¢ jako zdarzenia, ktérych nie mozna rozrézni¢ przy pomocy bedacych do naszej

® Litera ,,8” oznacza, ze wartosci tych form sa liczbami standardowymi.
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dyspozycji §rodkéw pomiaru czasu; podobnie zdarzenia nieskoficzenie bliskie i réwno-
czesne interpretujemy jako zdarzenia, ktérych nie mozna rozrézni¢ przy pomocy stojacych
do naszej dyspozycji srodkéw pomiaru odlegtosci. Zdarzenia nieskonczenie odlegte w czasie
(nieskoriczenie odlegle w przestrzeni) bedziemy natomiast interpretowaé jako zdarzenia,
uptyw czasu (odlegto$¢) miedzy ktorymi, z uwagi na ograniczonosé §rodk6w pomiarowych,
réwniez nie podlega pomiarowi. Tym samym, korzystajac z aparatu analizy niestandar-
dowej, mozemy mowi¢ o pewnej skali rozpatrywanego zjawiska, rozrozniajac w nim
wielkoéci ,,réznego rzedu”. W powyzszych rozwazaniach formy z, & (na podstawie ktd-
rych utworzyliémy S-miary z° A% byly dowolne lecz standardowe, 7 e T« *T,
he Hc *H. Celem opisn przy pomocy liczb standardowych uplywéw czasu i odleglosci
,.nieskonczenie matych” 1 ,,nieskoficzenie wielkich”, nalezy wprowadzi¢ odpowiednie
niestandardowe formy czasowe 7 € *T'\T i przestrzenne 4 e *H\ H; przypadki takie
beda rozpatrzone w osobnej pracy.

2.4. Niestandardowa interpretacia réwnait Newtona. Uniwersum materialne *% jest podzbio-
rem zbioru 2™# (gdzie *./4 jest przestrzenia punktow materialnych) zawierajacym skoi-
czenie elementowe rozlaczne podzbiory zbioru *.# zwane cialami. Ponadto dla kazdego
m e *N istnicje cialo & = {Py, ..., P,}, B *%, zawierajace dokladnie m punktéw
materialnych, Gdy m jest liczbg naturalng nieskonczona, m €*N\N, mamy do czy-
nienia z cialem niestandardowym (zbiér & jest wtedy réwniez zbiorem skoficzonym
por. 1.3). Rozklad masy w cicle & opiszemy wykorzystujac dowolna miarg m € *M,
m: ¥4 — *R*, Oznaczajac ten rozklad symbolem mg, mamy mg: &3 P - m(P) € *R*,
Jezeli punkt materialny P jest punktem standardowym, P € ., to jego masa m(P) wyra-
zona w dowolnej standardowej mierze m € M < *M jest liczbg standardowq ; stwierdzenie
odwrotne nie jest prawdziwe.

Niech A i ¢ bgda dowolnymi ustalonymi elementami standardowymi odpowiednio
w*H, *®tj. e Hc *H, p € ® = *@. Niech ponadto elementy e; € S, a; € *F, i = 1,2, 3,
tworza ortonormalne bazy wektorowe odpowiednio w *S, *F, tj. niech h(e;, €)) = &,
pla;, a)) = §;;. Ruch i rozklad sit dla ciata & w pewnym przedziale czasu I, I < *R, jest
wtedy dany odwzorowaniami postaci (2.1). Dla danego zdarzenia p, € *E i wektora
ey € VN *S (0 ktérych zatozymy, Ze sa standardowe), mamy wtedy
BxIs(P,t)— po+teg+r*(P, t)e, € *E,

BxIa(P,t)— fY4P, t)a, € *F,

przy czym funkcje r¥(P,-): I - *R, f*(P,-): I-» *R, k = 1,2, 3, s3 funkcjami wewnet-
rznymi (mogacymi przyjmowaé takie wartodci niestandardowe) spelniajacymi znane wa-
runki regularno$ci®. '

Niech teraz uklad standardowych elementéw indywiduowych e; €*S, a;€*F,
ey € *YN\*S, P, € A, bedzie ineracyjnym ukladem odniesienia dla standardowych form
h, ¢, 7 oraz standardowej funkcji rozktadu masy!®. Obowiazuje wtedy postaé (2.2)

2.4

9) Aby nie wprowadzaé dodatkowych oznaczen, elementy indywiduowe i relacje nalezace do systemu
*M, wystepujace w (2.4) i w dalszych wzorach, oznaczyliémy tymi samymi symbolami co relacje nalezace do
M 1 wystepujace w (2.1) - (2.3).

10 Z zalozenia tego w ostatnim rozdziale pracy zrezygnujemy, wprowadzajac do rozwazan takze
niestandardowe elementy z *H, *®, *T, *M.

2 Mech. Teoret. i Stos. 3/81
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drugiego prawa dynamiki Newtona, przy czym wystgpujace w (2.2) funkcje sy teraz
wewnetrzne lecz nie koniecznie standardowe. Rozpatrujac wylacznie ciata swobodne (uni-
wersum matcrialne *& sklada sig tylko z takich ciat, por. poprzedni podrozdzial) przyjmie-
my, ze wypadkowe sily dzialajace na punkty materialne ciata sg okreslone wyrazeniem
postaci (2.3). Tym samym przyjmiemy, Ze

2.5)  m(Py*(P, 1) = f&(t,#(P, 1), #(P, 1))+

v (P, )10, 1
+ 2 fra(e(r(P, 1), #(Q, 1)) ﬁ)t),—r((QQ,‘t))j’ Pe® ={P,.., P},
QeBN\(P}
tel,
gdzie f:’;’(-), f;o(-) sa znanymi, dostatecznie regularnymi, funkcjami wewngtrznymi,
przy czym obowigzuja nadal uwagi wymienione po wzorze (2.3). Ukfad 3x réwnai (2.5)
(gdyz k = 1,2, 3 oraz & = {P,, ..., P,}), ktéry nazwiemy réwnaniami ruchu, jest ukia-
dem réwnan rézniczkowych zwyczajnych dla 3n funkcji wewnetrznych r*(P,-): I — *R,
okreslajacych ruch ciala 4 z uniwersum materialnego *#%, % € *%. Wszystkie funkcje
wystepujace w (2.5) mogg przyjmowaé dowolne wartosci z rozszerzonego (niearchimede-
sowego) zbioru liczb rzeczywistych, tj. moga przyjmowaé takze wartoéei infinitezymalne
1 nieskonczone, Liczba »n punktéow materialnych ciala 4 moze by¢ ponadto liczbg nie-
skoriczona, 1 € *N\N.

Réwnania ruchu (2.5) przedstawiaja pewna relacje nalezacg do systemu relacyjnego
N = (*4)er, tj. relacje wewnetrzng wzgledem *IR. Tym samym wszystkie funkcje
wystepujace w (2.5) sa wewnetrzne (por. [2], s. 49). Relacja ta nic jest nowym postulatem
mechaniki Newtona (dla swobodnych ukfadéw punktéw materialnych) lecz jest niestan-
dardowg interpretacja réwnan Newtona tj. postacia rownan Newtona w systemie rozsze-
rzonym *YR. Traktujac bowiem wszystkic postulaty mechaniki Newtona jako zdania
Jezyka formalnego L prawdziwe w systemie relacyjnym zupelnym I = (4,) et 1 zakla-
dajac, Ze system relacyjny *IR = (*4,),er jest rozszerzeniem niestandardowym syste-
mu IR, otrzymujemy odrazu prawdziwo$é tych zdan w systemie *I. Nalezy zauwazycé,
Ze nie zachodzi tu konieczno$¢ przedstawiania explicite postulatéw mechaniki w postaci
pewnych zdan jezyka formalnego (prawdziwych w ) lecz wazna jest jedynie mozliwosé
takiego przedstawienia (por. [2], s. 60). Nalezy takze pamigtaé, zc wszystkie znane
twierdzenia analizy dotyczace ukladéw réwnan rdézniczkowych zwyczajnych wynika-
jacych z (2.2) i (2.3) sq nadal prawdziwe dla ukladéw réwnan rézniczkowych okreslonych
relacja wewngtrzna postaci (2.5). Twierdzenia te mozna bowiem sformutowaé w jezyku
formalnym L jako zdania prawdziwe w systemie relacyjnym 9, tym samym pozostaja
one réwniez prawdziwe w systemie rozszerzonym *I)t, Zapewnia to istnienie rozwigzan
ukiadu (2.5) (przy spelnieniu znanych zalozer regularnosei) takie w przypadku gdy,
funkcje wystgpujace w (2.5) sa wewngtrzne lecz nie sa standardowe oraz gdy n jest liczbg
nieskonczong.

W przypadku szczegdlnym wszystkie funkcje wystepujace w (2.5) moga byé standardowe
oraz liczba punktéw ciala moze by¢ standardowa tj. skoficzong liczba naturalna. Relacja
(2.5) jest wtedy relacja standardowa (standardowymi réwnaniami ruchu) tj. odpowiada
jej relacja okreslona wzorami (2.2), (2.3) nalezaca do systemu 9. Tym samym standar-
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dowe réwnania ruchu opisujg te same problemy fizyczne, ktére s opisywane znanymi
réwnaniami mechaniki swobodnych uktadéw punktéw materialnych tj. réwnaniami New-
tona. Aparat analizy niestandardowej nie wnosi wtedy nowych trefci do mechaniki.
Cialo 4, dla ktérego relacja (2.5) jest standardowa (dla ,,standardowego™ inercyjnego
ukladu odniesienia), nazwiemy ciatemn standardowym.

Sytuacja ulega zmianie gdy relacja (2.5) jest wewnetrzna lecz nie standardowa, tj. gdy
co najmniej jedna z funlkeji wystepujacych w (2.5) jest wewnetrzna lecz nie standardowa.
Roéwnania ruchu (2.5) rozpatrywanego ciala opisuja wtedy pewien problem fizyczay, ktéry
nie moze by¢ opisany réwnaniami Newtona (2.2), (2.3). Cialo &, % € *U\ %, jest wtedy
cialem niestandardowym a réownania (2.5) nazwiemy niestandardowymi réwnaniami ruchu.
Tym samym niestandardowe ciala stanowia nowy model matematyczny zjawisk fizycznych
w ramach mechaniki Newtona swobodnych ukladéw punktéw materialnych.

3. Niestandardowe podejicie do pojecia wiezéw.

3.1. Standardowe reprezentacje funkcjl wewnetrznych. Celem nie tylko jakosciowego lecz tak-
ze ilosciowego pordwnania rezultatéw otrzymanych z teorii z wynikami eksperymentu
nalezy funkcjom wewngtrznym wystgpujacym w rownaniach ruchu (2.5) przyporzadkowaé
pewne relacje standardowe. Gdy funkcje wewngtrzne, o ktérych mowa, sa S-ciagle to
odpowiednie relacje standardowe sg funkcjami zwanymi czgéciami standardowymi funkgji
wewnetrznych (por. [2], s. 115 oraz podrozdziat 1.4 tego opracowania). Te czgSci stan-
dardowe stanowi¢ moga podstawe do iloSciowego pordwnania teorii z eksperymentem.
Poniewaz funkcje ciagle wystgpujace w (2.5) nic musza byé S-ciggle (ich czeéci standar-
dowe mogg nie istnie¢), przeto nalezy dysponowaé bardziej ogdélng standardowa repre-
zentacja funkcji wewnetrznych, ktéra przedstawimy ponizej.

Niech (X, gx), (¥, oy) beda danymi przestrzeniami metrycznymi, *X, *Y rozszerze-
niami odpowiednio zbioréw X, Y, oraz ¢:*X — *¥ — funkcje wewngtrzng ciagla okreslong
na zbiorze (wewngtrznym) D(y). W zastosowaniach do mechaniki bedziemy przyjmowaé
*X = *R", *Y = *R*, oraz zakladal, Ze px, oy, $a znanymi mectrykami odlegtosciowymi
w przestrzeniach Euklidesa. Kazdej funkcji w przyporzadkujemy standardowa multi-
funkeje Sy:X — 2¥, kladac
(3.1 Se(x): = {yly eYau)nplux)nD()] # 0},
gdzie °D(y): = {x|x € X A[u(x)nD(p)] # 0}.

Tym samym S,(x) = °(p[u(x) " D(p)]), x € °D(y). Dziedzing S-efektywng y nazwiemy
podzbidr D,(y) zbioru °D(y), ztozony z punktéw x dla ktérych S,(x) # 0:

(3.2) D(p): = {x|x € °D(p) A S,(x) # 0}.

Funkcje wewngtrzng y:*X — *Y, ciagly i taka, Ze Do(p) # 0, nazwiemy wlasciwa; multi-
funkcj¢ S, bedziemy nazywaé wtedy S-reprezentacja funkcji y. Jezeli funkcja o jest —
S-ciagla na D(y) (4j. p[u(x)nD(p)] = ulp(x)] dla kazdego x € D(yp) oraz przyjmuje war-
todci tylko w glownej galaktyce przestrzeni *Y (tj. wlp(x)]NY # 0 dla kazdego x € D(yp))
wtedy jest wladciwa oraz mozna wykazaé, ze S,(x) = {%(x)} dla kazdego x €°D(y).
Tym samym S-reprezentacja funkeji S-ciaglej u jest jej czesé standardowa Oy (jezeli

2%
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istnicje). Ogolniej: Sy(x) = {p(x)} dla pewnego x €°D(yp) gdy pluE)N D] < p(w(2)
dla pewnego z € D(y). Podzbior dziedziny S-efektywnej D, (y) funkcji wlasciwej v, dla
ktorego S,(x) = {°p(x)}, oznaczymy przez

(3.3) D(®): = {xIx €°D() A S,(x) = {y},y€ ¥},

i nazwiemy dziedzina S-jednoznacznodci. Mamy wigc D, () < D (y) = °D(p).

Kiadac *X = *R, *Y = *R® oraz 9:*R — *R*, dokonajmy teraz S-reprezentacji
ruchéw #:*R — *R3, predkoéci r:*R — *R3 i przyspieszen F:*R — *R*® punktu ma-
terialnego. Przyjmiemy, ze I = D(¥) jest standardowym przedzialem czasn, D(r) =
= (ty, 1) = *R, 1, t, € R, oraz, ze ¥(-) jest funkcja ciagla w D(r) majaca w D(r) ciagte
picrwszg i druga pochodna. Zakladamy takze, ze funkcje ¥, #, ¥ s funkcjami whadciwymi.
Rozmzmmy nastgpujace przypadki:

° D () =°D(y) dla pe{r, i, #}. Istnieja wtedy funkcje standardowe Or, O, OF
okreélone na °D(r) a tym samym dla kazdej chwili ¢ € °D(r) S-reprezentacja ruchdéw, ple-
koéci i przyspieszent jest jednoznaczna, tj.S,(t) = (1)}, t € (o, t,) © R, dla ¢ e {r, ¥, 7},

2° Dy(w) = °D(y) dla y € {r, ¥, ¥}. Dla kazdej chwili ¢ € °D(r) istnieje S-reprezentacja
ruchéw, predkosei 1 przyspieszen, lecz dla f € D (y)\D, () jest ona niejednoznaczna.
W szczegdlnosci, standardowej chwili ¢ € D (¢)\.D,(¥) przyporzadkowujemy wieloele-
mentowy zbi6ér predkosdci S;(f) = R® a chwili ze D (¥)\D,(r) przyporzadkowujemy
wicloelementowy zbidr ,,standardowych’ potoZen S;(¢) punktu materialnego.

3° DI\ Du(y) # @ dla pewnego wefr, #,%). Dla 1D\ D.(y) nie istnieje
mozliwos¢ liczbowego poréwnania rezultatow teorii z eksperymentem. Zbiory S,(¢)
warto$ci standardowych sa bowiem puste dla t e °D(r)\ D, (p) co oznacza, Ze niektére
sposrod wartosei ¥ (s), 1(s), #*(s) sa nieskoniczone dla kazdego s € u(2), £ € °D(r)N\D.(),
gdzie y efr, I, ¥}.

3.2, Niestandardowe podejScle do wigzéw zewnetrznych, Wiezami zewnetrznymi dla ukladu
punktéw materialnych nazwiemy takie ograniczenia nakladane na potoZenia i predkosei
punktéw materialnych, ktére sa wywolane sitami zewnetrznymi. Ponizej wykaZzemy, Ze
sify zewngtrzne dzialajace na swobodny punkt materialny moga prowadzi¢ do pewnych
ograniczefi dla czgdci standardowych wektoréw potozenia i predkodci tego punktu; ogra-
niczenia takie majg wigc charakter pewnych ,,standardowych” wigzéw.

Przyjmujac & = {P} rozpatrzymy uklad ztozony z tylko jednego punktu materialnego
0 standardoweJ masie m = m(P) e R*. Réwnania ruchu (2.5) redukum sie wtedy do postaci
mi(t) = f(t “1), (1)), ¢ €1 (tuidalej oznaczamy: r = (1*), f (f") b= (b9, k=1,2,3,
etc). Zatozmy, ze funkcja f Ix*R*x*R3® - *R3 jest suma funkeji standardowej b(*)
i wewnetrznej s(-), a réwnania ruchu majg postaé

(3.4) m(t r(t), F(1)+s(r(t)), tel,

w ktorej b:Ix*R3 x *R® — *R3 5:*R3 - *R3, 53 cigglymi funkcjami, przy czym °D(b) =
= D.(b) = Dy(b) = °Ix R®x R®. Niech ponadto °D(s)\Dq(s) # 0, De(s)\D.(s) # 0
gdzie De(s) jest nie pustym domknigtym i spéjnym podzbiorem w °D(s) = R3. Tym sa-
mym istnieje okreslona na °D(b) cze$é standardowa °b funkcji b (gdyz Sy(r) = {°b(r)}
dla kazdego re°D(b)), natomiast nie istnieje na °D(b) cze$é standardowa funkcji s.
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Warunek
(3.5) reD.(s); r="0%(1), te’,

jest ograniczeniem natoZzonym na czgsci standardowe wektordw potozenia rozpatrywanego
punktu materialnego. Relacje (3.5) nazwiemy relacja S-wiezdéw zewngtrznych a sily
s(r(2)), t € I, bedziemy interpretowaé jako sily reakcji utrzymujace S-wigzy. S-repre-
zentacja funkeji s:*R® —» *R3 prowadzi do warunku

(3.6) PES(r); reDs),

w ktérym dowolny wektor p spelniajacy (3.6) nazwiemy S-reakcja dla (standardowej)
konfiguracji » punktu materialnego. Jezeli dla dowolnych (standardowych) warunkéw
poczatkowych zgodnych z (3.5) istnieje funkcja #:°7 — R® spelniajaca dla prawie kazdego
t €°7J relacje standardowa

(3.7) mi(t) = b(t,r(t), H(1))+p@), p)eS,(r(1)), r(t) €Dys),

to powiemy, ze funkcja wewnetrzna niestandardowa s:*R> — *R3 generuje S-wiezy
zewnetrzne. Poniewaz funkcja s charakteryzuje dziatanie sity zewngtrznej, wigzy te nazwie-
my zewnetrznymi.!t

Podamy teraz dwa przyklady funkcji s:*R®> — *R® generujacych S-wiezy zewngtrzne:

1° Niech D,(s) bedzie regularnym obszarem £ w R® o gladkim brzegu 02 oraz
Do(s) = Q. Niech ponadto S,(r) = {0} dla kazdego r € 2 oraz S,(r) = {0+ An(r); / > 0}
dla kazdego r € 082, gdzie n(r) jest wektorem wewnetrznie normalnym do 0£2. Funkcja
s( ) generuje wtedy S-wigzy beztarciowe a kazdy ,,standardowy’’ tor punktu materialnego
(okreslony relacjami (3.7)) znajdujc si¢ w Q.

2° Niech D.(s) bedzic gladka zamknigta powierzchnia I7 w R®. Niech ponadto
Ss(r) = {0+ An(r); A € R} dla kazdego r €ll, gdzie n(r) jest wektorem normalnym do I7.
Funkcja s generuje wtedy S-wigzy idealne dwustronne a kazdy ,,standardowy” tor punktu
materialnego znajduje si¢ na powierzchni I1. W przypadku tym D (s) = 0.

3.3. Niestandardowe podejScie do wiezéw wewnetrznych. Wigzami wewnetrznymi dla ukiadu
punktow materialnych nazwiemy ograniczenia nakladane na wzajemne odleglosci posz-
czegblnych punktéw; zakltadamy jednoczeénie, ze ograniczenia te sa utrzymywane dziafa-
niem wylacznie sit wewnetrznych. Tym samym przedmiotem rozwazan bedzie teraz uklad
zlozony co najmniej z dwdch punktdw materialnych. Zalozymy, ze sa to punkty o stan~
dardowych masach m(P) € R*, P € %, poddane dziataniu standardowych si zewnetrznych,
tj. sil okre§lonych standardowymi funkcjami f;:] X*R3IX*R® — *R3, Zalozymy takze,
ze funkeje fpo:*R* — *R w rownaniach ruchu (2.5) sa sumami funkgji ciaglych standardo-
wych bpq:*R* — *R i funkeji ciaglych wewnetrznych lecz niestandardowych tpq:*R* —
— *R, gdzie bpg = bgp, tpq = top. ROwnania ruchu maja wiec postaé

(3.8)  m(PY(P, 1) = Jp(t,1(P, 1), (P, )+
. V(P,t)—l’(Q, t)
—+ 2 [bPQ(Q('(Pﬂ t),r(Q’t)))'*'tPQ(Q(r(P’ Z),F(Q, t)))] Q(V(P, t),l’(Q, t)) )

QeB\(P}

Pe®, tel.

D Przytoczone tu rozwazania latwo uogélnié na przypadek, w ktorym s:Ix*R3x*R3 —» *R3 tj.
funkcja s zalezy od argumentéw ¢, r, #. Wtedy (r, r) € De(s(t,-)) oraz p € Ssey(, P
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Wykazemy, ze dla odpowiednio dobranych funkcji #p¢ rozpatrywany uktad materialny
mozna interpretowaé jako pewien uklad ze ,standardowymi” wigzami wewngtrznymi.
W tym celu przyjmiemy, ze funkcje fpo spelniaja warunki °D(fpo) = R, D.(tpq) =
= [o:pas Brals D1(tre) = (apa, fra), gdzie opq, fre sa danymi dodatnimi liczbami stan-
dardowymi, fpq > ape. Zatézmy ponadto, ze w przedziale czasu I wszystkie punkty
¥(P,1), PeB, t el znajdujy si¢ w gitodwnej galaktyce przestrzeni *R3. Argument p
funkcji tpg speinia warunek

(3.9) 0eD,(tpg), o0 ="0(P,1),1Q,1)), tel.

Relacje (3.9) nazwiemy relacja S-wigzow wewngtrznych, interpretujac 7pq jako wielkosci
sit reakcji utrzymujacych te wigzy. S-reakcjami wigzdw nazwiemy sity wewngtrzne o wiel-
kosciach

(3.10) Gpa € St,o(0)

przyjmujac ponadto, ze Si,,(0) = {0} dla ¢ € D, (trq), Stpe(Bra) = R7U{0}, S;,,(apg) =
= R*uU{0}. Oznacza to, ze S-reakcjc wigzéw sa rowne zeru gdy p € (apg, firq), prze-
ciwdzialaja zblizaniu si¢ punktoéw gdy o = apq oraz przeciwdzialaja ich oddalaniu si¢ gdy
¢ = Prpo. Niestandardowe funkcje wewngtrzne tpq = top, P, O € 4, spelniajace powyzsze
warunki, prowadza do standardowej relacji

m(P)#(P, 1) = folt, (P, 1), (P, 1)+

)'(P, t)—l‘(Q, t)
an . %:P}[bm(é(’@» 0,1Q, D)) +4re®)] G-

qPQ(t) € S‘pQ(Q(r(P, t): r(Qa t))) ’ Q(I‘(P, t); r(Q’ t)) € De(tPQ)-

Powyszsza relacja opisuje pewien standardowy ruch ukfadu punktéw materialnych, podda-
nego wigzom wewnetrznym, Gdy dla kazdej pary P, Q € # mamy bpy = 0 oraz apq = fro,
otrzymujemy przypadek szczegélny rozpatrywanego ukladu materialnego, ktéry mozna
nazwaé cialem S-sztywnym, Mdwiac pogladowo, jest to uklad zachowujacy sie jak cialo
sztywne gdy dziatajace na niego sily zewnetrzne sa skonczone.

3.4. Uwagl i wnioskl. Dwa podejécia przedstawione powyzej mozna tacznie zastosowaé
do jednego ukladu punktéw materialnych (swobodnego i niestandardowego) otrzymujac
réwnania ruchu opisujace pewien uklad standardowy lecz nieswobodny (z wigzami zew-
netrznymi i wewngtrznymi). Z przedstawionego prostego przykladu zastosowania nie-
standardowej postaci (2.5) réwnaf ruchu wynika, Ze:

1° Analiza niestandardowa umozliwia traktowanie nieswobodnych ukladéw punktéw
materialnych jako pewnej ,,aproksymacji”’ ukladéw swobodnych; ,,aproksymacja’ ta
polega jedynie na odpowiednim doborze niektorych funkcji (wewnetrznych lecz nie
standardowych) wystepujacych w réwnaniach ruchu ukiadu swobodnego i nie wymaga
stosowania ani przejéé granicznych, ani dodatkowych postulatéw.

2° Analiza niestandardowa daje nowa interpretacje wiezéw (por. (3.5), (3.6), (3.9),
(3.10)), zgodng z ich sensem fizycznym, tj. polegajaca na zaniedbywaniu wielkoéci infini-
tezymalnych jako nie dajacych si¢ opisaé przy pomocy bedgcych do naszej dyspozycji
$rodkéw pomiarowych.
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3° Przy formutowaniu podstaw mechaniki Newtona w ramach analizy niestandardowej
mozna ograniczy¢ sig tylko do mechaniki swobodnych ukladéw punktéw materialnych
(ktorych ruch opisuja réwnania (2.5)), bowiem wigzy nakladane na ,,standardowy”” ruch
uktadu sa rezultatem pewnych zatozen co do sit dzialajacych na punkty materialne uktadu.

Druga czg$é tego opracowania bedzie zawiera¢ bardziej ztozone przyklady zastosowari
ruchu (2.5) do formulowania modeli matematycznych rzeczywistych ukladéw material-
nych. Miegdzy innymi wykazemy, ze z niestandardowych relacji (2.5) mozna otrzymaé
standardowe relacie mechaniki kontinuum. Umozliwi to interpretacie znanych poje¢
mechaniki kontinuum (jak np. gestod¢ masy, gestos¢ sit brzegowych i objetosciowych,
tensor naprezenia) wylacznie przy uzyciu poje¢ mechaniki Newtona punktéw material-
nych. Wykazemy takze, ze stosowanie réznych ukladow odniesienia (inercyjnych lecz
nie tylko standardowych, por. podrozdzial 2.2) do opisu jednego i tego samego ciafa
B ={Py,.., P}, ne*N\WN, prowadzi do réinych matematycznych standardowych
modeli, tj. jedno ciatlo & moze by¢, w zaleznosci od przyjetego ukladu odniesienia, trak-
‘towane jako uklad standardowy ciagly, ukiad dyskretny lub nawet jako jeden punkt
materialny.
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Peawome

HECTAHIAPTHEBIH AHAJIN3 B HIOTOHOBCKOW MEXAHUKE CUCTEM
MATEPHUANNBHBIX TOYEK 1.

B nacroameit paGoTe HccnenyeTcs ¥ IPUMEHAETCH HECTAHIAPTHBIN AHATIME K 3a4auaM HIOTOHOBCKOR
MEXaHHKH. TaKolf Iomxol BBOOAT B MEXaHUKY HE-RPXHMENOBBIX YHODPsJOYEHHLIX Noneif W JomycKaer
BO3MOXGOCTE ONKCATh GECKOHEUHBIX M MH(DUHMTEILIMATBHLIE SHAUCHASA (DHIHYECKHX BEJIMYMH.
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MeTofpl HeCTAHFAPTHOrO AHANM3a MIOTOHOBCKOH MEXAaHHKH CHCTeM MATEPHATBHBLIX TOYCK NpH-
BOTAT K BoJiee LIMPOKOMY KITACCY MATEMATHUECKHX Mofelell (hH3HUECKHUK SIBICHUI 110 CDABHEHUH C Tio-
JIYUAIONTHMHCA B Iutaccuueciodl (hopMyJHpoBKe OucKpeTHoH mexanuiu. Ha npumep, us ,,xe-crangaop-
Hoit’’ (hopMyIHPOBKH HIOTOHOBCKMX MDHHITHIIOB IBIKEHMS NHCKDETHOH MEXAHHIH MOXKHA BLIBECTH
yHIAMEHTANBHL] ;,CTaHIAPTHbIE™ COOTHOLLEHUST MEXAHHKH KOHTHHYyMa.

B aT0it yacTit paGoTsl pacCMOTpeHb! ofliee BBeJEHHE B HECTAHNAPTHBIH aHamus, a Taione dyuna-
MEHTAJIbHBIE NPENIIONIONeH s HIOTOHOBCKOH MEXaHHKH B PaMKax HECTaHAapTHOro aHanusa. B Bupe
MpUMEpa HOBAsl MHTEPIpETAlUA CTAHNAPTHOrO IIOHATHSA CBaseli BhIBeAeHa H3 HIOTOHOBCKHX IIPHHUIIIOB
IBROKEHHST MEKOTOPLIX HECTallapTHLIX CHCTEM MAaTepPHAbHBIX TOueK 0e3 cBs3eit.

Summary

NON-STANDARD ANALYSIS IN NEWTONIAN MECHANICS OF MASS-POINT
Systems I

The aim of the present paper is to apply and to investigate the non-standard analysis as the mathe-
matical tool of Newtonian mechanics. Such approach introduces into mechanics non-Archimedean or-
dered fields and makes it possible to describe explicitly also infinite and infinitesimal values of the physical -
quantities. Generally speaking, the methods of the non-standard analysis in Newtonian mechanics of
mass-point systems lead to the wider class of mathematical models of physical phenomena than that which
can be obtained within the classical formulation of the discrete mechanics. For example, from the ,,non-stan-
dard” formulation of the Newton’s law of motion in discrete mechanics we can derive the fundamental
,,standard” relations of the continuum mechanics.

In this part of the paper the general introduction into the non-standard analysis as well as the
fundamentals of Newtonian mechanics within non-standard analysis have been outlined, As an example
of applications the new interpretation of the standard concept of constrains has been derived from the
Newton’s law of motion of certain non-standard unconstrained mass-point systems.
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