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O WARIACYINYM CHARAKTERZE ZASADY JOURDAINA I JEJ ZWIAZKU Z OGOLNYMI
TWIERDZENIAMI DYNAMIKI

N. CyGanowa (Moskwa)

Zasada Jourdaina jest rézniczkowa zasada wariacyjng mechaniki niezmieniajacego
sie ukladu punktéw materialnych. Ma ona posta¢ zasady wariacyjnej poniewaz w jej
analitycznym zapisie wystgpuje wariacja predkosei.

W niniejszej pracy badamy wariacyjny charakter zasady i jej zwigzek z ogdinymi
twierdzeniami dynamiki.

1. Zasada Jourdaina jest rézniczkowa wariacyjna zasadg mechaniki, zajmujgca po-
$rednie miejsce miedzy zasada d’Alamberta-Lagrange’a i zasada najmniejszego skrepo-
wania Gaussa. Zasada ta zostala wyprowadzona przez angielskiego uczonego F. Jourdaina
w 1909 r. :

1. Dowdd F. Jourdaina jest nast¢pujacy.

Rozpatruje si¢ ukiad ,,n”” punktow materialnych z wigzami holonomicznymi i liniowymi
nicholonomicznymi. Réwnania wiezow holonomicznych i liniowych nieholonomicznych
przyjmuja postac

8 dx, = Za,,dq,,-f—aidt i=12,..3n),
y=]
gdzie x; — kartezjanskie wspolrzgdne ukladu punktéw, g, — wspodirzedne uogdinione,
ay, 1 a; — pewne funkcje ¢, i . Poréwnajmy analityczne wyrazenia zasad d’Alamberta-
Lagrange’a 1 Gaussa i odpowiadajgce im procesy wariacyjne
3n -

)] Z (X;—mX)bx, =0, 6t=0, JIx;#0,

i=1
3u

3) D (X—m3)8,% =0, 8,1=0, &x;= 6% =0, &% #0,
i=1

dla wigkszej jasnosci wariacje w tych dwoch zasadach oznaczone sg odpowiednio przez
d1 6,

Wariacje wspétrzednych w zasadzie d’Alamberta-Lagrange’a i wariacje przyspieszen
w zasadzie Gaussa spelniaja zwigzki
@ ox; = D ay, 84,

r=1

(5) 0%, = Zalv 029,,

v=1
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F. Jourdain zauwaza, 7e jesli rozpatrzymy nowy proces wariacyjny d,, dla ktérego d,¢ = 0,
8,% =0, a 8,%; # 0, to wariacje prgdkosci beda spelniaty warunki

(6) Sk = D) audid,
v=1]

podobnie jak warunki (4) i (5) dla éx; i d,X; w procesach wariacyjnych 81 d,. Stad wnio-
skuje on, Ze w wyrazeniu (2) zasady d’Alamberta-Lagrange’a dx; mozna zastapi¢ przez
9, %; (lub w wyrazeniu (3) zasady Gaussa d,X%; zastapi¢ przez d,x;) i dochodzi do wyra-
%enia analitycznego nowej zasady wariacyjnej w postaci

3n
) g(X,—m,lv',) Sk =0, 6,6=0, 8% =0.
Przechodzac w réwnaniu (7) do wspoélrzednych uogdlnionych, F. Jourdain otrzymuje
réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju dla ukladéw holonomicznych, a dla liniowych
nieholonomicznych ukiadéw uklad réwnan Ferrersa. W ten sposdb, zasada Jourdaina
(7) nie prowadzi do nowej formy réwnan ruchu. Jedynie zasada Gaussa daje nowg postaé
réwnan — réwnania Appela. Dalsze badanie zasady Jourdaina zwigzane jest z pracami
austriackiej szkoty fizykow Leitingera i Wassmutha, W pracy z 1913 r. [2] Leitinger wy-
prowadza zasade Jourdaina, rézniczkujac réownanie d’Alamberta-Lagrange’a (2) wzgle-
dem czasu i nastepnie przechodzac w otrzymanym wyrazeniu

3n In
.. . d .
(8) S" (m; X, —X)0x;+ § d—t(mlxt_Xl)‘Sxt =0
st i=1

i=1

do wariacji Jourdaina, tzn. podstawiajac d,x; = 0. Wdwczas réwnanie (8) otrzymuje
postaé¢ (7). Analogicznie réZniczkujac wzglgdem czasu rownanie (7), przedstawiajace
zasade Jourdaina i przechodzac w otrzymanym wyrazeniu do wariacji Gaussa, Leitinger
wykazal réwniez zwigzek zasady Jourdaina z uogdlniong zasada najmniejszego dziatania
Holdera-Vossa dla ukladu z holonomicznymi i liniowymi nieholonomicznymi wigzami,
w ogdlnym przypadku niestacjonarnymi. Zasada Holdera-Vossa dla takich ukladéw ma
postaé

©) [ (ATdt+2T Adt+dT At+84dt) = 0,
ta

gdzie T'— energia kinetyczna ukiadu, 04 — praca wirtualna dziatajacych sit, 4 — asyn-
chroniczna (zupeina) wariacja. Uogélniona zasada najmniejszego dzialania u Héldera
opiera si¢ na zasadzie d’Alamberta-Lagrange’a. Voss przechodzac do wspdirzednych
uogdlnionych pokazal, ze uogdlniona zasada najmniejszego dzialania dla uktadéw holo-
nomicznych odpowiada réwnaniom Lagrange’a drugiego rodzaju, a dla liniowych ukla-
déw holonomicznych — réwnaniom Ferrersa, przy czym Voss rozpatrzyt przypadek
wiezOw niestacjonarnych.

Leitinger wyprowadzil zasad¢ Holdera-Vossa bezposrednio z zasady Jourdaina, prze-
ksztatcajac w odpowiedni sposéb wyrazenie podcatkowe w calce Vossa (9). Jesli wiezy
holonomiczne sa natoZzone na uklad niestacjonarny, to niesynchroniczne wariacje uogél-
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nionych wspélrzednych <g; sa nastgpujaco zwigzane z wirtualnymi wariacjami tych
wspbtrzgdnych
(10) Adqy = dqi+4, 4t
a dla A — uogdinionych wariacji predkosci mamy
Adt
dt

Uwzgledniajac réwnania (10) 1 (11), oraz wyrazenie dla wirtnalnej pracy sil dziatajacych

84 = D) 0iq;
i=1

. d .
(1D Ag; =_J?(Afh)_qi

podcatkowe wyrazenie catki (9) mozna przedstawié w postaci

[ T d [ ar
(12)  ATdt+2TAdt+dT At + dAdt = ,; [—a? 641—7;(—6—57) 6q,+Q; 64+
d [ ar d [or d
+ ?J‘i' (qu‘ Aql) dt - —d—t— ("a_q:;‘ int)] + W (2Té|t)dt

Rézniczkujac réwnanie (12) wzgledem czasu i nastgpnie podstawiajac w otrzymanym
wyrazeniu, zgodnie z zasadg Jourdaina dg; = O, a takze uwzgledniajac wyrazenie zasady
Jourdaina dla uktadéw holonomicznych i liniowych nicholonomicznych w postaci

Ofd (or\ or .
(1 2 [ ()~ —edon -0
Leitinger dochodzi do réwnania

j—t [ATdt+2T Adt+dT At + 5A4dt] =

s

d* { oT d* { oT d?
= 2 ['dz_— (_551— Aql) ~ (wI q,At)] + o 2T 49),
ktére mozna rozpatrywad, jako jedno z analitycznych wyrazen zasady Jourdaina. Calku-
jac dwukrotnie ostatnie réwnanie wzgledem czasu r w okre§lonych granicach, odpowia-
dajacym zatozonemu poczatkowemu i koncowemu polozeniu ukiadu, — Leitinger otrzy-
muje réwnanie (9), wyrazajace zasade Holdera-Vossa dla wiezdw niestacjonarnych. Dane
wyprowadzenie znacznie upraszcza sie, je§li wiezy sa stacjonarne. Wéwezas

Aq, = éq;
(14) dg, ., . di O aT
AT— 5?1”“]i—d—t—, 2T = a—ql‘b-

i=1

Uogolniona zasada najmniejszego dzialania dla wigzéw stacjonarnych przedstawia sig
rownaniem
Iy

(15) [ aTar2r4di+64d1 = 0.

fo
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Pochodna wzgledem czasu wyrazenia podcatkowego z uwzglednieniem zwiazkdéw (14)
przeksztalca si¢ nastgpujaco

- [ d 2 [ or
a4 [AT+2TM +6A1 = Z [- (ﬂ) 6q,+—0—T— 0g,+ dii; (_éz'/— 6q,) —
| =1 i

dt dt dt \ 0q, 0gq,
d* {eT d [ 0T\ . dg, .
- 7[2” (_ac-]i ) 6411 - dt (*aql ) 6% + - dt_ 6ql+Ql 6qi:| ’

stad zgodnie z zasada Jourdaina otrzymujemy réwnanie

d . Adt d* ( oT

Dwukrotne calkowanie tego rownania doprowadza do réwnania (15), tzn. do zasady
Holdera-Vossa dla zwigzkéw stacjonarnych. A. WAsSMUTH w pracy z 1919 roku [3], do-
tyczacej zwiazku trzech zasad rézniczkowych, wprowadzonego przez Leitingera, zauwaza,
Ze proces przejscia od jednej zasady rézniczkowej do drugiej przy pomocy rézniczkowania
wzgledem czasu mozna przediuzyé, co doprowadzi do nowych réZnic"zkowych zasad me-

chaniki.
W szczegblnodci, jesli zroZzniczkowaé wzgledem czasu réwnanie

1 .
0,8 = 2_, Q,0,4,,
i=1

(S — energia przyspieszenia), przedstawiajace zasade Gaussa we wspéirzednych uogdl-
nionych i rozpatrzyé proces wariacyjny w ktérym 63t = 0, d,q; = 639; = 6,3 ¢; to doj-
dziemy do nowej zasady rozniczkowej

d 3
W(st = gQ163 di,

na mocy ktoérej, réwnania ruchu maja postaé E = Q. W pracy tej Wassmuth rozpa-

24;
truje takZze zastosowanie zasady Jourdaina do wyprowadzenia dynamicznych réwnan
ruchu Eulera przedstawiajacych ruch ciala sztywnego wokél nieruchomego punktu.
Niech cialo sztywne porusza sie woko6t nieruchomego punktu 0, (O&n¢ ) — nieruchomy
uklad osi, (oxyz) — nieruchomy uklad osi, niezmiennie zwigzany z ciatem i poruszajacy
si¢ razem z nim wzgledem nieruchomego ukladu.

Zgodnie z zasadg Jourdaina (7) mamy
(16) D my(E o€+, 00+ £, 88) = D (B, 08+ H, 60, +Z, 6L,

i=1 i=1

gdzie 5;, H;, Z; — rzuty aktywnej sity F;, dzialajacej na punkt m;, na osie n'ieruchomego
ukladu wspéirzednych. Wykorzystujac zwigzek miedzy wspoéirzednymi punktu w rucho-
mym i nieruchomym ukiadzie wspdtrzednych, lewg strong réwnania (16) mozna przed-
stawi¢ w postaci



BADANIE ZASADY JOURDAINA 7

i
N i3 dig+ By 0By + 1 891 +my y iz 0o + B 0, 452 672) +
i=1
+I11,Z,-2(Zi3 60.63'*‘,33 6/33 +’5;3 6'}.’3)],
gdzie o, Bi, yx — cosinusy katéw miedzy osiami ukladu (O&nl) i (oxyz).
Nastepnie w wyrazeniu tym w miejsce dziewigciu wariacji pochodnych cosinuséw
kierunkowych wprowadza si¢ wariacje rzutéw predkosci katowej w {p, g, r} na osie ru-
chomego ukladu wspéirzednych. W tym celu réwnanie Poissona

oy = Fo;—qo;, Oa = PU3—TU;, ..., Y3 = gy, —DPV>

wariuje sie zgodnie z Jourdainem (oczywiscie wariujg si¢ tylko p, g, r). Po podstawieniu
lewa strone réwnania (16) doprowadza sie do postaci

[4p+(C —B)qrldp + [Bi+ (A~ C)rpldq+ [Ci+ (B— A) pglbr,

gdzie A, B, C — momenty giéowne bezwladnosci ciala. Analogicznie prawa cze$é réwna-
nia (16) doprowadza si¢ do postaci

n "ﬂ 1
5}72()’121_21 Y,-)-{—(SL]Z (z:Xi—x:Z)+ 5"2xtYi—}’tXi),
i=1 =1 i=1

gdzie X;, Y;, Z; — vzuty aktywnej sity F; na osie ruchomego uktadu wspéirzednych. Obec-
nie rownanie (16) ma postaé

[4p+(C—B)qrldp+ [Bg+ (A— C)rpldg+ [Cr + (B— A) pqldr =

= 0p D, MZi—z Y)+0q D) @ X=X, Z)+ o ) (i Y=y, X)),
i=1 =

i=1 i=1

skad na mocy dowolnosci wariacji dp, dq, o wynikaja dynamiczne réwnania Eulera.
2. Wyprowadzimy zwiazek zasady Jourdaina z twierdzeniem o zmianie energii kine-
tycznej vkiadu. '
Wyrazenie zasady Jourdaina (7) mozna przeksztalci¢é do postaci, ktéra pozwoli wy-
prowadzi¢ z niej twierdzenie o zmiennosci energii kinetycznej ukiadu,
Istotnie

3n 3n 3n
e or d T L .. 2 17 . d
(17) Zmixléxi = -?[t—Zﬂhxiax—' m,xi—Jt—éx,.
i=1 i=1 i=1
PoniewaZ czas nie zmienia sie, to 4 8x; = 0 A = 0X;
dt dt
Wyrazenie (17) otrzymuje postaé
3n d 3n l
v ar c s (
(18) z:m‘x, Ox; = n ;’m,xtéx‘ = orT,

przy czym

d dr
19 28T = 6——
(19) 5 0T=20 i
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Jesli zatozyé, ze sily X; nie zaleza od predkosci, to przy uwzglednieniu réwnan (18) i (19)
wyrazenie zasady Jourdaina (7) przyjmuje postaé
In

oT .
(20) 6(W~%X’x’)=0’
lub
3
dr . .

Stad w dowolnym momencie ruchu ma miejsce rownanie (21) wariacji Jourdaina: Waria-
cja pochodnej energii kinetycznej ukladu réwna sig wariacji pracy sil zewnetrznych na
predkosciach rzeczywistego ruchu uktadu punktow.
Z réwnania (21) wynika, ze w dowolnym momencie ruchu
3n
IT .
(22) L= Mxix+c,
i=1
gdzie C — funkcja niezalezaca od predkosci.
Niech w pewnym momencie ruchu, predkosci wszystkich punktéw ukladu sg zerowe.
Wowezas z réwnania (22) wynika, ze C = 0.
Stad, z réwnania (22) mamy

dT I
(lt Z%X[xi:
Iub
3n
(23) aT = D X,dx,

tzn. rézniczka sily dzialajacej jest rowna sumie elementarnych prac sil zewnetrznych.
Ostatnia réwno$¢ wyraza twierdzenie o zmianie energii kinetycznej ukladu dla staltego
ukiadu punktéw materialnych.

3. W wyrazeniu zasady Jourdaina (7) nie wystepuje wariacja zadnej funkcji, ale wyste-
puje wariacja predkosci, stad lewa strona wyraZzenia (7) jest wyrazeniem wariacyjnym
i zasada Jourdaina ma postaé wariacyjna.

Poréwnamy z zasadg Gaussa

3n
(24) D (mE—X)6%, = 0.

i=1
Ona jest zaréwno wariacyjna w swojej formie jak i w tresci, poniewaz wyraza minimum
skrgpowania

1 3n x 2
(25) = - E m, (.‘75, — —l) .
2 my

Wracajac do zasady Jourdaina nalezy postawié pytanie, czy zasada Jourdaina okresla
warunek na ekstremum jakiej$ funkcji. W jakim przypadku? Przy jakich ograniczeniach?
a) Jedli sily nie zaleza od predkosci, to ma miejsce réwnanie :
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an 3u

[ dT <) N1, - dT
(26) O(—Adr_gXiAi)_O lub 6(%Xix1_m—)= 0.

3n
W tym przypadku zasada ma jawnie wyrazony charakter wariacyjny: funkcja ' X;x; —

3u B .
— —(?l dla rzeczywistego ruchu ma stala warto§¢. Oznaczymy te funkcje J = 3, X; x;— _[g;
! i=1
i nazwiemy funkcja Jourdaina.
b) Jesli sily zaleza od predkosci, to przeksztalcenie réwnania (7) prowadzi do:

n 3n

O("dl—? —ZX.-J\',) + 3 6X,%, = 0,
a i=1 =1

tzn. wariacja funkcji Jourdaina réwna jest pracy wariacji (wg Jourdaina) sit na predko-
éciach ruchu rzeczywistego. Zasada Jourdaina w tym przypadku nie ma jawnie
wyrazonego charaktern wariacyjnego w sensie istnienia funkcji posiadajacych wartosé
stala dla ruchu rzeczywistego. Jednak jesli praca wariacji sit na predkoéciach ruchu
rzeczywistego jest rowna zero, to 6J = 0 tzn. funkcja Jourdaina ma wartos¢ stacjonarng
dla ruchu rzeczywistego.

A wiec, dla ukladu punktéw materialnych z wigzami idealnymi, zasada Jourdaina ma
jawnie wyrazony charakter wariacyjny — wariacja funkcji Jourdaina jest réwna zero —
jesli sity dzialajace na ukiad nie zaleza od predkosei, 1 jesli praca wariacji (wg Jourdaina)
sil na predkosciach ruchu rzeczywistego jest réwna zero.
¢) Jesli na uklad oddzialywuja jedynie zewngtrzne sity reakcyjne, proporcjonalne do
pierwszej potggi predkosci ukladu punktow, to wprowadzajac funkcje rozrzutu Rayleigha

(funkcja dysypatywna)
n

1 U, .
D =72{ k,x?

zasade¢ Jourdaina mozna przedstawi¢ w postaci

l
5(i+d'>)=o b 67 =0
dt
. . . dT .
gdzie funkcja Jourdaina ]=7+<ﬁ, tzn. w tym przypadku zasada Jourdaina ma

jawnie wariacyjny charakter.
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Peawme

HCCHIEOOBAHHE BAPUAIIMOHHOI'O XAPAKTEPA IIPHHIIMIIA
JKYPIIEHA M CBSI3U EI'O C OBIWHMMH TEOPEMAME MHHAMUKIA

Iaercsi kparticanit 0630p passurust npuxuuma JKyphoeda o yccie/yeTcsi BADHALHOHHLIN XaparTep
[ pUHLHIA.

Summary

ON VARTATIONAL CHARACTER OF JOURDAIN’S PRINCIPLE AND ITS RELATIONS
WITH GENERAL THEOREMS OF DYNAMICS

A short review of the development of Jourdain’s principle is investigated as well as its variatio-
nal character.

Praca zoslala zlozona w Redakcji dnia 24 stycznia 1980 roku.



