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1. Wstep

Celem pracy jest sformutowanie i analiza zagadnienia sprezania termicznego na przy-
kladzie kolowosymetrycznej tarczy wirujacej.

Przez sprezanie rozumiemy sterowanie wymuszanym polem dystorsji pierwotnych g,
w celu uzyskania (samozréwnowazonych) stanéw naprezen wstepnych o oraz (nieroz-
dzielnych) stanéw odksztalcen wstgpnych P takich, ktdre korzystnie reguluja stany kon-
cowe o = 5+¢1R, g = 'é+§ gdzie pola Gis sa znane i zwigzane z danym obciaZeniem
zewnetrznym (por. [1, 4, 6]).

Prezentowane w pracy ,,spreZanie termiczne” stanowi szczegélny przypadek opisanej
wyzej idei ,,sprezania wewngtrznego”. Wprowadzanie do ustroju dystorsp za posrednic-
twem wymuszania pola temperatury ogranicza mozliwosci regulacji stanéw. Ograniczenia
te wplywaja na fakt, Ze pewne rozwiazania wyznaczane dla sprezania termicznego maja
bardziej ztozong postaé niZ rozwigzania uzyskiwane w przypadku ogélnym [6].

Przykiadem innej technicznej realizacji sprezania wewngtrznego moze by¢ wymusza-
nie pdl dystorsji w ustrojach kratowych poprzez generowanie odpowiednich stanéw dys-
lokacji (wydtuzen i skrcen pretéw). [7].

Zajmijmy si¢ przypadkiem ciafa izotropowego i ustalonego procesu przeplywu tem-
peratury. Dystorsje termiczne dzialajace na cialo przyjmuja postaé:

6)) 8 = 03,
gdzie ® — pole temperatury w stosunku do stalej temperatury otoczenia, « — wspdt-
czynnik rozszerzalnosci termicznej materialu, § — tensor jednostkowy.

Pole temperatury musi przy tym spelniaé réwnanie przewodnictwa cieplnego.

@) VO = —

ud

1 b

gdzie }.——wspolczynnlk przewodnlctwa cieplnego w materiale za§ W — pole skalarne
Zrédet ciepla,

Cecha charakterystyczna sprezania termicznego jest fakt, Ze nie istnieje mozliwos¢
wymuszania beznaprgZeniowo odksztalcen wstgpnych (poza przypadkiem liniowo zmien-

nych pél §) oraz bezodksztalceniowo naprezen wstepnych [6].

» Praca wykonana zostala w ramach wspélpracy polsko-amerykanskiej (fundusz Marii Skiodowskiej-
Curie NO INT 75-08722) na temat ,,Optymalizacja elementéw i systemdw konstrukcyjnych”.

9 Mech, Teoret. i Stos, 4/80



650 'J. HoLNICKI — SZULC

Zatem, poza przypadkiem liniowo zmiennego pola @, kazdy inny rozktad temperatury
wywoluje jednocze$nie stany naprezen i odksztalcen wstgpnych.

2. Sformulowanie zagadnienia spr¢zania termicznego tarczy wirujacej

Oméwimy przyklad tarczy z otworem wirujace]j ze stata predkoscia katowa w (rys. 1).
Obcigzenie zewngtrzne opisane jest w tym przypadku (pomijajac €igzar wiasny) przez
pole masowych sit odérodkowych
gdzie o — masa wlasciwa materiatu.

(3) R = ow?r,
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Uwzgledniajac wplyw pola dystorsji na stany naprezen i odksztalcei koncowych
przez przyjecie zmodyfikowanych zwiazkéw konstytutywnych [2, 6], otrzymujemy ukiad
zwiazkow zapisanych dla naszego kolowosymetrycznego przypadku w ukiadzie wspét-
rzednych biegunowych: '

— réwnania réwnowagi

@ : rt - (6,=06)+ R = 0,
o, =0 dla r =5,
=0 dla r=a,

— warunki nierozdzielnosei _
(%) g —&+Tee, =0, = -
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— zwigzki konstytutywne

—

& = f(gr _7’69)"':31
© 1
Ep = E(O‘O —1’0’,.)-|—8,
E °
g, = IT,,z(ef-l"""'@)—U'
(D ..
% =153 (o+78,) —0,
gdzie
® P-u, ¢=-L 40
1—»

WprowadZmy ograniczenia nieréwno$ciowe narzucone na koncowy stan napreZefi
w postaci: :

~

o—<0<7
® _
G— < 0p <

g < 0, gdzie o> 0.
I’ . L L . . .

Jedli napreZenia o, i 0, Wywolane przez obciaZzenie zewngtrzne polem sit masowych R
ograniczer tych nie spelniaja, interesujacy z inZzynierskiego punktu widzenia staje sig
problem poszukiwania pdl dystorsji £, ktére minimalizujac koszt sprezenia mierzony cal-
ka (globalna energia stanu dystorsji):

(10) min [ &5dv

‘ v
wywoluja stany wstgpne g,, 3@ dostosowujace naprezenia koncowe ¢, = g,+('r',, 0o =
= 6g+0s do ograniczen ). _

Dysponujac techniczng mozliwoscia wprowadzania dowolnie roztozonych Zrédet
ciepla w, zwigzki (3)+ (10) formuluja zagadnienie optymalnego sprezania termicznego.
Otrzymane zadanie minimalizacji funkcjonatu (10) przy ograniczeniach nieréwnoscio-
wych (9), wiezach w postaci czterech réwnan: (4)*, (5) i (6) lub (7) oraz dwéch warunkow
brzegowych (4)2 i (4)° opisuje pie¢ poszukiwanych funkcji 0, o,, 64, &, co-

Zwiazek (2) opisuje rozklad Zrédet ciepta w, jaki nalezy wymusié w celu wygenero-
wanija pola temperatur ©. ' ' '

A\
3. Przypadek ir()del' clepla rozlozonych na brzegu tarczy

Stan naprezen uzytkowych rozpatrywanej (niesprezonej) tarczy wirujacej opisany jest.
zwigzkami [5]:

2
R L Qw2b2[1+ (%) (1_%) —52] ¥ gs(6),

g*
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2
L | T B EFON
gdzie: £ = —;;—E<-i;—, 1>, = %szbz.

Omowmy przypadek lagodzenia koncentracji naprezed w $rodkowym obszarze tarczy
(por. rys. 1) przez zastosowanie sprgzania termicznego.

Warto$é & wystgpujaca w ograniczeniach (9) — mniejsza od maksymalnych wartoci
c'f,, 5@, przyjmiemy pozniej.

Wprowadzmy dodatkowo ograniczenie dowolnosci pdl temperatur & do takich, kt6-
re moga by¢ wywolane przez zrodla ciepla przylozone jedynie do brzegn wewngtrznego
otworu tarczy (rys. 1). Ograniczenie to uwarunkowane jest wzgledami technologicznymi,
ulatwiajac realizacj¢ wyznaczonego rozktadu temperatur. _

Kryterium optymalizacji (10) zbiezne jest w tym przypadku z minimalizacja inten-
sywnodci Zrédet ciepla na obwodzie r = a. 7

Poszukiwane pole temperatury @ musi spelnia¢ w stanie ustalonym réwnanie prze-
wodnictwa cieplnego (2) (bez Zrédet wewnatrz tarczy: VO = 0), ktére w omawianym za-
daniu kolowosymetrycznym przyjmuje postac:

(12) . @rr+ '}_‘@r =0,

7z warunkiem na brzegu r = b;
13y o =0,
Z powyzszych zwiazkéw wynika postaé rozkladu temperatur:

¢ r
(14) 6=2m(7)
z doktadnosicig do parametru C, zaleznego od intensywnosci zrodla ciepla roztozonego
na obwodzie r = a.

Znajac pole dystorsji termicznych (14) mozna okresli¢ pole naprezen wstgpnych przez
nie wywolywanych (z dokladnoscia do statej C).

Podstawiajac w tym celu (14) do (6) a nastepnie wyrazajac warunek nierozdzielnosci
(5) przez naprezenia otrzymujemy wraz z réwnaniem réwnowagi (pomijajac obcigZenia
zewngtrzne R) uktad dwu réwnan rozniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na dwie nie-
wiadome funkcje opisujace naprezenia wstepne: 5,(r), f;e(r) o warunkach brzegowych
(432,i® na okregach r = g oraz r = b. Rugujac z tego uktadu funkcje naprezen obwodo-
wych dochodzimy do opisu wstgpnych naprezen promieniowych 0,

r2§m+(2v+ 1)r'c})z‘,,,.+ rEa®, = 0,
(15) R R
o dr'r:a = Gr’r:b =0,

gdzie:

@ir = _G‘-
r
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Mozna sprawdzi¢, Zze calka ogélna réwnania rézniczkowego (15)! ma postaé:

EaG

a
(16) ())'z = 7 (Inr"i—rle) +¢12,

okres$long z dokladnoscia do stalych a,, «,.
Wyznaczajac je z warunkow brzegowych (15)2 otrzymujemy ostatecznie

1 ar
ln(—al;)a” (52” -—1) = z1(),

R

an _ ¢ = —z|Iné+ P

. ExC r a
gdzie: z = §=_be<—b—’1>'

Znajac rozklad naprezen promieniowych, mozna wyznaczy¢ z (4)! naprezenia obwo-
dowe:

In (%)az" i
R

(18) 0g = —Z ln§+ W ((1 —21’)2'27 '—]) d——f— Z\'V(E).

Znajagc napreZenia wstepne wywolywane przez pole temperatur (14), zadanie termo-
sprezania ze wzgledu na spelnienie ograniczen (9) minimalnym kosztem wprowadzanych
dystorsji sprowadza si¢ do minimalizacji parametru:
(19) minz?,
przy ograniczeniach
Es(£)+21(8) < T, Es(E)+zt (&)
u(B)+zw() <o, Lu(d)+zw(é)

Jesli wartoé¢ o ograniczajaca napreZenia dopuszezalne jest okreslona, to przy funkcjach
s(8), 1(5), (&), W() zdefiniowanych wyrazeniami (11), (17), (18), zwiazki (20) opisuja
zesp6t warunkéw okreslajacych obszar dopuszczalny na osi liczbowej z, ktéry jest zgodny
dla kazdego & z warunkami (20). -

Po znalezienin tego obszary,-oraz okre$§leniu minimalnej wartoéci z, mozna wyznaczyé
poszukiwany parametr C (17) okre$lajacy (por. 14) intensywnos¢ Zrodia ciepla
1) 6y =—In (‘;—)
jakie nalezy wprowadzi¢ na obwodzie otworu wewnetiznego tarczy wirujacej w celu opty-
malnego termosprezania. '

Omawiane zadanie rozwigzano numerycznie przyjmujac dane:

1 1
T, b"15 'p——Z:

Warto$¢ ¢ ograniczajaca naprezenia dobrano tak, aby efekt sprezenia byl najwiekszy.
Omawiany przyklad reprezentuje zatem zadanie maksymalnego lagodzenia koncentracji
naprezeri. Mozna go wykorzystaé do maksymalnego zwigkszania noénoéci ustroju po-
przez sprezanie.

Z _89
20) z —o.

a= ¢ = 0,3941Z.
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Parametr z przybiera w omawianym przykladzie optymalna wartosé
(22) -z = —14151¢,
skad wynika, obliczajac parametr C, ze poszukiwane pole temperatury (14) ma rozklad.
2¢ r
23 6= 14151Eb1(b)

i moze byé wywolane przez ogrzewanie brzegu otworu wewnetrznego tarczy Zrodtami
ciepta (21) o intensywnosci (podstawiajac dane przykladu)

2

) gw
O, =
(24) o = 0,3985 o

Rozklady naprezen radialnych i obwodowych w stanach uzytkowym, wstepnym i kofi-
cowym pokazano na rys. (1). Wida¢, ze w wyniku termosprezania wzyskano ponad pig-
ciokrotne zmniejszenie ekstremalnych wartosci mnaprezen.
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 OBPA3OBAHHME IIPEIBAPHTEJIBHBIX TEPMI/I‘-IECKI/IX HATIPSDKEHUIA
HA TIPUMEPE OCECHMETPI/I‘-IECKOI‘Z 3ATAUN

B pabGore paccmarpmBaerca npoOieMa NpefBapUTENBHBIX TEPMAYECKMX HanpsOKeHMi. Jagaya
SAKJIIOYAETCA B YNPABJIEHMA TEPMUUECKHM IIONEM C LEIBIO NOMYUeHAsS TpeGyeMoro yepepacupeseIeHns
HanpspxkeHMi 1 gediopmammii B HArDYIKEHHOM YIIPYTOM COOPYIKEHKH.

ITonpoGuo o6cy:aaroTcss pe3yNbIATEI HONYYEHHbIE B CIIydae BpAalIarollerocs OHCKA. Honyqeuo
ONTHMAJILHOE PACNPENETICHHE TEMIEPATYPhL I yKasad CHOCOG re0 peaNTH3amuH.

Summary
THERMAL PRESTRESSING — AN EXAMPLE OF ROTATING DISK

A thermal pretressing problem is formulated in the paper. The pretressing is understood as a coatrol .
of temperature field in order to produce a convenient redistribution of stress and strain states in a loaded
structure.

An example of rotating disk is examined in detaﬂs In the result, the optimal distribution of temperature
is determiped. A technical way producing of such a distribution is also discussed.. '
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