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1. Wstep_

W pracy przedstawiono rozwigzanie powlok prostokreslnych ‘opartych mna okregu
pracujgcych w zgigciowym stanie napreZenia. Przyjety model matematyczny, opisujacy
stan naprezenia w powloce, oparto na liniowej teorii izotropowych jednorodnych powlok
sprezystych. W pracy rozpatruje sig tylko péwloki cienkie, tj. takie, w ktérych odleglosci
pomiedzy powierzchniami granicznymi sa wielokrotnie mniejsze od wymiaréw i promient
krzywizn tych powierzchni.

Obecne rozwigzania stosowane w praktyce dla powtok hiperboloidalnych (chlodnie
kominowe) bazuja w zasadzie na pracy w stanie blonowym. Natomiast préby rozwigzania
stanu zgigciowego za pomoca innych metod nie uwzgledniaja rzeczywistych warunkoéw
brzegowych, co prowadzi do znacznych odchylen w pordwnaniu ze stanem rzeczywistym.

Najwigksze odchylenia uwiadaczniaja si¢ w przemieszczeniach. W prezentowanej. pracy
rozwiazanie stanu zgigciowego bazuje na szeregach hipertrygonometrycznych pozwalaja-
cych uwzglednia¢ dowolny sposob obcigzenia i podparcia.

Wprowadzona parametryzacja opisuje wspOlnym réwnaniem wektorowym hiper-
boloide jednopowlokowa, stozek i walec a to pozwolilo na podanie algorytmu rozwiazu-
jacego trzy typy powlok. Takie ujecie umozliwi obliczanie tych powtok na EMC za po-
moca jednego programu.

Rozwiazanie ogdlne ukladu réwnan oparto na pracach [1, 2] i polega ono ma wpro-
wadzeniu dwéch wymuszonych standw, blonowego i zgigciowego sprowadzajacego od-
powiednie uktady do kwadratur. Postepowanie takie dalo w rozwiazaniu uvogélnione sity
przekrojowe napiecia i momenty, ktére sa sumami ztozonymi z wptywéw pracy blonowe]
i zgieciowej. Podane rozwigzania ogdlne zawieraja dowolne funkcje niewiadome, zaleZzne
od sposobu zamocowania powloki. : '

Funkcje te moga by¢ wyznaczone z warunkéw brzegowych, poniewaz rozwigzanie
zawiera szeregi trygonometryczne pozwalajace uwzgledni¢ dowolny sposoéb podparcia.

/

2. Ogélny uklad réwnan

2.1. Opis geometryczny. ROwnanie wektorowe powierzchni srodkowej powlok prosto-
kreslnych opartych na okrggu opisuje wzér:

Q.1 F = a, (cosu?i+sinu?) +u [cos(u? + )i+ sin(u? + a)j] x cos B +u'sin k.
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Zmienne niezalezne u?!, u? s wspotizednymi krzywoliniowymi na powierzchn? (rys. 1)
przy czym u' okre§la poloZenie punktu na tworzacej, u? wskazuje tworzaca, na ktérej
lezy punkt. , _ '

Zmienna »' nalezy do przedziatu 0 < u' </, gdzie / jest dhigoscia tworzacej, nato-
miast u? jest zawarta w przedziale 0 < 42 < 2.

Kat « jest zawarty migdzy rzutem tworzacym na plaszczyzng xy, a promieniem pod-
stawy a, . Nachylenie tworzacej do plaszczyzny xy okreéla kat f.

Jezeli w réwnaniu (2.1) przyjmiemy o = 0i f = 7/2 otrzymamy walec, &« = 01 f % z/2
stozek, o # 0 i 8 % =/2 hiperboloide jednopowtokowa.

Wspolczynniki pierwszej i drugiej formy réZniczkowej, ich wyrézniki oraz krzywizny —
gaussowska 1 Srednia wynosza [1];

811 = 1:
812 = g2, = a,sinacosf,
222 = (u')?cos?B+2u'a cosacosf+a3,
g = (u')%cos?f+2u'a;césacos f+ a3 (1 —sin?wcos?f),
bl]. = 0: ‘

1 ‘
by = by = —=g1,5inp,
Ve

(2.2) 1
by = —— g2z8inp,

Ve .

1 .
b= — "g—,(gizsmlg)z,

. 1 ,
K = ——(?g“sinﬁ) >

H o= 878 g
2%Ve
Symbole Christoffela drugiego rodzaju:
| }1 =0, ix =0,
F§2=F%1= _821;%_’
23) b= T} = ~—— T,
' - 812
52 = gozz. iz >
&512
%2 = = I‘}z .

2.2. Zwlazki geometryczne powloki. Zwigzek skiadowych przemieszczenia ze skladowymi
tensora odksztalcenia blonowego przyjmuje postaé:

'
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Y4

Rys. 1 !

Whi+g W2 = vi1,

2.4 ] gW? —2b,,W? = 2Y12—812Y11,
1
74?,11’1/1-1722’4/3 = Y22

- Przecinek uzyty w wyrazeniach (2.4) oznacza odpowiednia pochodna wzglegdem zmien-
nej ul. ‘

2.3. Zwiazki fizyczne. Zwigzki fizyczne wiaZzace naprezenia z odksztalceniami dla wersji
uproszczonej maja postaé:

@.5) ' NY = NY46HEY, MY = My En2HNY,

gdzie: £ oznacza parametr staly, a NY i MY sg zwiazkami:

— 2Eh .
26 NY = T [(1 =»)y" +vghi 4], ’
' sy 4BR -

Niezmienniki 4 i B wystepujace w (2.6) sa sumami:
‘ .

en . - A=g'y;, B= g”‘?‘i’
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przy czym tensor odksztalcenia blonowo — zgieciowego g;; mozna zastapié zaleznosciy:

1
(2.8) 0is = — Wl

Utzyta w (2.8) kreska pionowa oznacza pochodng kowariantna. Zwiazki (2.6) napiszemy
w innym ujeciu, dostosowanym do bezposredniego wykorzystania. Z pierwszego wyraZenia
(2.6) wyznaczamy skladowe tensora blonowego y;:

. 1 .
2.9 - Yy = 2Eh (M —»)gugn ~ygigulN"™.

Wielkosci MY opisane drugim wyrazeniem (2.6) po podstawieniu (2.8) przyjma postaé:

(2.10) MY = —L}P[(l —v) g'g™ W2y -+ yg W],
3(1—»)2
Sktadowe tensora sit tnagcych Q ‘napiszemy w oparciu o prace [1]:
3
2.11) O = ~ 5 msr £
Niezmiennik W wystepujacy w (2.10) i (2.11) jest suma:
(2.12) W= giw3|,.

Przejscie do wspoéirzednych fizycznych, odniesionych do bazy jednostkowej dokonujemy

Za pomocyg Wzorow:
1 _ 81 agij 1 1 i
Nlj "“I/gu N P Ql = Vgii Q:

(2.13) My == ]/g::,-i M2, M = ]/—%r M7,
Wil =vyeu W, Wil= W
Pl =Yg v, Py = P?,

(po ij nie sumowad).
Symbol ,, 1’ oznacza wspSlrzedna fizyczna.

3. Rozwijzanie réwnanla réiniczkowego powlok prostokreélnych opartych ma okregu

Réwnanie rézniczkowe rozwiazujace dowolne powloki prostokresine dowolnie obcia-
zone j podparte posiada ksztatt — patrz praca [1]:
N — —4 o —
(3.1) gijgklg"'"grsszhmnkm'i'%biubszzhlu = —R,
gdzie:

g B 1 1
R = gJgktgm"Rllmnku,f'*‘%Kbu[Rz+?P3|11]|u+ Lid

5ok
878" P |cuisnss



oraz

(3.2)
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o
Rt = gpe, - B p,

KB, — b”Pm,

Kb = 2Hg' —p,

34. 3(1;_1'2 2)

Rozwigzanie réwnania (3.1) mozna przedstawi¢ jako sume:

(3.3)

Zdozona z catki N2?, nazwanej calka ogdlng i catki N22 nazwanej calky szczeg6lna.

2 _ N§2+ﬁ§2
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Calka szczegblna N 22 jest rozwigzaniem stanu ‘bezmomentowego i moze byé wyznaczona
przez calkowanie bezpoérednie,
Catka ogélna N22 rozwiazujaca stan zgieciowy, moze byé przedstawiona jako suma
odpowiednio dobranego szeregu hipertrygonometrycznego, zapisanego w ujgciu tenso-
rowym. Zapis tensorowy bedzie szczegélnie korzystny dla przeprowadzema wszystkich .
operacji matematycznych zwigzanych z obliczeniami.
Wprowadzmy nastgpujace wielkodci majace charakter tensorowy ze wzgl@du na su-

mowanie.

Argumenty funkcji trygonometrycznych

hiperbolicznej:
(3.9

kotowej:

(3.5

7 = B,

= Briw.

Funkcje trygonometryczne

Hiperboliczne:
3.6)

pochodna funkeji Hi:

(3.6")
kotowe:

3.7

"pochodna funkcji K7:

(3.7

;_Jsh dlai=1,
H—{ch dlai=2,

= _Jch dlai-1,
H_{sh dla i = 2,

i _ sin dla j=1,
K {cos dla j =2,

— cos dla j=1,
k {sin dla j = 2,
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Wielkoscl trygonometryczoe
hiperboliczne:

Ak = H'Zk,
(3.8) A, = H'ZY,
kolowe _

B = K'Z,
) B, = K1z,

Po wprowadzeniu tych wielkosci calce ogdlnej NZ? mozna nadaé ksztatt:

(3.10) ' N2 = ' cppAlBL,
mu=1
Wskazniki I, j, k, I maja charakter tensorowy i przyjmuja wartoéci 1, 2, natomiast m, n
53 liczbami naturalnymi. Wielkosci Cj3Y;; wyznacza si¢ z warunkéw brzegowych.
W wyrazeniu (3.10) nie znamy wielko$ci mf, n}. MozZemy je wyznaczyé rozwiazujac
réwnanie algebraiczne dsmego stopnia, uzyskane ze spetnienia tozsamosciowego réwnama
(3.1), ktére przgimuje postac:

. B4 - _ o
(3-11) 888 e N 22 s mmeasy+ %bi"b"‘Nlekm = 0.
Po wykonaniu dzialad polegajacych na rézniczkowaniu szeregdw otrzymamy nastepujacy
ukiad rownan:

B*[(D* —E?)* —4D?E? 4+ %*g(D} —ED] = 0,

Roéwnanie rézniczkowe (3, 11) jest rGwnaniem o pochodnych kowariantaych (oznaczonych
pionowa kreska ,,|”’) ze zmiennymi wspélczynnikami zaleznymi tylko od wspotczynnikéw
pierwszej formy rézniczkowej g;;. Réwniez poszukiwane wielkosci m¥, n} beda funkcjami
wspoélczynnikow g;;. Dzigki temu w procesie rézniczkowania kowariantnego beda si¢ one
zachowywaly tak jak wielkosci stale, Zilustrujemy to prostym przykladem rozwigzania
nastgpujqcego réwnania rézniczkowego, o pochodnych kowariantnych:

gUNlu'l' dN = 0,
gdzie « jest funkcja g;;.
Przyjmujac rozwiazanie ilustrujace postaci

N = sinng?,

w ktérym n; beda funkcjami wspolczynnikéw pierwszej formy rézniczkowej g;, otrzy-
mamy po zréZniczkowaniu kowarlantnym i spelnieniu réwnania wyjéciowego nastgpujace
rownanie:

[gnn;—alN =0,
1 dajace algebraiczne réwnanie rézwiazujqce postaci

ginnj—a =0,
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Uwaga: Rozwijajac funkcje sinnu' w szereg otrzymamy:

. ; nu)?  (mu')s
N =sinnu’ = nu ( 3!) + ( '5!) -
Po zrézniczkowaniu kowariantnym wzgledem zmiennej u* bedzie

e oL na
le=n,‘[1—(n'2u!) + (”‘:!) - ]

bo n, jest funkcja gy;, czyli;
Nl = n cosnud.

Ponowne zréZniczkowanie wzgledem zmiennej «' daje
' Ny = —nnsinnu’.

Rozwigzanie ogélne réwnania (3.11) uzyskamy tworzac odpowiednia sume szeregu
hipertrygonometrycznego postaci (3.10).

(3.12) B[4DE(D? —E?) +2x%¢D,E,] = 0,
gdzie: .
D = gg¥Dy, E = ggVEy,,
b b-

. Dy = k}-;bijD,_i, E, = kj——b”E”,
3.13) ; :
( k,_{ 1 dlai=j
7o l-1 dlai#j,
- Dy =mim§—nin}, E,; = mn}+minl,
Z ukiadu (3.12) mozemy wyznaczyé niewiadome wielkodci m¥, n}. Przyjmujac D = 0
i E = & dochodzimy do ukltadu dwéch réwnan z czterema niewiadomymi:
g8 (mfmk—nin}) = 0,
(3.14) g el
88Y(min;+mjni) = s,
gdzie: & = +sinp

Dwie z tych niewiadomych moga byé dowolnie przyjete, a wtedy pozostate dwi‘e
Wyznaczymy z réwnati (3.14). Rozwiazanie uktadu réwnan (3.14) mozna podaé w postaci:

— 2
B PR W o S
mk —?—IV_——H ]/7[]/”( bz ) |\l =gt ) +1 ¥ ,

mg = m2’
gb n 1 11\2 4mayn n,\?
nl — ]/g 812 T2 1 4 8y _ 2N, ]_(‘_2)
o R
nIZ = nZ’
gdzie: .
' : b* = (m;)*+(ny)*
3.16) gl 1 dlak=1
' “l-1 dla k=2

8 Mech. Teoret. i Stos. 4/80
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4. Rozwigzanle stanu zgigciowego

Wszystkie wielkosci opisujaice stan zgieciowy, 2ardéwno sity jak i przemieszczenia, sg
sumami odpowiednich szeregdéw hlpertrygonometrycznych Szeregéw tych sa cztery
rodzaje, a rozwigzania sa ich kombinacjami.

Oznaczajagc wystgpujace w réwnaniach sumy odpow1edmm1 symbolami, uzyskamy
mozliwo$é wprowadzenia do opisu konwencji sumowania tensorowego.

Niech symbole S*i S* okreslajg sumy:

S = CklijArl:nB;,rlln: S2 = Cl’("l'l‘_/Arir,l‘anln’
S" = Ckll]A::anln7 S = Cl,:"l'ileli:anln
Wéwezas sity N beda opisane wyraZzeniem:

@2 - N§ = D FY s

@1y

mn

Wielkosci FY¥ uzyskamy z odpowiednich réwnan réwnowagi [1]. MoZemy je podaé¢ w po-
staci: '

.Fiz _ m’{km22+n’lln§ .
iz = ' l(ml)"*;(nl)
. |1 < DEM2 TR
: (mh)*+ (n})?
4.3) f“ 3 {F}1 = (F1%)* —(F3*?,
ro= Fil = QF12F12
Fi2 =
FH o= { ‘ .
Sl -0

Po wykorzystaniu zwigzku przemleszczema W z sitami N¥ postaci:

4.4) Wo = - g b, NY

moZzemy momenty M okre§lone réwnaniami (2.10) opisaé nast@puja_ccymi wyrazenia-
mi: ‘ : : : :

@5 | ‘ R — /32 z [(1 —v) (5"G"’+e§‘L")+vag”e"]FkS’
gdzie: G”‘ irrs sa okreslone wzorami: . '
4.5) G™ = gg"gl (mf mk —nim), L™ = gg"gl(mink+nimk),
oraz
o o | 1 dlai=1
a;.'={(1) iZd g=1 0 dai=j
ar#J ~1 dlai=2

Sity tnace opisane réwnaniami (2.11), dla stanu zgi@éiowego po odpowiednim zréZnicz-
kowanju kowariantnym wyrazenia (4.4) wynosza:

(4.6) Ol = —%g"'(éﬁni_—efm{‘)F,E’,
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gdzie: ‘ .
47 Fp= bUFllcj'
Przemieszczenia wi wyznaczymy z réwnan (2.4):

= 35k L B
m,n
vi/2=—1——23§'
(48) ' 2Eh &1 7

3 i
| ,?.Eha ZF'S

Wielkosei 4;, B; wystépujqce w (4.8) s3 réwne: .

o MimtMan o Mam—Man,
A CA RN Bl(m%)*+ ()]’
_ —B,[mfFY +niFY] _ —By[mf FY —nlF¥]
By = B, =

(4.9) BlmD*+ ()] 7 Almd)*+ @D 7

M, = AIJF;:J"ﬂ((Ska'*’er nZ)Bk,

2gH .
4= (1 '"‘”)gu‘—%”bu, By = (148,81~ Ay —v8y

5. Zestawienle wzoréw obliczenlowych
WyraZenia opisujace prace powloki sa sumami zlozonymi z calek szczegdlnych od-
powiadajgcych stanowi blonowemu i calek ogdinych dajacych prace zgieciowa.
5.1. Stan blonowy

Nit = —ﬁ[f}/g Pidyt 2si1nﬂ fg’P3du’+C1],
(5.1 N2 = - 2; N4 V’g o [ ng gia Pldut + — ng3 dut +c2],
N22 = — i[2g12ﬁ§2+:{TgﬁP3].
Przemleszczenla
wHh =f{[ gg v +2-82 (%” -—yu) expf ;;:: %3;22 du‘]}du1+C3(u2),
“y W | [ Fuuaw —Wl]+c4(u2),

b, |2 ou
Odksztalcenia 7,; wystepujace w (5.2) wyznaczymy ze wzoréw (2.9).

= 1 {1 — '
W3 — [_ 3822 W_l _‘y22j| .

8*
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5.2. Stan zgleciowy
Sily
Ni = Z F{s
(53) n,n
O = __;’; gi(8snl—esm¥)F, 57

Momenty zginajace

(5.4) M= ﬂ2 — [(1 =) (3KG™+ ef L™*) +vegliek| Fy S,

- Przemieszczenia

A 1 —_ »
(55) W1=—2—ETZA1S1, Wz_—z—E]—ZBiS[ Ws_—th—z FiS'.

nm mn
Wielkosci pomocnicze Fif, G™, L™, F,, Ay, B, okreslaja wzory: (4.3), (4.5), @.7),
(4.9).
5.3. Stan laczny
Wielkosci tensorowe

Sily
N = NY+N¥ +6HM",
(5.6) A —
Q) = Q'+ En*(HNY)|,,
Momenty
(5.7) MY = MV 4 ER2HNY,
Przemieszczenia
(5.8) Wi=W+W, W3=Ww3+w?

Wielkoscei fizyczne uzyskamy ze wzoréw (2.13).
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Peswome

U3TUB JUHENYAUIBIX OBOJIOYEK OITEPTHIX HA OKPYXXHOCTH

B pafote fano pelllenue NpoGneMbl THHEHYATHIX 000NOUEK OMUPATOLIMXCA HA OKPYXKHOCTH, pabo-
TAIOLUHX B MICHGAIOILEM HAIPSYKEHHOM COCTOAHMM. IIpHHATa MaTeMaTHUecKad MOIEJNb, OINHCHIBAIOLAS
COCTOSIHHE HANPAXKEHHA B 000JOUKe OCHOBCHA HA JIMHEHHON TEOPHH K3OTPONHBLIX OJHOPOJHBIX YOPY-
rux oBonouex. Beegena mapameTpHaala OMUCHIBAET OOLIMM BEKTOPHBIM YDPABHEHWEM OAHOIIOJIOCTHBIA
TAnepOONON S, KOHYC ¥ IWJIMHOD, a 3TO IO3BONMIO ONPENENUTh aNTOPHTM Dellaronlmit 3a)1atm Tpex.
THOOB 0GONIOYEK.

B nacroswett pafore pelllenne n3rubaroLIero COCTOSHUS ONHPAETCs HA UNEPTPHUIOHOMETPHUECKHX
pAOaX, MO3BaJAIQIIMK YTHTBIBaTh X000 Criocol Harpyska ¥ IORIOPLI.
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Summary

BENDING STATE OF RULED SURFACE SHELLS BASED ON A CIRCLE

We discuss the bending theory of the ruleg surface shells such as cylinder, cone and one sheet hyperbola
based ona circle. The mathematical model is based on the assumption that the shells material is isotropic
and linear.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 3 lipca 1978 roku.



