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1. Uwagi wstepne

W wyniku znacznego w ostatnim dziesigcioleciu rozwoju metody elementéw skon-
czonych stalo si¢ obecnie mozliwe uzyskiwanie zadawalajacych projektanta (tj. dosta-
tecznie dokladnych) rozwigzan nawet dla trudnych zagadnien brzegowych w zakresie
liniowej statyki powlok. Postgpujace udoskonalenia odpowiednich programéw oblicze-
niowych uczynily z rozwiazywania prawie wszystkich zagadnien dotyczacych liniowej
teorii powlok standardowa czynnoéé¢, stosunkows prosta do bezpofredniego i natych-
miastowego wykonania. Pomimo, iz dla pewnej klasy zagadnien (jak np. obcigzenia
skupione, koncentracja napreZef, nieciagle warunki brzegowe) problemy wyboru typu
elementu czy teZz sposobu dyskretyzacji konstrukcji wymagaja dalszych studidéw i ulepszen,
mozna w zasadzie stwierdzié, Ze istniejqce procedury numeryczne pozwalaja na obli-
czanie w ekonomicznie uzasadmony sposob liniowo-sprezystych powlok z dostateczng
dla celéw praktycznych dokiadnoscia.

W dziedzinie obliczed konstrukcji powlokowych -pracujacych (lub przewidzianych
do pracy np. w warunkach awaryjnych) w zakresie geometrycznie i materiatowo nieli-
niowym sytuacja jest daleko bardziej skomplikowana.?’ Niezwykla zawito$¢ analityczna
(czy nawet, nickiedy, pojeciowa) zagadnien taki¢h jak: redystrybucje naprezed wynikajace
z lokalnych uplastycznien materiatu, lokalne odcigZenia w obszarach uprzednio uplastycz-
nionych, rézne rodzaje utraty statecznolci czy wzajemny wplyw na siebie (sprzg¢Zenie)
obu przyczyn nieliniowoéci (nieliniowej charakterystyki materiatu i duzych przemiesz-
czen) byly powodem, Ze dotychczas podgjmowano tylko niewiele préb peinego, nielinio-
wego opisu zachowania si¢ powlok. W szczegdlnoéci rozwiazanie zagadnied utraty sta-
tecznosci nie jest, i nie moze byé, proste i natychmiastowe. Podejscie do badania statecz-
nosci konstrukgji rézni sie bowiem od przypadku do przypadku i nie jest mozliwe zbudo-
wanie jednego programu zdolnego do przeanalizowania wszystkich probleméw zwiazanych
z poszukiwaniem osobliwoséci w rozwigzaniach dla powlok o dowolnym ksztalcie. Jesli
chodzi o problematyke plastycznodci to najwigksze kiopoty sprawia tu wyboér odpowied-
nich elementéw skoriczonych zdolnych do zadawalajacego opisu rozprzestrzeniania sig
stref uplastycznionych zaréwno wzdhuz powierzchni jak i po grubosci powloki.

D Uwagi w oparciu o do§wiadczenia uzyskane przy opracowywaniu programé6w SHELAX, SHELIN,
SHENON, LARSTRAN, DYNAX.
D Szerokie oméwienie réznych sytuacji praktycznych, wymaga_mcych obliczenia konstrukeji powlo-
kowych w oparciu o teorie nieliniowe przedstawiono w [1].
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Aby wiec podjaé trud dokladnej, nieliniowej analizy powloki potrzeba uprzednio
dobrze zrozumieé i przewidzieé rozne skomplikowane zjawiska zachodzace w konstrukcjach
powlokowych i stosownie do tego zdecydowac si¢ na taka lub inng technik¢ numeryczna,
Nawet dysponujac gotowym programem nieliniowej analizy powlok uzytkownik bedzie

~musial podejmowaé decyzje dotyczace uwzgledniania jednych i pomijania innych efektow
nieliniowych w toku konkretnych obliczenn numerycznych. Uwzglednienie wszystkich
przyczyn ewentualnego nieliniowego zachowania si¢ powloki powodowaé bgdzie bowiem
prawie zawsze olbrzymie komplikacje numeryczne (konieczno$¢ szerokiego korzystania
z pamieci zewnetrznych maszyny cyfrowej, klopoty ze zbieznoscia procedur iteracyjnych,
ewentualna koniecznoéé pracy z wykorzystaniem podwdjnej precyzji, wielokrotne zwigk-
szenie si¢ kosztu obliczen).

Z rozwazan powyzszych wynika pierwsza ogdlna konkluzja (nastgpne podamy w dal-
szym toku pracy):

Stosujgc metody numeryczne w nieliniowych zagadnieniach powlok szczegdlng
uwage przypisaé nalezy gruntownemu zrozumieniu fizycznych podstaw odnosnej
problematyki. Znaczace wyniki i -ich odpowiednig interpretacje uzyska¢ mozna
wylacznie w oparciu o taka wiedzg.

W szczegblno$ci godne polecenia wydaje sig przestudiowanie przed przystapieniem
do konkretnych obliczen istniejacych rozwigzan analitycznych i numerycznych dotycza-
cych utraty statecznosci i zachowania pokrytycznego réinych prostych konstrukeji spre-
zystych i niesprezystych takich jak kolumny, uklady pretédw, prostsze przypadki plyt.

2. Podstawy nieliniowej analizy powlok

Elementy skonczone stosowane dotychczas do analizy pow}ok podzieli¢ mozna na

pie¢ zasadniczych grup:

a) elementy plaskie, otrzymywane na drodze prostej superpozycji elementéw tarczowych
i plytowych, : .

b) elementy zakrzywione, otrzymywane na bazie réznych teorii powlok (najczgéciej na
bazie teorii cienkich powlok mato wyniostych),

¢) tréjwymiarowe elementy ‘izoparametryczne, dla ktérych wprowadzono w dyskretyzo-
wanej postaci pewne zalozenia teorii powtok,

d) ,,nieformalne” elementy oparte na tzw. metodzie ,,physical lumping”’,

e) elementy do analizy zagadnien specjalnych, wéréd ktérych najwigksza grupe stanowia
elementy do analizy zagadnieA o osiowosymetrycznej geometrii z osiowo- lub nie-
osiowosymetrycznym obcigzeniem.

Zadna z wymienionych wyzej grup elementéw (a) - (d) nie zostala w praktyce uznana
za zdecydowanie lepsza od pozostalych. Elementy ,,dokladniejsze” daja lepsze wyniKi

kosztem duZego nakiadu pracy przy opracowywaniu danych wejsciowych, skompliko-
wania algorytméw numerycznych oraz trudnodci z interpretacja wynikéw. Stosowanie
elementéw prostszych (np. plaskich) usuwa wprawdzie wickszosé z tych trudnosci, powo-
duje jednakze rézne komplikacje szczegdlnie przy opisie powtok silnie zakrzywionych
oraz w zagadnieniach wrazliwych na imperfekcje geometrii. W ogdlnosci stwierdzi¢ nalezy,
ze:
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W obecnej fazie rozwoju metody elementéw skoiczonych wydaje sie¢ celowe bu-
dowanie programéw w oparciu o wszystkie wymienione wyzej rodzaje elementéw.
Ostateczna decyzja co do ich uzycia w konkretnym zagadnieniu SpocZywaé powinna
W reku uzytkowmka i zapada¢ w oparciu o zwigkszajaca sie stale liczbe testow
i poréownan publikowanych w literaturze Swiatowej.

Rozne rodzaje elementow wykorzystanych w programach opracowanych w IPPT
oméwimy w rozdz. 4, probujac scharakteryzowaé szerzej ich wady i zalety. Przedtem
jednak przedstawimy pewne podstawowe aspekty nicliniowego opisu powlok obowia-
zujgce niezaleznie od rodzaju zastosowanego elementu.

Formutujac problemy z zakresu nieliniowej mechaniki powlok stosujemy zazwyczaj
przyrostowy opis zagadnien, brzegowo-poczatkowych. Dla materiatéw sprezystych ana-
lizowanych w zakresie geometrycznie nielintowym opis taki jest jedynie jednym z moz-~
liwych podej§¢ do rozwiazywania zagadnien brzegowo-poczatkowych podczas gdy dla
materialéw charakteryzowanych przyrostowym rdéwnaniem konstytutywnym jest on
koniecznoscia. :

Celem naszym bedzie okreélenie potozenia analizowanego ciala 2 i 1stnlejqcego w tym
ciele stanu naprezenia w kolejnych, dyskretnych chwilach czasu ¢y, to+4¢, #4+24¢, ...
gdzie A jest przyrostem czasu za$ #, poczatkowsa chwila analizy. Zaktadaé bedziemy,
Ze znamy pewne rozwigzanie dla wszystkich krokéw po czasie z przedziatu [¢,, ¢] (wlacznie
z chwila, £, ktéra nazywaé bedziemy chwila aktualng), poszukiwaé zas b@diiemy rozwig-
zania w chwili z+4¢. Sformulowany w ten sposéb problem jest problemem typowym
(powtarzalnym) i zastosowany do kolejnych 'chwil czasu umdzliwia znalezienie calej
drogi polozen réownowagi ciala.

Istotna role przy ocenie efektywno$ci numerycznej, geometrycznie nieliniowej analizie
powlok odgrywaja uktady wspoirzednych, w ktérych wyrazane sg poszczegélne réownania
teorii. W zagadnieniach geometrycznie liniowych bezdyskusyjny jest wybdr nieruchomego
-uktadu odniesienia. Wykorzystywane w standardowych algorytmach metody elementdw
skoniczonych lokalne (dla kazdego elementu), ale state w czasie uklady wspodirzgdnych
shuiza jedynie wygbdzie algebraicznych przeksztatced na poziomie elementu i nie 53 wa-
runkowane kinematyka procesu deformacji. Odmienna sytuacje napotykamy w zagad-
nieniach geometrycznie nieliniowych, w ktdérych duze przemieszczenia w naturalny sposéb
podsuwaja jeden z dwu. nastepujacych lokalnych (dla kazdego elementu) opisow:

a) opis w stalym ukliadzie poczatkowym,

b) opis w ukladzie konwekcyjnym (lub w ukladzie bedacym jego modyfikacja, np. w ukta-
dzie wspolobrotowym).

Aby to blizej wyjasnié rozpatrzmy duze przemieszczenia plaskiego eleméntu powlo-
kowego pokazane na rys. la. Stwierdzamy, ze aby w pelni zachowaé korzysci plynace
z dwuwymiarowoséci opisu tych elementdw mozemy:

a) sprowadzi¢ wszystkie rozwazania do konfiguracji plerwotne_] °C (statego w czasie
ukiadu wspélrzednych poczqtkowych) w ktérej elementy za_chowu_]q swoj pierwotny
ksztalt,

b) wprowadzi¢ konwekcyjny uk{ad wspélrzednych; ze wzgleddw rachunkowych wygodnie
jest. ograniczy¢ si¢ do ukladéw zachowujacych swa ortogonalnosé i prostoliniowoss,
a wigc to tzw. ukladéw wspdtobrotowych. ‘
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Podejécie (a) nazywaé bedziemy stacjonarnym opisem Lagrange’a za$ podejscie (b)

uaktualnionym opisem Lagrange’a. '

Rozwazania powyzsze sa przekonywujace w przypadku przedstawionego na rys. la
najprostszego, plaskiego elementu powlokowego. Jednakze, jak si¢ okazuje, réwniez
dla elementéw zakrzywionych wygodnie jest mie¢ ortogonalny uklad K wspoirzednych

a)

Rys. 1

prostoliniowych zwigzany z elementem w sposéb pokazany na rys. 1b, przy czym nalezy
oczywiscie odpowiednio zdefiniowaé, co rozumie si¢ pod stowem ,,wspélobrotowy”,
Obroty réznych czastek elementu sa bowiem rdZne i nalezy wybraé pewien usredniony,
»,globalny’” obf6t elementu, definiowany najwygodniej przez ruch weztéw.

Omawiany uktad wspétrzednych lokalnych jest oczywiscie tylko jednym z kilku ukfa-
dow wspotrzednych, ktére wprowadzi¢ nalezy analizujac konstrukcje powlokowe. W szcze-
goélnosci zawsze wprowadzié musimy: ' :

a) staly w czasie globalny ukiad wspélrzedunych traktowany jako uklad odniesienia przy
definiowaniu danych wejsciowych,

b) wspdlny dla wszystkich elementéw uklad wspéirzednych umozliwiajacy ,,ztoZenie”
konstrukcji w calogé. ' ’

Przyklady definiowania wszystkich wymienionych wyzej ukladéw wspolrzednych
podamy w rozdz. 4. Na podstawie powyzszych uwag stwierdzamy, Ze: .

Przystepujac do opracowywania programu ni€liniowej analizy powlok nalezy

zawsze dokonaé $wiadomego wyboru konfiguracji oduiesienia i odpowiednich

uktadéw wspdlrzednych kierujac si¢ przy tym:

a) wygoda (kosztem) obliczen,

b) fizycznym charakterem réwnan (np. postulatem przestrzennej addytywnoédci
miar odksztalcen sprezystych i plastycznych).

We wszystkich omawianych programach za podstawg przyjeto klasyczna teorig powlok
Love’a-Kirchhoffa oraz klasyczne sformutowanie teorii sprezysto-plastycznoéci Prandtla-
Reussa z izotropowym wzmocnieniem. Do opisu kinematyki procesu deformacji stosowa-
no uaktualniany opis Lagrange’a wykorzystujac wspélobrotowy, lokalny uktad wspot-
rzgdnych kartezjariskich. Konsekwencja tego podejécia bylo postulowanie réwnania
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konstytutywnega w postaci zwigzku migdzy II-im tensorem przyrostu napreZenia Pioli-

Kirchhoffa odniesionym do aktualnej konfiguracji ciala a przyrostem odksztalcenia

Greena zdefiniowanym na tej konfiguracji.?> Takie definicje podstawowych niewiadomych

wymagaly przeprowadzania odpowiedniego procesu akumulacji poszczegélnych wielkoSci

przyrostowych oraz transformacji wielkosci globalnych przy koncu kazdego kroku,

por. [2], [3]. T
Okreslenie macierzy konstytutywnej 1aczacej przyrosty uogélnionych naprezen (tj. sit

wewnetrznych) z przyrostami uogdlnionych odksztalcen (tj. odksztalcern i krzywizn po-

wierzchni $rodkowej powloki) wymagalo, odmiennie niZ to jest w przypadku sprezystym,
stosowania metod catkowania numerycznego. Spowodowdne to jest skomplikowanym,
nieliniowym charakterem rozkladu naprezen po grubosci powloki i zalezno$cia macierzy
konstytutywnej materialu od aktualnego stanu napreZenia. Poniewaz w przekrojach,

w ktdérych dominujacym typem deformacji jest zginanie szt\ywnos’é materialu konstrukgji

w zakresie sprgzysto-plastycznym zmienia si¢ po grubosci bardzo znacznie, powodowato

to konieczno$é uwzgledniania w trakcie procesu catkowania numerycznego.duZej liczby

punktéw catkowania (10, 12 i wigcej punktdéw). W opracowywanych programach przyjeto
prosty sposob catkowania numerycznego po gruboéci powloki majacy fizyczng interpre-
tacje w postaci analizy powloki podzielonej na warstwy.

Aby zapewni¢ zbiezno$é ciagdw rozwiagzan przyblizonych otrzymywanych w oparciu
o metodg elementédw skornczonych do rozwiazania dokladnego funkcje aproksymujace
stan przemieszczenia spetnia¢ musza trzy zasadnicze warunki: - :

1. dostateczna gladkos$é poprzez brzegi migdzyelementowe,

2. mozliwo$§¢ modelowania jednorodnych stanéw odksztalcenia,

3. wytwarzanie zerowych odksztalcen przy sztywnych ruchach elementéw.

Warunki te sa identyczne jak w analizie liniowej. Uwagi dotyczace ich spelnienia
przez rézne elementy -zamieécimy w trakcie omawiania poszczegdlnych, zrealizowanych
programow. t

Nastepng uwage poéwigcimy istotnej sprawie ,,skladania’® ptaskich elementéw powlo-
kowych ze soba w celu utworzenia podstawowego ukladu réwnaid konstrukcji. Jako
wspolny uklad wspoirzednych stuzacy temu celowi przyjmuje si¢ zazwyczaj:

a) globalny ukiad wspélrzednych kartezjanskich,

b) uktad wspéirzegdnych krzywoliniowych na powierzchni §rodkowej powloki, przy czym
przewaznie uklad ten definiowany jest poprzez plaszczyzny styczne do powloki przyj-
mowane jako pewne u$rednione plaszczyzny sasiadujacych ze soba elementdw.

Jak podkreslalismy poprzednio, poszczegélnym weztom konstrukcji powlokowej
przypisuje si¢ zazwyczaj pie¢ stopni swobody, w taki sposéb, ze wezly te nie maja sztyw-
noéci wzgledem obrotu wokét normalnej do powtoki. Aby ,,ztozyé” plaskie elementy
powlokowe ze soba w globalnym, kartezjanskim ukladzie wspéirzednych, ktérego orien-
tacja przestrzenna moze by¢ znacznie rézna od orientacji uktadéw lokalnych w elementach,
czgsto konieczne jest wzigcie pod uwage wszystkich szedciu stopni swobody wezla. Spo-
wodowane jest to koniecznoscia posiadania nieosobliwej transformacji od ukladu lokalnego

- » Definicje tych wielkosci, a rakze uzasadnienie koniecznosci ich uzycia przy vaktualnionym opisie
Lagrange’a podano w pracy [2].
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do ukladu globalnego w przypadku koplanarnodci elementéw sasiadujacych z danym
wezlem. W praktyce dokonuje sie tej ransformacji przypisujac rozpatrywanemu wezlowi
pewng fikcyjna sztywnos$¢ wzgledem obrotu wokoét normalnej, stwierdzono bowiem na
drodze numerycznych do$wiadczen zadawalajacg zgodno$¢ wynikéw otrzymywanych
nawet dla znacznie rézniacych sie od siebie wartoéci tej fikcyjnej sztywnosci.

Znacznie proéciej przedstawia sie¢ sytuacja w przypadku korzystania w celu utworzenia
globalnej macierzy sztywnosci z ukiadu wspdirzednych powierzchniowych. Przyjmujac
za plaszczyzne styczng do powloki pewng plaszczyzng powstala z usrednienia p%aszczyzn
elementow sgsiadujacych z danym wezlem dokonaé mozaa transformacji miedzy poszcze-
gblnymi grupami pigciu stopni swobody wyrazonych w uktadach lokalnych a piecioma
stopniami swobody wyrazonymi we wspdlnym ukladzie powierzchniowym, wplyw bowiem
szGstego stopnia swobody na te transformacje uzna¢ mozna za pomijalnie maly. Prowadzi
to do znacznych oszczednosci czasu obliczen® ma jednak wade w postaci trudnosei przy

~analizowaniu powlok o gwaltownych zmianach ksztaltu (np. analiza zebra traktowanego

jako zwykly element powlokowy). Dalszymi zaletami takiego podejicia sa:

— otrzymywanie skladowych stanu pomieszczenia i obrotu w ukladzie wspdirzednych
$cisle zwigzanym z powtloka,

— brak jakichkolwiek klopotéw w przypadku koplanarnosci wszystkich elementéw
sgsiadujacych z danym wezlem.

Jak wiadomo, bardzo szeroka klasg nieliniowych zagadmen mechaniki- continuum,
w tym rowniez zagadnienia nieliniowej mechaniki powltok, opisaé¢ mozna w ramach prze-
mieszczeniowego modelu metody elementow skodczonych ukiadém réwnan algebraicz-
nych postaci

1) Kar,+Cr+M¥, = R~ J,_4,
gdzie _
(2) ’ K = Kknnst.+ Kpncz.przem.+Kpocz.nnpr.+Knlckons.obc.’

przy czym wprowadzono te ozpaczenia:
K — globalna macierz sztywnosci konstrukcji,

Kkonst — macierz sztywnosci konstytutywnej,

. ¢ .
Kpoez-przem- ___ macierz poczatkowych przemieszczen,
Kpeeznapr _ macierz poczatkowych naprezen,

Kriekens.obe. __ macierz obcigzerd niekonserwatywnych,

C — macierz tlumienia,
M — macierz mas,
R, — wektor obcigzenia zewngtrznego weztdéw (w chwili #),
r, — wektor uogdlnionych przemfeszczeﬁ weztéw (w chwili 7).,
Jeae — wektor ,,wewnetrznych’ sit weztowych odpowiadajqcy poprzedniemu
krokowi analizy. '

# Uwazglednienie 6-go stopnia swobody powoduje wzrost czasu rozwigzywania podstawowego ukladu

6 3 .
rownan okolo (?) = 1.728 razy.
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Roéwnanie (1), zaleznie od geometrii i materialu konstrukcji, rodzaju obciazenia, zasto-
sowanego opisu (stacjonarny lub uaktualniony) oraz wybranego ukladu wspéirzednych,
doprowadzi¢ mozna do jawnej postaci, dla ktérej wybra¢ nalezy odpowiednia metodg
rozwigzywania.

3. Uwagi na temat algorytmoéw rozwigzywania nicliniowych zagadnien powlokowych

Metody rozwigzywania statycznych i dynamicznych zagadniefl powlokowych nie rézdia
si¢ zasadniczo od metod rozwigzywania odpowiednich probleméw mechaniki continuum.
Ponizej dokonamy krotkiego przegladu tych metod zas do klasyfikacji tej nawigzemy
w rozdz. 4 wskazujgc na podejscia zastosowane w zrealizowanych programach.

(A) Zagadnienia statyczne
Pomijajac cziony dynamiczne zapiszmy réwnanie (1) w postaci

3) - (K, +K,)dr = AR —J*

gdzie K, jest czg$cia macierzy sztywnosdci K stala w trakcie procesu deformacji, K, =
= K—-K,, 4R jest przyrostem obcigZenia zewng¢trznego na danym kroku za§ J* odpo-
wiednio zmodyfikowanym wektorem wypadkowych sit wezlowych wyrazajacych fakt
niezréwnowazenia weztow. Niezrownowazenie to jest wynikiem blgddéw przyblizen nu-
merycznych powstalych na poprzednich krokach analizy. Macierz X, jest funkcja aktual-
nego stanu powtoki co symbolicznie zapiszemy jako K, = K,(o, r, ...).

Istnieja dwie podstawowe metody rozwigzywania zagadnienia przyrostowego opi-
sanego réwnaniem (3), ktore scharakteryzujemy krotko poniZej. ‘

(A1) Metoda zmiennej sztywnosel. Metoda ta polega na rozwigzywaniu réwnania (3)
dla kolejnych przyrostéw obcigzenia uwzgledniajgc zmiany macierzy sztywnosci odpo-
wiadajace rozprzestrzenianiu sig stref plastycznych w analizowanej powloce. Po wykonaniu
obliczen danego kroku nalezy akumulowaé otrzymane wielkosci przyrostowe i na podsta-
wie obliczonych wielkodci globalnych charakteryzujacych proces (naprezenie, odksztal-
cenie plastyczne, parametry wzmocnienia) okreslié nowa macierz sztywnosci powtoki.
Metoda powyzsza, ze wzgledu na swa prostote i latwos¢ interpretacji poszczegdlnych
operacji algebraicznych w ramach mechaniki, jest szeroko stosowana we wszystkich
Pf?}WiG programach dotyczacych dyskretyzowanych metod w nieliniowej analizie powlok.

Rozpatrzmy dowolny i-ty krok analizy prowadzonej w oparciu o rownanie (3), i =
=1,2,...,n. Wprowadzimy, dla dowolnej funkcji f° charakteryzujacej rozpatrywany
proces, symbol £ na oznaczenie wartosci funkcji f odpowiadajacej poczatkowi i-tego
kroku, za$§ symbol Af!'+1> ma oznaczenie wartoéci przyrostu funkcji f na tym kroku.
W meétodzie zmiennej sztywnosci stosujemy algorytm postgpowania dany réwnaniami

KPP EKP (e, )] ApEiHD = ARG,
Ap@i+sy [K$P 4 KP]-1 ARG+,
pU+D rO 4 ApCi+n), .

“ o) = gy fgUit1)
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K(2i+1) —_ K(z”’)(o'”“), )’

[Kgi-l.-l)_l_ K&“‘”(a”“), ‘_.)]Ar(i+1,i+2) — AR(i+1.i+2),
iy _ i+1

K = K¢+D,

Metoda zmiennej sztywnosci nie jest wolna od wad. Zaliczyé do nich nalezy przede
wszystkim:

1. konieczno$é wielokrotnego (na kazdym kolejnym kroku) rozwiazywania podstawowego
uvktadu réwnad z nowa, uaktualniong macierza sztywnosci,

2. mata efektywnos$¢ metody w zagadnieniach prowadzacych do niesymetrycznej macierzy
sztywno$ci (np. przy uwzglednieniu niestowarzyszonych praw plynigcia plastycznego
materialu powloki czy tez obciazen zewngtrznych typu sledzacego),

3. trudne do oszacowania bledy ,,odchodzenia” od rozwigzania dokladnego wraz ze

~ wzrostem liczby przyrostow, ’

4. trudnofci zwigzane ze zlym uwarunkowaniem globalnej macierzy sztywnosei w oto-
czeniu punktéw krytycznych. |

_ Istnieje wiele metod poprawiania dokladnosci rozwigzan uzyskiwanych metodg zmien-
n"ej sztywnosci. Jedna z nich, tzw. metodg sit korekcyjnych, opisaé mozna formalnie za-
leznosciami

[K(li)+ K(zi)(o.(i)’ ...)]Ar(i'i+1) = AR(:’.EH)_J*(D, JF — 0,
Apit) [K(lt)_,_K(zi)]—l[AR(i,Hl)_‘l*(l)]’
pUHD = p g Apl+ D),
(5) o.(l+1) — a.(i)_I_Ao.(i,Hl),
K(2i+1) — K(21+1)(o.([+1)’ ‘“)’
JEG+D — .[K(li+1)+ K’(2{+1)(o.(i+1), ...)]Ar(““)—AR(UH),
[K(1i+l)+Kgi+1)(o.(i+l), .")]Ar(i+1.i+2) — AR(I'.+1.I'.+2)___J*(1+1).

Stosowanie metody zmiennej sztywnosci uwzgledniajgcej sity korekcyjne wymaga
wykonania jedynie niewielkiej liczby dodatkowych operacji mnozenia, potrzebnych do
okre§lenia wektora danego wzorem (5)¢. Nie wymaga ono natomiast rozwiazywania
nowego ukliadu réwnarn ani tez stosowania jakichkolwiek procedur iteracyjnych.

(A2) Metoda poczatkowych obeciagzen. Metoda ta ma charakter iteracyjny; k-ta iteracjg na
i-tym kroku analizy przyrostowej opisa¢ mozna w sposéb nastepujgcy:-

JHGEy K(zi)(a(‘), _“)Ar(i,i+1:k—-1),

Kgi)dr(i‘“'l:k) — AR(I.(H)_,_J*(i;k),
(6) Apthit il KSI)_l[AR(I’HI)-I-J(":")],

JHGk+1) Kgi)(o.(l), ...)A'r(i'i"'"l:k),

|J*(1:k) _J*(i:k+1)] é n
gdzie 7 jest zadang dokiadnoscia procesu iteracyjnego. Proces powyzszy kontynuujemy
az do momentu, w ktérym dwa kolejno obliczone wektory wezlowych obciazefi poczat-

kowych J*(b | prik+1> r4yni¢ sie beda dostatecznie mato od siebie. Na kazdym kroku

analizy proces 1teracyjny rozpoczg¢ mozna zakiadgjgc Apthi+1:0) = Iub, co jest bardziej
efektywne, Ap(i+10 = Apd-1.0
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Zasadnicza zaletag metody obciazen poczatkowych jest koniecznoéé tylko jednokrot-
nego odwrécenia macierzy sztywnosci (ktéra jest stata w trakcie procesu deformaciji),
wada za$ natomiast czgsto napotykane klopoty ze zbieznoScia procedury iteracyjnej.
Nie istnieja bowiem w przypadku powlok Zadne sciste kryteria dotyczace tej zbieznosci®.

Bardzo istotna sprawa przy stosowaniu metody poczatkowych obcigzefi jest sposéb
kolejnego okreflania sit weztowych, bowiem w. praktyce nie korzysta si¢ tu bezposrednio
ze wzoru (6), wprowadzonego powyzej jedynie w celu uzyskania wigkszej zwartodci opisu
omawianego algorytmu obliczed. Dwie, zasadniczo réine od siebie, metody okreslenia
- dodatkowych sit wezlowych nosza w literaturze nazwy: metoda poczatkowych naprezen
i metoda poczatkowych odksztalcen. W praktyce okazuje sig, ze zbieznosé metody poczat-
kowych naprezZen jest znacznie slabsza od zbieznosci metody poczatkowych odksztatcen
i wlagnie ta druga metoda stosowana jest powszechnie w programach sprezysto-plastycznej
analizy powlok.

(B) Zagadnienie dynamiczne

Podstawowe algorytmy rozwiazywania uktadu réwnan.(l) oméwimy na przykladzie
prostszego przypadku dynamicznej analizy zagadnien liniowo-sprezystych opisanych
réwnaniem "

0 ‘ M#, + Ci, + Kr, = R,.

Procedura tworzenia globalnych macierzy mas i thumienia jest analogiczna do procedury
budowy globalnej macierzy sztywnosci w zagadnieniach statycznych®. Polega ona na
bezposrednim sumowaniu odpowiednich macierzy poszczegdlnych elementow. utworzo-
nych w lokalnych uktadach wspc’ﬂrz@dnych i przetransformowanych do ukladu globainego.

Podstawy konstrukcji elementowych macierzy tlumienia sg bardzo stabo zbadane
co wynika z ogdlnego braku informacji na temat mechanizméw pochianiania energii
w skomplikowanych ukladach konstrukcyjnych. Zamiast wigc préb bardzi€j ogdlnego
definiowania tej macierzy ustala si¢ zazwyczaj pewne parametry tlumienia dla poszcze-
golnych postaci drgan powloki w oparciu o do$wiadczenia uzyskane przy analizie po-
dobnych ukladéw. Ustalone w ten sposdb parametry tlumienia modalnego moga byé
bezpodrednio wykorzystane do analizy o ile stosujemy przy rozwigzywaniu tzw. metodg
superpozycji modalnej lub tez przetransponowane do postaci réwnowaznej macierzy
ttumienia C w przypadku bezposredniego catkowania réwnan ruchu..

Dla wszystkich elementéw powlokowych istnieje mozliwos¢ budowania tzw. kon-
systentnej macierzy mas w oparciu o te same zaloZenia aproksymujace, ktére przyjeto
przy konstrukcji macierzy sztywnosci. Konsystentna macierz mas okresla si¢ na podstawie
réownania, ktére symbolicznie napisa¢ mozna jako

(8) M = fgqdeSdV,'
14

"4 Kryteria takie istnieja tylko dla niektérych, najprostszych zagadnien z zakresu sprezysto-plastycz-
nosci, np. zagadnien ptaskiego stanu naprezenia w materiale ze wzmocnieniem izotropowym.

%) Pelng analogig wykazuje rowniez zagadnienie szdstego (obrét wokot normalnej do powtoki) stopnia
swobody w weZle.

6 Mech. Teoret. 1 Stos, 2/80
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gdzie . jest macierza mas rozpatrywanego elementu, g gestoscig masy materiatu za§ @
wektorem odpowiednich funkgcji ksztaltu. Na podstawie (8) stwierdzamy, ze dla funkcji
ksztaltu bedacej wiclomianem np. 3-go stopnia przy okre$laniu mas catkowaniu podlega
wielomian stopnia 6-go. W przypadku korzystania z procedur catkowania numerycznego
prowadzi¢ to moze do konieczno$ci uzycia znacznej liczby punktéw catkowania czynigc
z takiego postgpowania metode bardzo klopotliwa i kosztowna (w poréwnaniu z nu-
merycznym catkowaniem potrzebnym do okreslenia macierzy sztywnosci tego samego
elementu). '

Alternatywna procedura jest tworzenie uproszczongj, diagonalnej macierzy mas w opar-
cin o zalozenie istnienia skoncentrowanych mas w punktach wezlowych. Ze wzgledu na
ktopoty numeryczne przy okreslaniu macierzy konsystentnej oraz zupehnie zadowalajgce
wyniki otrzymywane przy korzystaniu z macierzy diagonalnej w wielu programach dy-
namicznej analizy powlok stosuje si¢ to drugie podejscie. Diagonalna macierz mas za-
pewnia bowiem duzq efektywnoé¢ catkowania wzgledem czasu réownania (7) nawet w przy-
padku znacznej liczby stopni swobody analizowanego zaktadu.

Ponizej scharakteryzujemy krotko dwa podstawowe podejscia stosowane do przy-
blizonego catkowania réwnan ruchu (7), za ktére uwaza si¢ grupe metod bezposredniego
catkowania oraz metode superpozycji modalnej. ‘

(B1) Metody bezpoéredniego calkowania. W metodach tych réwnanie (7) calkowane jest
wzgledem czasu metoda ,,krok po kroku”, za$§ okreslenie ,,bezpoérednie catkowanie”
oznacza, z¢ przed przystapieniem do calkowdnia réwnania tego nie podajemy Zadnej
transformacji. Metody bezposredniego catkowania oparte sa na dwu podstawowych
zatozeniach. Po pierwsze zakladamy, ze réwnanie (7) ma by¢ spelniane tylko w wybra-
nych chwilach czasu t,, t,+4¢, t,+24t, ..., t, nie zas w calym przedziale czasu [#,, 1,].
Po drugie, zakladaé bedziemy z géry pewna zmienno$é przemieszczen, predkosei i przy-
spieszenn w zapatrywanym, typowym przedziale czasu [¢, ¢+ A¢t]. PoniewaZ za§ réwnanie
(7) jest wektorowym réwnaniem rézniczkowym o statych wspotczynnikach, do wyra-
zenia pregdkosci i przyspieszen w funkcji przemieszczen zastosowaé mozna w zasadzie
dowolng aproksymacj¢ réznicowa pochodnych czasowych. Jak sie jednak okazuje, tylko
kilka wyrazefi prowadzi do dostatecznie efektywnych algorytméw.

W metodzie réznic centralnych przyjmujemy

. 1
9 F, = W[rt—dt~2rt+rl+dt],

. 1
(10) P = 24t [—resetreg 4 h
co w polaczeniu z (7) prowadzi do _
M C 2M | M C
I | CoR e (o 7

‘Wzor (11) przedstawia uklad réwnan liniowych, z ktérego znajac r,, r,_ 4 oraz R, wyliczyé
mozna r;, 4. Procedurg¢ powyzsza nazywamy metodg catkowania jawnego; zauwazmy,
ze procedura ta nie wymaga odwracania macierzy sztywnosci K co, szczegblnie gdy mamy
do czynienia z diagonalnymi macierzami mas i thumienia, jest jej olbrzymig zaletg. Dodajmy
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ponadto, ze poniewaz do obliczenia r; 4 potrzebna jest znajomos$¢ r, i #,_,, dla t = ¢,
zachodzl konieczno$¢ opracowania pewnej procedury ,,startowej”’, ktéra w celu okres-
lenia r, 4 4 nie korzystataby z wielkosci r, - 4. Inna, znacznie powazniejsza wada metody
réznic centralnych jest konieczno$é doboru ditugosei kroku po czasie A¢ w taki sposéb,
aby byla ona mniejsza od pewnego czasu krytycznego A¢,, zaleZnego od wlasnosci calego
uktadu. W przeciwnym bowiem wypadku otrzymywane rozwiazanie cechuje brak sta-
bilnosci. Zachodzi¢ -powinno ,

A<t
7

gdzie T, jest najmniejszym okresem drgan wiasnych uktadu. Warunek ten jest bardzo
silnym ograniczeniem diugosci kroku i, mimo iz w pewnych sytuacjach nie musi byé on
w pelni przestrzegany, stwarza powazne przeszkody w efektywnym wykorzystaniu oma-
wianego algorytmu.

Druga metode, ktéra przedstawimy w niniejszym opracowaniu, jest metoda catkowania
niejawnego typu Wilsona, zwana takze metoda parametru &. W metodzie tej zakladamy

(12) Frpp = h"‘w("wm:“":),
gdzie 7 € [0, ?4¢], ¥ = 1, co prowadzi do zaleznosci
' . 6 6 . .
(13) Fipgn = W(rt+3.lt'—yt)_mrt—2“t7
. 3 . ddr..
(14) Feyoa = M("rwm —F) =2 — Trr-

Podstawiajac (13) i (14) do réwnania ruchu wypisanego dla chwili t+ 34t otrzymujemy
réwnanie, z ktérego wyliczyé mozna #,, g4, & nastepnie otrzymac ¥y g, Feo ses Fraar- W algo-
rytmie tym nie zachodzi potrzeba opracowywania dodatkowej procedury ,,startowej”,
bowiem przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia w chwili 2+ 4¢ wyrazone sa w funkcji
wielkoscei zdefiniowanych jedynie dla chwili z. Metoda Wilsona wymaga triangularyzacji
macierzy sztywnosci dla kazdej dyskretnej chwili czasu. Metoda ta jest bezwarunkowo
stabilna dla & > 1,37; powszechnie przyjmuje si¢ & = 1,4.

(B2) Metoda superpozycjl modalnej. Metoda ta polega na przetransformowaniu rownanija
ruchu (7) do prostej, rozprzgzonej postaci®
(15) () +R%x(1) = P(),

otrzymanej za pomocq macierzy transformacji utworzonej z rozwigzah @,, D,, ..., D,
zagadnienia na wartoéci i wektory wlasne postaci

(16) K® = o*M®b,

przy czym 22 jest diagonalng macierza o wyrazach bedacych kwadratami kolejnych
wartosci wilasnych w?, w?, ..., w2. Uklad réwnan (15) przedstawi¢ moZna w postaci n
niezaleznych od siebie réwnan skalarnych postaci

an H(®)+oix,@t) =P(@t), i=1,2,..,n
% Dla prostoty pomingliémy wplyw tlumienia.

6*
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do rozwiazania ktorych wykorzystaé mozna jedna z wielu znanych metod calkowania
réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Aby uzyskaé rozwigzanie zagadnienia (7) metods
superpozycji modalnej nalezy wigc kolejno: '

1. rozwigzaé zagadnienie na wartoéci wiasne (16),

2. rozwigzaé n niezaleznych réwnaid typu (17),

3. dokonaé superpozycji otrzymanych rozwigzan wg. wzoru

(18) () = g@,x,(z‘).

Rozwiazania otrzymane za pomocg metody bezposredniego catkowania i metody super-
pozycji modalnej powinny byé identyczne z dokladnoscia do blgdéw powstatych w wy-
niku catkowania numerycznego oraz bleddéw zaokraglen zwiazanych ze skonczona dhu-
goscia stowa maszyny cyfrowej.

Efektywno$¢ metody superpozycji modalnej zalezy od liczby postaci drgan (réwnan
typu (17)), ktére musza byé uwzgledniane w konkretnym przypadku aby otrzymaé dosta-
tecznie doktadne rozwigzanie. '

W zagadnieniach nieliniowych korzysta si¢ z zasady z metod bezposredniego catko-
wania.

4. Krétki opis zrealizowanych programéw wraz z przykladami ich zastosowan

(A) Program SHELAX — statyczna analiza duzych deformacji cienkich osiowo-
symetrycznych powlok sprezysto-plastycznych, [3].

Program SHELAX umozliwia statyczna analize duzych ugieé¢ powlok osiowosymetrycz-
nych podpartych i obcigzonych osiowosymetrycznie. Analizowane powloki moga posiadaé
wzdhiz tworzacej nieciagla krzywizng oraz skokowo zmienna gruboéé. Aby stworzyé
szerokie mozliwoéci wykorzystania programu konieczny byt wybér takiego elementu
skonczonego, ktéry umozliwiatby
a) dogodno$¢ geometrycznej reprezentacji dowolnej powloki osiowosymetrycznej,

b) przyjecie funkcji aproksymujacych stan przemieszczenia w postaci wielomianéw od-
powiednio wysokich stopni.

Pierwsze z powyzszych wymagan spelniono przyjmujgc pier§cieniowy element o nie-
zerowej krzywiznie Gaussa (,,podwdjnie’ zakrzywiony) o tworzacej aproksymowanej
w lokalnym, kartezjanskim ukladzie wspolrzednych bezwymiarowych &—7z (parametry-
zujacym rozpatrywana potudnikowg plaszezyzng przekroju konstrukcji) wyraZeniem,
por. rys. 2

N = &1 =& (A +ALEH 4382+ 4,8,

(19)
0<égl, 0gy<gy.
Krzywa powyzsza, przechodzac z definicji przez punkty koficowe elementu, zapewnia
w tych punktach ponadto (poprzez odpowiedni dobdér parametréw 4,, A4,, A;, As)
ro6wnoéé katéw nachylenia stycznej i réwno$é krzywizn dla sasiadujacych ze sobg ele-
mentéw,
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W nawiazaniu do rozdz. 2 podkres$lmy, ze wprowadzony powyzej ruchomy uklad
wspolrzednych £—7 zachowuje w trakcie procesu deformacji swa ortogonalno$¢ i prosto-
liniowo$¢ doznajac jedynie obrotu w plaszczyznie pokiadnikowej w sposéb okreslony

€)= oty s pBe otgfe o0, B v gt
U6 )= ougr ot B+ ooy Bty €% ot 6"

Rys. 2

przemieszczeniami wezléw. jest to wige przyktad wspolobrotowego uktadu wspétrzednych
wprowadzonego lokalnie dla kazdego elementu.
Funkcje aproksymujace stan przemieszczenia elementu wyrazono w lokalnym ukladzie
wspolrzednych £—7 jako '
(&) = oy + oz b+ o082+ a8+ as &,

Uz (€) = oo+ arE+agd®+ o+ oy &4

Zalozono, Ze funkcje te opisuja stan przemieszczenn w elemencie skoficzonym o dziesigciu
stopniach swobody i czterech weztach, z ktérych dwa wewnetrzne umieszczono w punk-
tach £ = 1/3, & = 2/3, rys. 2. Stopnie swobody odpowiadajace wezlom wewngtrznym
sa w programie ,,usuwane’’ (na poziomie elementu!) poprzez zastosowanie procesu sta-
tycznej kondensacji. Przyjete funkcji aproksymujace stan przemieszczenia zapewniaja
automatyczne spetnienie podstawowych, wymienionych w rozdz. 2, warunkéw, tj. warunku
sztywnych ruchéw elementu i warunkéw jednorodnych stanéw odksztalcenia. |

Réwnania (20), opisujace stan przemieszezenia w dowolnym pier§cieniowym elemencie
powloki osiowosymetrycznej, zostaty w pracy [1] wyspecyfikowane w sposéb dogodny
do opisu réwniez elementéw koputowych. Umozliwilo to Znalizowanie powlok zamknig-
tych (kopul).

Program SHELAX oparty jest na metodzie zmiennej sztywnosci z jednokrotna korekta
réwnan réwnowagi na kazdym kroku, por. rozdz. 3. Jako wspdlny uklad wspSlrzednych
shuzacy budowaniu macierzy sztywnosci konstrukcji przyjeto globalny uklad wspotrzednych
cylindrycznych {r, ¢, z} (a wladciwie nklad {r, z} na wybranej potudniowej plaszczyZnie
przekroju ¢ = const.). Ze wzgledu na brak mozliwoéci obrotu wok6t normalnej do powloki
w przypadku powlok osiowosymetrycznych nie wystgpuja opisane w rozdz. 3 problemy
z wprowadzaniem fikcyjnej sztywnosci odpowiadajacej temu stopniowi swobody.

(20)
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Program napisany jest w jezyku FORTRAN IV i skiada si¢ z okolo 1400 wyrazen
(kart perforowanych); w trakcie jego opracowywania korzystano z maszyny cyfrowej
CYBER 72, na ktérej tez policzono wszystkie dotychczasowe przyk%ady.

Przyktad 1

Za pomocyg programu SHELAX przeprowadzono analiz¢ czaszy kulistej poddanej
dziataniu sily P przylozonej w wierzchotku czaszy, rys. 37. Omawianie tego problemn
rozpoczniemy od przytoczenia wynikéw dotyczacych sprezystej czaszy utwierdzonej na
obwodzie. Dla przyrostu obciaZenia AP = 1/b stwierdzono pewna rozbieznos¢ wynikéw
w poréwnaniu z rozwigzaniem scistym podanym w [9], szczegdlnie w ozgéci srodkowej
calego zakresu analizowanych deformacji. Wiaze si¢ to z najmniejsza sztywnoscia kon-
. strukcji w tym zakresie. W celu zwiekszenia dokladnosci obliczen zmniejszopo pigciokrot-
nie przyrost obciazenia co wpltyngto ha znaczna poprawe dokladnosci rozwigzania. Oma-
‘wiang czasze¢ poddano nastgpnie analizie w zakresie sprezysto-plastycznym. Odpowiedni
wykres obcigzZenie-przemieszczenie podano na rys. 4, na ktérym zilustrowano réwniez
charakter powstajacych stref plastycznych (naniesionych na nieodksztatcona konflguraq@
powtoki). _

Zmieniajac warunki brzegowe powloki z utwierdzenia na przegubowe podparcie
nieprzesuwne obserwujemy jakosciowa roznicg w otrzymywanym rozwigzaniu. Umozli-
wiliémy bowiem w ten sposéb wystapicnie zjawiska globalnej utraty statecznoéci czaszy
w postaci tzw. przeskoku. Wartosci obciaZenia krytycznego dla powloki sprezystej i spre-
Zysto-plastycznej, jak rowniez odpowiednie ksztatty powlokl w chwili przeskoku podano
na rys. 5.

(B) program SHENON® — statyczna analiza duZych przemieszczed i statecznodci
cienkich powlok dowolnego ksztattu, [1], [4], [S], [6]. o

Program SHENON umozliwia analize w wyZej wyrr\lienionym. zakresie dowolnych
powlok sprezystych oraz sprezysto-lepkoplastycznych. Wykorzystujac stacjonarne wias-
no$ci rozwiazan sprgzysto-lepkoplastycznych program umozliwia réwniez otrzymywanie
rozwigzan sprezysto-plastycznych. W programie . uwzgledniono nastgpujace powlokowe
elementy skoriczone typu przemieszczeniowego:

a) plaski element tréjkatny charakteryzowany przez:

- (al) stan membranowy — element z liniowa funkcja ksztattu,

(a2) stan zgigciowy — zgodny element plytowy zaproponowany w [7],
b) nieplaski element czworokatny charakteryzowany przez:

(bl) stan membranowy — ukiad czterech plaskich elementéw tréjkatnych z kwadra-
towa funkcja ksztaltn poddany wigzom kinematycznym prowadzacym do linio-
wosci przemieszczen wzdiuz czterech zewnetrznych bokéw czworokata,

(b2) stan zgigciowy — uktad czterech elementéw plytowych wymienionych w (a2).

7 Aby umozliwi¢ przeprowadzenie poréwnan otrzymanych wymkéw z rozwigzaniami otrzymanymi

'przez innych autoréw, w przykladzie tym (i paru mnych) przyjeto uklad jednostek stosowany powszechnie
w USA.

5 Opis programu SHELIN, [4], bedacego liniowa wersja analizy powlok na bazie ktbrej opracowano
Wersje mehmowq zatytulowang SHENON, zawarty jest automatycznie (jako czeéé opisu programu SHE-
NON)'W ponizszym tekscie.
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Przy opracowywaniu programu zdecydowano si¢ na element ztozony z czterech plaskich
elementow trdjkatnych ze wzgledu na:

1. brak w naszych krajowych warunkach do$wiadczenia w korzystaniu ze skompliko-
wanych programéw numerycznych w ogdle, a z programéw dotyczacych powlok
w szczegbdlnosci,

2. konieczno$¢ minimalizacji wykorzystywanego obszaru pamigci wewnetrznej maszyny,

. prostote i szybko§¢ przygotowywania danych wejsciowych,

4. wzglednie dobra aproksymacje rzeczywistej geometrii powloki w przypadku nieplaskiego
elementu czworokatnego przy zachowaniu niewielkiej liczby danych wejsciowych,

5, przejrzysto$¢ programu i tatwos§é jego rozbudowywania,

latwa interpretacje otrzymywanych wynikéw,

7. mozliwo$¢ (prawie we wszystkich przypadkach) redukcji bleddw wprowadzonych
w trakcie idealizacji powierzchni zakrzywionej elementami ptaskimi poprzez zaggszcza-
nie siatki elementow.

Przeprowadzone testy wskazuja na znacznie lepsza dokladnos$é osiagana przy uzyciu
elementu czworokatnego dlatego teZ elementy tréjkatne zaleca si¢ uzywaé wylacznie
jako uzupelnienie siatki elementéw czworokatnych.

Macierze sztywnoS$ci elementéw wyprowadzono korzystajagc z bardzo wygodnych
tzw. polowych wspolrzgdnych wprowadzonych w obszarze kazdego z tréjkatéw. Odpo-
wiednie funkcje ksztattu oraz otrzymane na ich podstawie macierze sztywnoéci podano
w [4], [5]. Opracowany element czworokatny posiada 37 stopni swobody, z‘ktérych jed-
nakze tylko 20 ma charakter stopni zewnetrznych. Reszta, tj. 17 jest eliminowana w pro-
cesie étatycznej kondensacji na szczeblu elementu zapewniajac bardzo korzystng, nie-
wielka szeroko$¢ pasma globalnej macierzy sztywnosci. _

Omawiany element czworokatny jest elementem zgodnym tylko w przypadku ko-
planarnoséci wszystkich swoich tréjkatnych podelementéw; brak zgodnodéci w przypadku
nieplaskim nie spowodowat w dotychczasowych testach zauwazalnych problemdw ze zbiez-
noscig ciagéw rozwiazas przyblizonych. Opracowana w programie macierz poczatkowych
napr¢zen jest tzw, macierzg niekonsystentng tzn. opartg na nieco uproszczonym ukladzie
aproksymujacych funkcji ksztaltu, por. [5]. Uproscito to znacznie procedurg jawnego
otrzymywania macierzy poczatkowych naprezen nie prowadzac (w dotychczasowych za--
stosowaniach) do Zadnych niekorzystnych wlasnoéci takiego sformutowania. Numeryczne
catkowanie potrzebne przy okre$laniu tej macierzy przeprowadza sig w programie wykorzy-
stujac wzory P. C. Hammera, O. P. Marlowe’a i A. H. Strouda podane np.w [8], s. 421.

»Skladanie” macierzy poszczegélnych elementéow w globalna macierz ukladu odbywad
si¢ moze w programie alternatywnie w oparciu o:

a) globalny uklad wspdlrzednych prostokatnych dla translacyjnych stopni swobody
(3 skladowe) i powierzchniowy uklad wspélrzednych dla obrotowych stopni swobody
(2 sktadowe),

b) powierzchniowy uklad wspéirzednych dla wszystkich pigciu sktadowych stanu uogél-
nionych przemieszczen.

Zgodnie z poprzednimi uwagami zadna z tych metod nie prowadzi do trudno$ci zwia-
zanych z brakiem w wezle széstego stopnia swobody odpowiadajacego obrotowi wokot
normalnej do powtoki.

[SV]

&



238 M. KLEIBER

Podstawowa metoda rozwigzywania vkiadu réwnan zastosowang w programie SHE-
NON jest metoda poczatkowych obcigzert w odniesieniu do nieliniowosci typu fizycznego
oraz metoda zmiennej sztywnosci w odniesieniu -do nieliniowosci typu duzych przemiesz-
czen.

Program SHENON pozwala na znaczne uproszczenie i zmniejszenie liczby danych
wejsciowych poprzez wykorzystanie szeregu podprograméw generacyjnych. W szczegdl-
noéci program umozliwia:

a) generacje wspolrzednych wezitéw dla pigciu czesto spotykanych typéw powierzchni,
b) generacje cosinuséw kierunkowych wspolrzednych powierzchniowych,

¢) generacje numerdw weziow,

d) generacje danych materialowych,

e) generacje przemieszczeniowych warunkéw brzegowych,

f) generacje obcigzen zewnegtrznych.

Program SHENON napisany jest w jezyku FORTRAN 1V i skiada si¢ z okolo 3.000
wyrazen (kart perforowanych); w trakcie jego uruchamiania korzystano Z maszyny cyfro-
wej CYBER 72.

Przykiad 2
. Za pomoca programu SHENON 1 przeprowadzono analize duZych UngC wycmka

sfery kulistej obciaZzonego sita skupiona P, jys. 6. Na wykresie przemieszczenie érodka
powloki — obcigzenie zewngtrzne poréwnano wyniki otrzymane przez réznych autorow.

(C) LARSTRAN — analiza duzych odksztalcen konstrukcji sprezystych, spr@Zyst(;-

. plastycznych, sprezysto-lepkoplastycznych.

System LARSTRAN jest duzym systemem nieliniowej, dynamicznej analizy konstrukcji
opracowanym w Instytucie Statyki 1 Dynamiki Uniwersytetu w Stuttgarcie, [13], [14]
Istniejace w tym systemie mozliwodci analizy powlok opisane zostaly w pracach [15]
[16], [17]. Przedstawiony w tych pracach element TRUMP moze by¢ stosowany w bardzo
wielu zagadnieniach praktycznych aczkolwiek autorzy z naciskiem podkreslaja jego
przyblizony charakter i, zwiazang z tym, jego jedynie ,,inzynierska’’ dokladnosé. Mowiac
ogdlnie, proponujac element TRUMP kierowano si¢ przekonaniem, ze obnizona doklad-
no$¢ rozwiazan rekompensowana begdzie nizszym kosztem obliczen i mniejszym zapotrze-

-bowaniem na pamigé komputera, co w skomplikowanyeh problemach nieliniowej mechaniki

powlok mozZe byé sprawa na wage mozliwosci uzyskania jakiejkolwiek uzytecznej infor-
macji. Element TRUMP zaliczy¢ trzeba do klasy elementéw ,,nieformalnych’, jego przy-
datnoé¢ bedzie musiata zosta¢ w przyszlosci potwierdzona na drodze réznorodnych eks-
perymentdw numerycznych.

Omawiany element skofczony jest trdjkatnym, plaskim elementem powlokowym
z trzema punktami weztowymi, z ktérych kazdy posiada sze$é stopni swobody w postaci
trzech przemieszczeni i trzech obrotéw. Zgodnie z poprzednimi uwagami koniecznosé
wprowadzenia sztywnoséci elementu wzgledem obrotu woké! normalnej do powtoki wynika
ze skladania macierzy sztywnosci w globalnym ukladzie wspdlrzednych; sztywnoéé ta
ma charakter czysto ,,numeryczny’’. Naturalny opié stanu deformacji elementu powoduje,
Ze element posiada pozornie jedynie 12 stopni swobody (3x 6 stopni swobody weztéw
minus 6 stopni swobody odpowiadajacych sztywnym ruchom elementu w przestrzeni
tréjwymiarowej). Zastosowanie koncepcji elementu warstwowego do analizy powltok



ANALIZA POWLOK 239

niesprezystych odpowiada metodzie omdéwione] na przykladach programu SHELAX;
odpowiednio budowana macierz sztywnosci elementu uwzglednia jego wiasnodci membra-
nowe i zgieciowe za§ struktura warstwowa umozliwia opis zmian wiasno$ci materiatu
,,p0o grubosci” powtoki:

a=61,803t" (15699 ¢cm)

N {grubost powloki) 39154 | 8,95¢m)
R, =1000" (254,0cm)
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3 »
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4 ® SHENON 1
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2
1

0 02 04 06 08 10 12 1% 18 W:WFC
‘Rys. 6

W programie zalozono, ze poszczegdlne warstwy elementu TRUMP odpowiadaja
najprostszemu elementowi plaskiego stanu naprezenia charakteryzowanemu stalym-
rozkladem naprezenia. Poniewaz jednak element zlozony z warstw o stalym naprgzeniu
nie jest w.stanie opisa¢ deformacji elementu typu antysymetrycznego zginania w programie
wykorzystano dodatkowo analogie typu plyta tréjkatna — uklad trzech zginanych belek.

W trakcie statycznej analizy konstrukcji niesprezystych istnieje w systemie LARS-
TRAN mozliwo$é wykorzystywania wszystkich oméwionych w rozdz. 3 procedur analizy
njeliniowej tj. metody zmiennej sztywnosci oraz obu wersji metody poczatkowych ob-
cigzefi, Element TRUMP jest obecnie wykorzystywany takze do zagadnier dynamiki
powlok.
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Przyklad 3 o

Jednym z testéw elementu TRUMP byla analiza’ powloki oméwionej w Przykiadzie 1,
[18]. Wycinek w postaci 1-go radiana kopuly poddano dyskretyzacji za pomoca 36 ele-
mentéw TRUMP, Sprezysto-plastyczne rozwigzanie O-A-B-C, rys. 7, otrzymane przy
AP = 0,5lb wykazato do$¢ dobrg zgodno$¢ z rozwigzaniem otrzymanym za pomoca
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Rys. 7

SHELAX-u. W celu wykorzystania wiasnosci rozwigzah sprezysto-lepkoplastycznych
opisanych w [2], [17], [18] przyloZzono nastgpnie w jednym kroku obciazenie odpowiada-
jace punktowi 4, i nastepnie, w procesie plynigcia lepkoplastycznego pod stalym obcig-
zeniem otrzymano lezacy na odpowiedniej krzywej punkt 4. Podobnie dla obciaZen
odpowiadajacych punktom B, i C, otrzymano punkty B i C, a nastgpnie rozpatrzono
takze inne historie obciazenia (np. 0—4,—B; —B— C,— C), wszystkie wykazujace zgod-
no§¢ z odpowiednim rozwizzaniem sprezysto-plastycznym. Liczba iteracji konieczna
do uzyskania odpowiedniej zbiezno$ci procesu numerycznego opisujacego plynigcie
lepkoplastyczne wahata si¢ od 37 (w przypadku plynigcia Co » C) do 8 (w przypadku
‘plyniecia Cy — C). Na rys. 8 przedstawiono rozwigzanie tego samego zadania dla réznych
warto$ci wspdlczynnika lepkosci; otrzymane krzywe wykazujg tendencjge do asympto-
tycznego zblizania sig do rozwigzania spreZysto-plastycznego (y = o).



ANALIZA POWLOK 241

lbldP
50~ Pl
<
rozwiazania przyrostowe /s s
90x05 1b // s
Lo // s
// / //
v
- e //
sl rozw. spr. plast. {5 =00)
s /-;/ rozw.spr. lepkoplast.
20— ///;/ T=1500 1/sec.
///// rozw. spr. lepkoplast.
;// 7=1000 1/sec.
0~ rozw. spr. lepkoplast.
$= 500 1/sec.
| ] | | L.
0 6,05 8,0 015 020 {in]
Rys. 8

(D) WHAM — nieliniowa dynamiczna analiza cial i konstrukcji

System WHAM jest duzym systemem nicliniowej, dynamicznej analizy konstrukeji
opracowanym na Uniwersytecie Northwestern w Chicago, USA przez T. Belytschke
i B. Mullena. Istniejacy w tym systemie element powloki osiowosymetrycznej opisano
w [19). Element ten jest podobny do elementu istniejacego w programie SHELAX. Jego

tworzaca opisywana jest rownaniem, por. (19)

n = &(1 —E)A; +A4,8)

za§ funkcje aproksymujace stan przemieszczenia przyjeto w postaci, por. (20)

u, (&) = a; + oy &,

.uz(g) = o3t a £t as E2+ ag 3.

ulE)=oyvoep b
U,(8) = orys cc,'§+cx5§2+ 066§3

Rys. 9
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Funkcje te opisuja stan przemieszczenia w elemencie skonczonym o szesciu stopniach
swobody i dwu wezlach zewngtrznych, rys. 9.

Zmiane wlasnoéci materiatu wzdhaz grubodei powkokx uwzglgdniono wprowadzajac
model warstwy. Do catkowania réwnan ruchu zastosowano metod¢ réznic centralnych. '
Przykiad 4

Mozliwosci obliczeniowe programu WHAM zilustrujemy na przykladzie analizy
utwierdzonej na obwodzie powloki sferycznej obcigzonej impulsem cisnienia, rys. 10.
Na rysunku tym pokazano zmiang ugigcia $rodka kopuly w czasie dla przypadkéw:
sprezystego i sprezysto-plastycznego.
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(E) DYNAX — dynamiczpa analiza osiowosymetrycznych cial i powlok sprezystych

poddanych dowolnemu obciaZeniu.

Program DYNAX [20], stanowi pierwsza faze pracy nad programem umozliwiajacym
dynamiczna analizg¢ rézhorodnie obciazonych konstrukcji o osiowosymetrycznej geometrii
w zakresie fizycznej i geometrycznej nieliniowoéci. W odréznieniu od programu SHELAX
i powlokowej czgéci programu WHAM program DYNAX dopuszcza powstawanie-do-
wolnego. (a nie tylko osiowosymetrycznego) stanu odksztalcenia w analizowanych kon-
strukcjach). Aby umozliwi¢ taka ogdlno$é analizy zmienne wokét osi symetrii obcigZenie

" przedstawiane jest w postaci szeregdw Fouriera, Na kazdym kroku analizy otrzymujemy
rozwigzanie dla kazdego wyrazu rozwinigcia oddzielnie i sumujemy otrzymane rozwia-
zania otrzymujac wynik odpowiadajacy calemu obcigZeniu.
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Program dyspornuje obecnie trzema typami elementow:

1. element powlokowy identyczny do wykorzystywanego w programiec SHELAX, ‘

2. ,,tréjkatny” element ciata osiowosymetrycznego (grubej powloki) z liniowa funkcjg
ksztaltu w plaszczyznie potudnikowej,

3. ,,czworokatny” element ciala osiowosymetrycznego zlozony z czterech elementéw
,trojkatnych” bez wezla §rodkowego eliminowanego w procesié statycznej konden:
sacji. ’

Dla wszystkich elementdéw w programie istniejg mozliwosci obliczania konsystentnych
macierzy mas. Wspoiczynniki lezace na diagonali w wygodniejszej w analizie diagonalnej
macierzy mas otrzymywane sa poprzez sumowanie wszystkich wspolczynnikéw wystepu-
jacych w poszczegdlnych wierszach macierzy konsystentnej.

Macierz thumienia przyjmowana jest w postaci proporcjonalnej jako

C = aM+fK

gdzie wspolczynniki o i f ustalane s3 w zaleznodci od parametréw tlumienia modalnego.

Catkowanie wzglgdem czasu moze by¢é dokonywane za pomoca zardéwno metody
catkowania bezposredniego Wilsona (¢ = 1.4) jak i metody superpozycji modalnej (tylko
w przypadku malych przemieszczei!).

Przykiad 5 '

Dla omawianej poprzednio sprezystej powloki utwierdzonej, por. rys. 3, przeprowa-
dzono analiz¢ dynamiczna za pomoca programu DYNAX. Obcigzenie wierzchotka
czaszy o wartosci P = 100/p przytozono w sposdb nagly w chwili # = 0 i pozostawiono
niezmienione do koiica analizy. Pominigto wplyw ttumienia. Otrzymane wyniki przedsta-
wiono na rys. 11. Znacznie wigksze przemieszczenia w przypadku analizy geometrycznie
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niezlinearyzowanej s3 wynikiem zmniejszenia si¢ sztywno$ci powloki ze wzrostem obcig-
zenia. Otrzymane wyniki wykazuja dobra zgodnos¢ z rozwigzaniami podanymi w [21].
Przykiad 6 ' '
Korzystajac z programu DYNAX policzono drgania wlasne powloki walcowej o utwier-
dzonych brzegach pokazanej na rys. 12. Na rysunku tym podano takZe odpowiednie

__,f__i_h;ii."__ - .,::__,
y $h=001in

E =29,5x10° psi

\ 1=12in _| V=28 )

| I p =07map? R
m

- Rys. 12

dane geometryczne i materiatowe charakteryzujace powloke. Macierz mas przyjeto w posta-
ci diagonalnej. Na rys. 13 pokazano rézne mozliwe postacie drgari wlasnych powloki
za$ w Tabl. 1 przedstawiono otrzymane wyniki i poréwnano je z wynikami eksperymental-

Postacie  drgan obwodowych

Postacie drgan osiowych

Rys. 13

nymi podanymi w [22] oraz z wynikami analitycznymi uzyskanymi w oparciu o klasyczne
réwnania powlok podanymi w [23]. Analize przeprowadzono dzielac powtoke na 10 pier-
fcieniowych elementéw skoriczonych.



ANALIZA POWLOK 245

Tablica 1
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7245| 5451 | 4144 | 3222] 2578 2133

N
olm|» lojo|r |Oo|lm®|P |0l |» |0 |0

8120 | 6550| 5222 4197 | 3430| 2867

A :wg(22] wartosci doswiadczalne
B:wg[23] wartosci  analityczne

C: DYNAX metoda elementdw skonhczonych
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Peswome

HEJII/IHEﬁHBII/I CTATHUUYECKUHA U ,]II/IHAMI/ILIECKI/II;'I PAC‘—IET
OBOJIOYEK METOJOM KOHEYHLIX 5JIEMEHTOB '

B paumoii paBGore 00GCY>XAEHBI OCHOBHBIE aCIeKTBLI HETMHEHHOro aHanuaa ¢ IpuMeHennem DBM
UI TOHKKX ODOJIOUEK IPOHM3BONLHOM GopMbl. YuuTsIBaeTCa (GPU3UUYECKAs I reOMeTpUUecKas: HeNlnHei-
HOCTB 3apaud. IIpe/CT4BNeHB! OCHOBHBIC ANTODHTMbI, NPMMEHSAEMbIE NPH [OCTAHOBKE CTATHYECKUX
M KHHAMHYECKHX 3a0ad, PaboTa mMpoMLTIOCTPHPOBAHHAS MEOTOUMCTIEHHEIMY IPUMEDAMH DACUETOR, BEI-
TIOJHEHHBIX C TIOMOINILIO nporpamm Ha DBM, paspaGoTaHHRIX aBTOPOM.

Summary

NONLINEAR STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF SHELLS BY THE FINITE
ELEMENT METHOD

, In the paper some fundamental aspects of numerical nonlinear analysis of'free-form thin shells are
disgussed. Both material and geometrical nonlinearities are taken into account, The basic numerical methods
are described for nonlinear static and dynamic problems. A number of examples is included.
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