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1. Wstep

W pracy autora [1], w oparciu o publikacje do konca 1973 r., dokonano przegladu
réznych wariantéw réwnan nieliniowej teorii pierwszego przyblizenia dla cienkich powlok
sprezystych. Podano tez krétki przeglad prac polskich z tej dziedziny oraz wskazano
na niektére nierozwiazane jeszcze problemy.

W ciggu ubieglych ponad czterech lat nastapil dalszy rozwdj nieliniowej teorii powtok.
Oprécz prac autora [2-11] w tej dziedzinie ukazaly si¢ monografie GaLiMowa [12],
BRUSHA 1 ALMROTHA [13], AKSELRADA [14] oraz SZILKRUTA i WYREANA [15] a takze arty-
kuly przegladowe LANGHAARA [16], SiMmoNDsA [17] i WEINITSCHKE [18] gdzie podana
jest obszerna dodatkowa bibliografia. Opublikowano tez szereg oryginalnych prac [19 - 37]
dotyczacych podstawowych zagadnief nieliniowej teorii powlok. Niniejsza praca ma na
celu przedstawienie niektérych dodatkowych w stosunku do podanych w [1] wynikéw
uzyskanych ostatnio przez autora oraz krotkie oméwienie zwiazanych z tym wybranych
rezultatéw uzyskanych w innych opublikowanych ostatnio pracach.

Deformacje otoczenia kazdej czastki osrodka cigglego mozna roziozy¢ na trzy stany
elementarne: sztywne przemieszczenie, czyste rozciggnigeie wzdluz gtownych kierunkoéw
odksztalcenia oraz sztywny obrét skonczony kierunkéw gléwnych, Czgéé obrotowa
deformacji opisywana jest zwykle albo przy pomocy tensora ortogonalnego R, lub przez
trzy katy obrotu (zwykle katy Eulera) lub tez poprzez wektor obrotu skoficzonego £2,
[38, 39]. . . . .

- Juz Nowozyrow: [40] wskazal, ze przy malych odksztalceniach oraz wyeliminowaniu
ruchu jako ciala sztywnego, w trojwymiarowym ciele sprezystym mogg wystapi¢ tylko
male obroty elementéw materialnych, [41]. Jednakze dla cial cienkich — belek, pretéw
cienkosciennych, ptyt i powlok — nawet przy malych odksztalceniach moga wystapié
duZe obroty elementéw materialnych ciala. Jest to istotna jako$ciowa roznica w zacho-
~waniu si¢ ciat cienkich w stosunku do cial o trzech wymiarach tego samego rzedu. Wska-
Zuje ona, ze w nieliniowej mechanice powlok obrotowa czg$¢ deformacji powinna odgrywac
rol¢ znacznie wieksza, niz to ma miejscé dla zagadnien tréjwymiarowych.

Jest rzecza godna zastanowienia, Ze czgéé obrotowa deformacji powloki zostala opisana
dopiero niédawno, w ramach nieliniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a w pracach SiM-
MONDSA i DANIELSONA [42, 43], ktdérzy uzyli wektora obrotu skoticzonego £ giéwnych
kierunkéw odksztalcenia jako jedng z dwéch podstawowych zmiennych niezaleznych
nieliniowej teorii powlok. Obrét elementu brzegowego powloki opisany zostal przez
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NOwOZYLOWA i SZAMINE [44], ktérzy uzyli tu wektora calkowitego obrotu skoriczonego
£,. W tych pracach wektory obrotu skorczonego zostaly wprowadzone w sposéb opi-
sowy, bez ich powigzania z innymi zmiennymi kinematycznymi, jak przemieszczenie
powierzchni $rodkowej lub tensor gradientu deformacji powloki. W ramach teorii powtok
typu Kirchhoffa-Love’a teoria obrotéw skorczonych zostala opracowana w [7, 8].

Ogdlna teoria obrotéw skonczonych w powlokach podana zostala w [5, 10], gdzie
jako przypadki szczegSlne uzyskano wiele zaleZznosci uproszczonych, stusznych dla nie-
liniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a, dla teorii geometrycznie nieliniowej oraz dla teorii
pierwszego przyblizenia cienkich powlok sprezystych. Wprowadzenie pojecia obrotu
skoniczonego okazalo sie niezwykle pozytecznym i umozliwilo m.in. uzyskanie nowych
wariantéw geometrycznych i statycznych warunkéw brzegowych [5, 7, 9], rézne mody-
fikacje ukladu réwnafd podstawowych [9, 42, 43] oraz zbudowanie nowej klasyfikacji
réwnan uproszczonych dla geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych
przy ograniczonych obrotach [7, 8] (por. réwniez [67, 68]).

Istnieje szereg praktycznie waznych zadan zachowania sig elementow powto’koWych,
ktérych rozwiazanie wymaga uici§lonych dwuwymiarowych zaleznosci podstawowych.
Wymienimy tu np. obliczanie wzglednie grubych powltok przy nieréwnomiernych ob-
cigzeniach, okreslanie charakterystyk dynamicznych powloki od szybkozmiennych ob-
cigzen, zadania kontaktowe, obliczanie powlok o duzej anizotropii itp. Usci$lenie zalez-
noéei nieliniowej teorii powlok, przy zatozeniu liniowosci rozkladu przemieszczen na gru-
bosci powloki, przedyskutowano w [5, 45].

Przy konstruowaniu réznych zaleznosci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
szczegblna uwage nalezy zwrécié na sposéb wprowadzenia uproszczen shusznych przy
matych odksztalceniach. Okazuje sie, ze szereg wzordw i definicji pojawia sig tutaj w postaci
réznicy wielkodci tego samego rzedu. Nalezy wigc najpierw wykonaé dziatania $cisle
(t.zn. z uwzglednieniem skonczonych odksztalcen), dopiero w zaleznosciach wynikowych
mozna pomijaé¢ czlony male w stosunku do jednosci. Wprowadzanie uproszczed w za-
leznosciach posrednich moze doprowadzi¢ do blednych wzordw koncowych. Z tego tez
powodu w niniejszej pracy wszelkie zaleznosci geometrycznie nieliniowej teorii powlok
wyprowadzane s najpierw $cile, bez natoZenia ograniczen na odksztatcenia. Uprosz-
czenia wynikajace z zatozenia malych odksztalcenn wprowadzane sa dopiero do zaleznosm
wynikowych.

W p.21 3 przedstawiono mektore dodatkowe w stosunku do [1] zaleznoéci nieliniowej
teorii powlok cienkich. Uzyskano je, nakladajac wiezy Kirchhoffa-Love’a na deformacje
powloki. Zmiang grubosci powloki podczas deformacji uwzgledniono dopiero w row-
naniach konstytutywnych powlok sprezystych. Taki uproszczony opis deformacji jest
uzasadniony w ramach geometrycznie nieliniowej teorii pierwszego przyblizenia dla
cienkich powlok sprezystych dyskutowanej w p. 4, ktéra jest zasadniczym celem po-
przednich zaleznoéci. Dalsze uproszczenia réwnan podstawowych., wynikajace z kon-
sekwentnie ograniczanych parametréw obrotu skonczonego, przedyskutowano w p. 5.
W p. 6 podano zasadnicze zaleznosci ogblnej teorii obrotéw skonczonych w powtokach,
a w p. 7 przedyskutowano mozliwosci usci§lenia modelu geometrycznie nieliniowego
obliczania powlok sprezystych. Na zakornczenie w p. 8 podano niektére problemy teore-
tyczne wymagajace dalszych badaa.
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2. Obroty skonczone w teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a

W niniejszej pracy stosujemy uklad oznaczed uzywany w [1, 5, 7]. Niech r(9%) =
= x*(9%)i, oraz r(¥*) = X"k, k =1,2,3, beda wektorami wodzacymi punktéw
powierzchni $rodkowej powloki w konfiguracji odniesienia i aktualnej, ¥ = x(#), gdzie
9 o = 1,2, sa wspblrzgdnymi konwekcyjnymi na powierzchni, natomiast y oznacza
funkcje deformacji. W konfiguracji odniesienia geometri¢ powierzchni . opisuja ko-
wariantne wektory bazy a, = r,,, kowariantne sktadowe a,; = a,- ay tensora metrycznego

s , 1
powierzehni z wyznacznikiem a = lays), wektor jednostkowy n =76°‘ﬂaa><aﬂ prosto-

* padly do powierzchni oraz kowariantne skladowe by = @, 5-n tensora krzywizny &
powierzqhni. Tutaj ( ),, 0znacza pochodna czastkowa wzgledem 9% e*® s3 sktadowymi
tensora permutacji, a przez ( ), bedziemy oznacza¢ powierzchniowa pochodng kowar-
iantng na /. Analogiczne wielkosci geometryczne zwigzane z powicrzchnia odksztaicona
M = y(#) wyréznia¢ bedziemy kreska, np.: a,, n, du, @, baﬂ, Eupr (e

Podczas deformacji powierzchni $rodkowej powloki wektory bazy a,,n wyraZane
sa przez wektor przemieszczenia uw = ¥—r = u,a*-+wn zaleZnosciami

a, = Lad*+g.n, n=n,e"+pn,

(21) Zla = alzz"'u}.la_b}.aws Do = W,a"'béuh»

a 1_/)a
n, =1/ =e*e,, 0%, n==71/ =ebe, X~
“ ]/a 2 P N} : 2 7 Aut.at.p

W ramach teorii powlok typu Kirchhoffa-Love’a zakladamy, Zze wtékna materialne
powloki, ktére sa proste i prostopadle do ., po deformacji powloki pozostaja prostymi '
1 prostopadtymi do A oraz nie wydtuzajg sie. W ten sposc’)b cata informacja o deformacji
otoczenia punktéw powierzchni $rodkowej powloki zawarta jest w tensorze gradientu
deformacji .powtoki G, ktéry ma postaé [1, 7]

(2.2) G = 4,2+ 7i®n, G' = a, Q& +n@n,

gdzie przez ® oznaczono operacje iloczynu tensorowego.

Stosujac twierdzenie o rozktadzie polarnym [38] do tensora nieosobliwego G przed-
stawimy go w postaci

(2.3) ' G=RU=VR, G!'=URT =RTV-1,

gdzie Ui ¥V sa lewym i prawym tensorami rozciggnigcia, natomiast R jest tensorem obrotu
skonczonego. Tensory Ui ¥ sa dodatnio okredlone i symetryczne, natomiast R jest tensorem
ortogonalnym takim, Zze detR = 1.

Przy pomocy zaleznoéci u = ¥—r oraz (2.3) deformacja otoczenia pownerzchm §rod-
kowej powloki zostala rozlozona analitycznie na trzy stany elementarne: czysty trans-
lacjg, czyste rozciagniecie wzdtuz gléwnych kierunkéw odksztalcenia oraz obrét skon-
czony kierunkéw gtéwnych. Rozklad (2.3) poprzez U, spdjny z opisem Lagrange’a, oraz
rozklad (2.3) poprzez ¥, spojny z opisem Eulera, réznig si¢ tylko kolejnoscia natozenia
tych trzech stanéw elementarnych. ' .
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Z (2.2) i (2.3) wynika, Ze

p— v * _— —_ v 1%
4, =Ra, = Va,, n=Rn, @ =Ra*=V1g"

2.4 y N
a, = Ua,, a = Ra,.

Tutaj wprowadzone zostaly dwie powierzchniowe bazy posrednie: Lagrange’owska
a,, powstajaca z bazy a, przy czystym jej rozciggnigciu wzdiuz gtéwnych kierunkdw
odksztalcenia, oraz Eulerowska a,, ‘powstajaca z bazy a, przez jej obrét skoriczony,

W dalszych rozwazaniach wygodnym jest wprowadzenie symetrycznych tensoréw
odksztalcenia wspétosiowych z U: '

1
y = '2—(U2—1) = Ypa°@dP,
1 1
(2.5) . Yop = E(aaﬁ'—aaﬂ) = E‘(l.allﬂ"' PePs—ap) 5

= 1+ 2%+ 2(Y5vE — vy -

]| al

Y =U—-1= Y1+29-1 = },a°®d,
(2.6) 20 = 2)v’aﬁ+ﬁ2;’zﬁ’ a, = (8i+yhay,

a 1 . .
V& = petene e

gdzie 1 = a,@a*+n®n jest tensorem metrycznym tréjwymiarowej przestrzeni Eukli-
desowej, obliczonym na .#. Podkreslmy, Ze y,5 sa wiclomianami drugiego stopnia wzgle-

dem przemieszczen, lecz zaleznosci geometryczne zawierajace ]/-E sa funkcjami nie-
wymiernymi wzgledem y,5. Z drugiej strony s 4 funkcjami niewymiernymi przemiesz-
czen, lecz ‘/% staje sig wielomianem kwadratowym y.s. Przy matych odksztalceniach

Yap 1 Vop TOZia si¢ tylko malymi czlonami i moga byé utoZsamiane.
Z (2.4), i (2.6) wynika zalezno$é dla tensora obrotu skoriczonego [7]

2.7 R = a*(a,+u,,)® (ag+7p,a") + (n.a*+nm)@n,

ktéra jest niewymierna funkcja przemieszczen u.

Tensor ortogonalny R okresla w przestrzeni pewna o obrotu okreslong wersorem e
oraz pewien kat obrotu w dookola tej osi obrotu. Odpowiednie wzory podane zostaly
w [7]. Czeé¢ obrotowa gradientu deformacji moze byé wigc opisana réwniez wektorem
obrotuskoriczonego 2 = esinw, ktdry jest catkowicie okre§lony przez tensor R. Zauwazmy,
Ze £ nie jest wektorem w zwyktym sensie. W szczegdlnosci, prawa dodawania wektorow
obrotéw skoniczonych [39] réznig sig od praw dodawania elementéw przestrzeni liniowej.
Dla 2 otrzymano nastgpujace wyrazenie -

: 1 _ y _ y
(2.8) Q= .—2—61,‘{01‘—a“ﬁ(ééwi)¢ﬁ]a“+a°“’(5é+7a)lf‘ﬁn}

ktére jest niewymierna funkcia w.
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Dzialanie wektora obrotu skonczonego 2 na dowolny wektor pokaZemy na przy-
kladzie zaleznosci (2.4), ktéra przyjmuje postaé

2.9) 4y = G+ X iy + QX (2Xdy).

2cos?w/2

Korzystajac z R lub  mozna wyprowadzi¢ wiele pozytecznych tozsamosci i zaleZnosci
geometrycznych [5, 7], bardzo przydatnych przy dyskusjach réznych zastosowan teorii
obrotéw skonczonych. W szczegdlnodcei, dla pochodnej pola przemieszczen otrzymamy

(2.10) up = Yia, +2xag+ 2 x(2xay).

1
2cos?w |2
Rézniczkowanie R i £ wzdhuz krzywych uktadu wspédirzgdnych konwekcyjnych ciala.
tréjwymiarowego podano w [46, 47]. Opisujac obroty przez 2 i przyjmujac wiezy K-L,
na powierzchni 4 otrzymamy '

i 1
2.11) . Q,ﬂ=coswkﬂ+—;—ﬂxkﬂ Foos? /zﬂx(ﬂxkﬂ)
gdzie dla wektora k; otrzymano [5, 48]
. : — v ’ v l
(212) kﬂ = GA# [(”ﬂA'FbEYxA) ap.+ (Vﬂml 2 7#7’%1];3) ]
| 1

= Q_ﬁ-l' m‘ Q,ﬂ bad 52+w_ﬂ tgco/2$2
W zaleznofci (2.12); x4 = —@aﬂ—bmﬂ) sa skladowymi tensora zmiany krzywizny po-
wierzchni §rodkowej powloki okre§lonymi niewymiernie przez przemieszczenia
(2.13) sop = — [M(Puyp+ DB L1o) +13(lp — f 9a) ~ Dol

Warunkami catkowalnoéci ukladu (2.11) sa nastgpujace zaleznosci -
(2.14) e | ky o+ —;—kax_kﬂ) = 0.

Po wprowadzeniu do (2.14) zaleznoéci (2.12), otrzymamy trzy réwnania ciaglosci
odksztalcenn powierzchni srodkowej powloki, ktére zapewniaja istnienie pola przemiesz-
czenia u odpowiadajacego zadanym miarom odksztalcenia Pgp 1 %p.

Zalezno$é (2.12), mozna odwrécié wzgledem 2,4 otrzymujqc

. 1 .
(2.15) Yap = 5 € [(85+ yu) kg + (55 + 'Yﬂ)k ]-a (ba VapF 03 710)

co, razem z (2. 12)2 prowadzi do wyrazenia g, poprzez 2 i Jup.

Tensor R lub wektor 2 catkowicie okresla na .# obroty tych widkien materialnych
powloki, ktére pokrywaja si¢ z kierunkami gléwnymi odksztalcenia. Inne widkna ma
terialne moga doznawaé obrotu réwniez w wyniku czystego rozciagnigcia otoczenia
wzdhuz kierunkéw gléwnych odksztalcenia. Dotyczy to w szczegdlno$ci obrotu skon-
czonego elementu matgrialnego brzegu.

Element brzegowy powloki okresla krzywa @ powierzchni .#, dana réwnaniem 9% =
= 9%(s), gdzie s jest miarg dugoéci na %. Z ta krzywa zwiazany jest wersor styczny ¢ =
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dr . . ‘o .
= — Oraz wersor zewngtrznej normali v = £xn. Ortonormalna tréjka wektoréw #, n, v
s

nie pokrywa sie na ogét z gtownymi kierunkami odksztaicenia. Deformacje tej trojki

%, n, a, = a;xn mozna przedstawi¢ jako roz-
ciagniecie £ i v w stosunku /142y, gdzie y, = yupt*t? oraz dwa kolejne obroty: obrét
skoficzony od czystego rozciagnigeia wzdiuz gtéwnych kierunkéw odksztalcenia oraz
obrét skonczony tych kierunkéw giéwnych. Te dwa kolejne obroty skoriczone wygod-
nie jest zamienié jednym réwnowaznym obrotem skonczonym, wykonywanym przy pomocy
tensora catkowitego obrotu R, lub wektora catkowitego obrotu 2, = e,sinw, brzegu.
Odpowiednie wzory dla R, i 2, poprzez u wynikajg albo z zasady dodawania obrotéw

skonczonych [7], lub wprost z zal;:inosici

wektordow w trdjke ortogonalng @, =

1
R, = ]/1 — (a, ®V+a;®t)+n®n
+
(2.16) Yu
22, = ———— (vxa,+txa)Fnxn,
1% 1+2'}’xz

Rézniczkowanie £2, wzdtuz krzywej ¢ prowadzi do zaleznoéci podobnej do (2.11)

d! 1
2, _ cosw, K, + %9, x K, —

2.17) 29 X (R, x k).

4cos?w,/

Tutaj wektor zmiany krzywizny k, krzywej brzegowej 4 ma postaé

(2.18) ke = —kyvtkyt—kyn,
ey (o —.x Y—0
1t V1+2y" 3 1t 1
' 1 a -
(2-19) k,. = l/—’V a‘“ ba — ¥y f‘g—'T N !
i vrs vl e (bop —2ap) 1" =T

1 a _ '
T+2,. ]/7 [te =228 (Y o+ Viploc— Vapi) 1] =3,

Ry =

gdzie oy, 7, %, okreslaja, odpowiednio, krzywizne normalna, skrecenie geodezyjne oraz
krzywizng¢ geodezyjna krzywej brzegowej 4. Wektor k, wyrazony jest catkowicie poprzez
miary odksztatcenia powloki yugs 1 %us.

‘W ramach wigzéw typu XK-L prostokresina pow1erzchn1a brzegowa 0%, prostopadia
do . i okre$lona wektorem p(s, &) = r(s)+ Cn(s), deformuje sig w rowniez prostokresing
powierzchnie 92, prostopadla do . i okreslong wektorem p(s, 8) = r(s)+Ln(s). Po-
wierzchnig 02 mozna zadaé jednoznacznie przez zadanie na % przemieszczed u oraz

(n—n)-a,
funkc_u B, = = i, T2y
(okreslié w sposéb uwiktany poprzez odpowiednie uktady réwnan rézniczkowych [44],
zadajqc na € albo Q,, y,, lub k., y,.. Zadajac wartosci 2, oraz y,, powierzchni¢ brzegowa

W [7, 8] wykazano, Ze powierzchnig 02 mozna réwniez
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02 okreslamy z dokladnoécia do sztywnego przesunigcia w przestrzeni, a zadajac war-
‘toéci k, oraz y,, okre$lamy ja z dokladnodcia do sztywnego ruchu w przestrzeni. W ramach
teorii K-L mamy wiec nastepujace trzy warianty geometrycznych warunkéw brzegowych:

a) p;zemieszczeniowe, u(s) = A(s), g (s) = b(s),
(2.20) b) kinematyczne, 2,(s) = m(s), y.(s) = I(s),
" ¢) deformacyjne, k(s) = q(s), ye(s) = I(s).

Wigkszoéé zadah z nieliniowe] teorii powlok rozwiszuje sic w przemieszczeniach,
co wymaga stosowania przemieszczeniowych warunkéw brzegowych. Warunki kinema-
tyczne (2.20), odpowiednie' s3 przy rozwiazywaniu zadan poprzez wektor obrotu skon-
czonego [42, 43]. Szczegélnie interesujacymi sq Jednak deformacyjne warunki brzegowe
(2.20),, gdyz wyrazone sa one calkowicie poprzez miary odksztalcer na brzegu powloki.
Umozliwia to formulowanie i rozwigzywanie zadan nieliniowej teorii powlok calkowicie
poprzez miary odksztalcenia jako zmienne niezalezne [9].

Gdy wartosci w oraz f, sa znane na %, wartoséci 2,, k, oraz y,, latwo jest okredli¢ sto-
sujac odpowiednie wzory rézniczkowe. Jesli jednak tylko wartosci k, oraz y,, sa znane
na %, do okreélenia €2, trzeba rozwigzaé réwnanie rézniczkowe (2.17). Réwnaniem o po-
dobnej strukturze opisywany jest ruch ciala sztywnego dookota punktu statego [39] i me-
tody rozwigzania rozwiniete w mechanice analitycznej moga byé pomocne przy okreslaniu
2, poprzez znany k;.

3. Dodatkowe zalezno$ci teorii typu K-L

Réwnania podstawowe teorii powlok typu K-L, zaréwno w opisie Eulera jak i opisie
Lagrange’a, zostaly szczegétowo omodwione w przegladzie autora [1]. Podajmy tutaj
niektére dodatkowe przedstawienia, dotyczace réwnan réwnowagi oraz statycznych
warunkdw brzegowych, uzyskane w [7 - 9]. .

Rozwazmy powloke o jednospdjnej powierzchni $rodkowej w stanie réwnowagi.
Niech na powloke dzialta obcigzenie powierzchniowe p, dane na jednostke powierzchni 4,
oraz sity F i momenty K brzegowe, dane na jednostke dlugosci krzywej brzegowej %.
Dla kazdego pola przemieszczenn wirtualnych Ju istnieja symetryczne Lagrange’owskie
tensory sit wewnetrznych i momentéw N = N**a,@a; i M = M*Pq,®a, takie, ze zasada
pracy wirtualnej w opisie. Lagrange’a ma postaé

@3.0) [ &3yt MPonp)dd = [ [ p-oudd+ [ (F-sutKéR)ds
A M 3

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen lewa étronQ (3.1) przedstawimy w postaci

[ [ (N 8yug+ M) dA = éj f (GNP)pdd +J.,
(3.2) ” #

I, = [ (P, ut M5, 6Q)ds+ M5 dule,
4
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gdzie
d — _
Nf = Q%a,+0Pn, P,= GNy+ ?;(Mwn),
0% = N“’S—Z_)%Mw, 0f = M“ﬂla+?zﬂ"(2y,dw—yl,,|;,)M‘”,

(3.3) _ 1
M, =
P14 2

— 1 (—Z —
MBS+ 2Dy, M, = v ]/ — My, 5,
123

Mo bule = ) [Mp(5,+0) =My, (5,~O)]ia(s,) - Su(s,),

oraz M,, n =1, 2, ... N sg wierzchotkami zatloméw krzywej €, okre§lonymi przez s = s,,.
Z (3.1) oraz (3.2) wynikaja znane wektorowe réwnania réwnowagi

(3.4) (GN®)|g+p = 0

oraz odpowiednie naturalne warunki brzegowe. :

Przedstawiajac (3.4) poprzez sktadowe w réznych bazach uzyskuje si¢ pigé réznych
postaci réwnan réwnowagi. W [1] podano postacie réwnan wynikajace z rozloZenia
analogicznego do (3.4) réwnania w bazach a,, n lub a,, n. W [7] uzyskano jeszcze inng
posta¢ rozkladu (3.4) w bazie a,, n

(O g+ T QY —BAOP) +17(QP |5+ B3 0%) +p% = 0,

(3.5 _ _ —

p(Q®|s+a “‘)’xyﬁQ"ﬂ"bﬁQﬁ)'f'"(Qﬂ'ﬂ'*‘bxﬁQw)"'P =0,
sdzie '
(3.6) Vouup = Voo T Vupin —Vupix-

Cecha ukiadu (3.5) jest to, ze parametry 1%, n% @;, n, bedace skladowymi tensora G,
nie sa tutaj rézniczkowane, co moze mieé pewne znaczenie przy rozwiazywaniu niektérych
zadan.

Wprowadzajac wektor N = UNP = Q%i, +Q‘3n réwnanie (3.4) mozna przedstawié
w postaci

(R&ﬂ)lﬂ"'n =9,

3.7 <o % . 1

'Przedstawiajqc (3.7) ré6znymi drogami w skladowych wzgledem bazy poSredniej i, n
w [7] uzyskano dwie réwnowaZne postacie réwnan réwnowagi, ktére moga stanowié
wygodna podstawe do dalszych uproszczet. W podobny sposéb mozna wyprowadzié

2% (2 x NF).

. . . . .. — . e a
réwnanie réwnowagi w skladowych- bazy posredniej a,, n, defininjac NP = ]/—:RN‘S

i odeWIedmo modyf:kujqc réwnanie (3 4). Takq postaé réwnan podano w [42].
 Poniewaz 6f, = (082,x5)-v = 082,-f, gdzie ¢ jest wersorem stycznym a v jest wer-
sorem zewngtrznej normali do &, ze struktury J, w (3.2), wynika, ze zmodyfikowana
sita brzegowa P, oraz moment J/1+2y; M,, sa wielkodciami statycznymi wykonujacymi
pracg na wariacjach parametréw przemieszczeniowych u oraz f,.

.
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Niech F, jest wypadkowa sita a B, wypadkowym momentem wzgledem biechegé
punktu M krzywej € wszystkich sit i momentéw wewnetrznych, dziatajacych wzdiuz
krzywej brzegowej od M, do M. W opisie Lagrange’a wektory te okreslone sa zaleznos-
ciami \

M M
(3.8) F,=F°+ [ Pds, B,=B°+ [ (M,a+7xP)dstxF,
Mo ' Mo

gdzie F? jest wartoscia poczactkowq F, a B)(O) jest poczatkowym momentem wypadko-
wym, okre§lonym wzglgdem poczatku O ukladu wspéirzgdnych kartezjanskich. :

Dokonujac odpowiednich przeksztatcen catke krzywoliniowa w (3.2) mozna przedstawié
w postaci

M .
3 _ i, F, - M
(3.9) Jc = f [(MVVE,—Q,XF,)‘691—"{12—6}’"} dS-’r(M,,,n-—F,,) .Su
Mo + y” Mo
M i F M
= — f (]/1 +2y, B, 6k, + —I%Z—V—) ds+ [(M,,n—F,)-6u—B,-62))]
Mo ) Y Mo

Zaleznosci (3.9) pokazuja, ze podczas wirtualnej deformacji powloki pewne wielkosci
statyczne wykonuja na brzegu pracg na wariacjach wielkoéci geometrycznych, okresla-
jacych kinematyczne i deformacyjne warunki brzegowe (2.20). Kazdej wielkosci geo-
metrycznej odpowiada wigc wielkos¢ statyczna wedlug nastgpujacego schematu [10]

"HPV: ‘BVHV1+2)’Y'HVV’

>7 — — ‘—it'Fy
(3‘10) ﬂtHMvval —aIXFv’ Y 1+2y" >
' ——— a,-F,
ki —Y1+2y4 B,, Pu+ ——ljl_'-zx'-

Zakladajac na brzegu ¥ wartosci odpowiednich parametréw statycznych z (3.10)
otrzymamy trzy warianty statycznych warunkéw brzegowych nieliniowej teorii powtok
typu K-L. Te statyczne warunki brzegowe sa energetycznie spdjnymi z odpowiednimi
wariantami geometrycznych warunkéw brzegowych. Czlony 'pozacaikowe, pojawiajace
sic w (3.2), oraz (3.9), okreslaja dodatkowe warunki ktére musza byé spetnione w za-
tomach krzywej brzegowej lub w miejscach nieciaglosci obciazenia brzegowego.

4. Geometrycznie nieliniowa teoria clenkich powlok sprezystych

Zatézmy, ze ekstremalne odksztalcenia w pow%océ sa mat€, Sciste oszacowanie stanu
napreZzenia i odksztalcenia w izotropowej powloce sprezystej, obeiazonej tylko na brzegu,
podat John [49]. Prowadzi to w sposéb $cisty do nastgpujacej funkcji energii sprezystej
. teorii pierwszego przyblizenia [50, 11] '

’
/

. h ' h2 . :
4.1) ) Z == b ()’aﬂ%lu‘" 13 xaﬁnl") + O(Ehn?9?),

gdzie ¥ jest malym parametrem zdéfiniowanym w [69, 1] a\zmodyfikowany tensor spre-
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zysto§ci, w przypadku izotropii materialu, przyjmuje postac

E 2y
afAn __ ol By ap A5 aff Ap .
(4.2) H ~—————2(1+y) a*a"*+a"a +——1_v a*a )

Wyrazenie (4.1) ujmuje energig sprezysta od rozciagania (Sciskania) i od zginania
powierzchni §rodkowej powloki, a takZe energie sprezysta od zmiany grubodci powloki

’ podczas deformacji, ktéra jest ujeta w zmodyfikowanym tensorze sprezystosci H.
Z (4.1) wynika, 2e w ramach bledu teorii pierwszego przyblizenia y,; moga by¢ okres-
lone z .dokladnoécia do czlonéw O(n#?) natomiast ., — z dokladnoscia do czlondw

2
0(77—;?—) Przy matych odksztaiceniach wyraZenie niewymierne (2.13) dla tensora zmiany

krzywizny mozna wiéc uprosci¢ do wielomianu pigtego stopnia, upraszczajac n oraz n,
do postaci [7]

n o= [1+19::+ %(0:)2'—%19}20%902] [1 =73+ 0],

(4.3)
ny = [ - (1 + ﬁ:) @t 971(19';.# '—wﬁ.y.)] [1 + 0(77)] >
gdzie '
1 1
. vi =9+ *2—?-% M+ ‘2—991<P1+‘P2,
(4.4)

1 1
Gop = 5 (Uuip+1up) ~bugW,  Wap = 5-(lga—thap), @ = je“ﬂ Ugja -

Pod‘stawiaja:c 4.3), (4.4), (2.13) oraz (2.5) do zasady pracy wirtualnej (3.1), po doko-
naniu odpowiednich przeksztatcer, otrzymamy Lagrange’owska postaé réwnaft réwno-
wagi geometrycznie nieliniowej teorii cienkich powlok spfgzystych, shuszna przy nieo-
graniczonych obrotach elementdéw materialnych powloki.

W [1] podano posta¢ kanoniczng uktadu réwnan, wyrazona poprzez zmodyfikowane
sity wewnetrzne oraz zmiany krzywizn jako zmienne niezalezne. W podobnych réwnaniach
wyprowadzonych w [7] ujg¢to dodatkowo roéwniez sity powierzchniowe p* = O(End), -
P = O(En9?) ktére nie byly ujete w [1]. RéWna}nia te sa wyrazone poprzez N** oraz u,
jako zmienne niezaleZne. Odpowiednie geometryczne i statyczne warunki brzegowe wy-

nikajg z uproszczen wzoréw (2.19) oraz (3.8) i (3.10);. Rozwazajac stosunek ﬁy/l z postaci

kanonicznej uzyskano w [7] picé klas réwnaf uproszczonych dla teorii membranowej,
matlego zginania, zgigciowej, duzego zginania oraz bez wydtuzen powierzchni $rodkowej
powtoki. W szczegolnosci, réwnania zgigciowej teorii powlok, wyrazone poprzez miary
odksztalcenia o5 i %5, przyjmuja postaé [9]

' 2
CLA =) 7Elp+77la] + P = O(Eh%),

' . 2
(4.5) © Delft C (b —n) [(1 —») yE+v8iyiT+p = O(Eh2 i )

12'
’7132 ) '
h2 ]’

"g|p = "gla = 0(
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1 9
(4.5) [Cd.] yﬁﬁ,‘—-‘})&lg—(bg?ﬂ%—bgng)_i- 7(”5”%“”59(?) = O( 77/12 )’
. A Eh ER3
gzie 1= jest duzym parametrem, € =305, D = 57—

Deformacyjne warunki brzegowe, spojne z (4.5), wyrazone sg przez zadanie na ¢
funk¢ji k, oraz y,, gdzie
n?

AN
ktt=xtt+0( 7 ), kvt=”vt+0( 712 ),

(4.6)

o Y dy U
ky =2 ;’S‘ - d” +20, Y1+ 20 (Y0 = y,,)+0(nh )

Statyczne naturalne warunki brzegowe, energetycznie spdjne z (4 6), otrzymamy
z uproszczenia wzorow (3.8) i (3.10);, co daje

4.7 P, = (P,,v+Put+Pym)[l 4 0()]
va = C('}’w'*""?’n)'*‘o(Eh’?ﬁz) PW = C(l “"'V))/,,t-*- O(Ehnﬁz)’
P, = D[d””” L ]+ o
4.8) - ds, ds, .
+D(1 —v)[x, (x,,,——,t,,)+2x,x,, + O(EhnD?),
2, = f+0(@), M, =M, +0(ER*d?), M, = M,+O(E2nd?).

a dla odpowiednich wielkosci statycznych otrzymamy

. M
B, = B+ [ [D(w,+vu)t+¥xPlds—7x [ Pds,
Mo , Mo
(4.9) M
PF, =i (F+ [ Pas).
. MO

Zauwazmy, ze cztery réwnania w (4.5) sg liniowe, a tylko dwa kwadratowe wzgledem
miar odksztalcenia, natomiast wszystkie geometryczne i statyczne warunki brzegowe
sg liniowe wzgledem .5 i %,. Stwarza to dobra prognoze dla przysziych zastosowan
tych zaleznosci do zagadnien zgigciowych geometrycznie nieliniowej teorii powlok.

Rozwiazujac (4.5) otrzymamy odksztalcenia oraz naprezenia w przestrzeni powloki
zgodne z wigzami K-L. Polozenie powtoki w przestrzeni okreSlone jest z dokladnoscia
do jej ruchu jako ciala sztywnego. Wyznaczenie obrotéw skonczonych 2 wymaga wiec
catkowania ukladu réwnan (2.11), natomiast okreslenie pola przemieszczen jest mozliwe
poprzez rozwiazanie ukladéw réwnan (2.5) oraz (2.13) przy (4.3) i (4.4).

5. Klasyfikacja uproszczeh przy ogramiczomych obrotach
W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powtok zaloZylis’my, Zze odksztalcenia

w powloce sa male. Nie zakiadaliémy dotychczas zadnych ograniczen na parametry obrotu
skonczonego wibkien materialnych powlokl
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W wigkszodci zastosowan technicznych konstrukcje powtokowe projektowane sg w taki
sposéb, by mozliwoéé wystapienia duzych obrotéw byla ograniczona. Warto wiec roz-
wazyé mozliwe uproszczenia zaleznosci nieliniowej teorii powlok wynikajace z konsek-
wentnych ograniczen nakladanych na parametry obrotu skoticzonego widkien material-
nych powloki. ‘

W literaturze powtokowej znane sa oryginalne klasyfikacje uproszczen, zaproponowane
przez MUSZTARI'EGO | GALIMOWA [51], KOITERA [52] oraz CHIENA [53]. W [51] wprowa-
dzono ograniczenia sktadowych ¢, i ¢ zlinearyzowanego wektora obrotu @, co umozliwi-
to wyréznienie trzech wariantéw réwnant uproszczonych dla ,,matego, sredniego i duzego
. zginania (izgiba)”. W [52] wyrdzniono cztery warianty réwnan przy ,,infinitezymalnym,

umiarkowanie malym, érednim oraz duzym wygieciu (deflection)” poprzez odpowiednie
ograniczenia skltadowych & oraz powierzchniowych gradientéw przemieszczenia. Uprosz-
czenia uzyskane w [53] (por. réwniez [34]) oparte sa na ograniczeniach przemieszezen
oraz ich poéhodnych w stosunku do geometrii powloki oraz zmiennoéci stanu odksztal-
cenia. W tych oryginalnych klasyfikacjach nie pojawia si¢ stowo ,,0brét”, gdyz ani @,
ani przemieszczenia lub ich gradienty jako takie nie opisuja obrotu skoficzonego wlékien
materialnych powtoki.

W hteramrze pojawiaja si¢ tez prace, w ktdrych warianty uproszczone wg powstzych
- zasad nazywane sg réwnaniami przy ,,matych, srednich, duzych etc. obrotach”. Jednakze
takie nazwy nadawane sa intuicyjnie, bez zdefiniowania pojecia ,,obrotu’ ktéry ma byé
w jakim§ sensie ograniczony. Moze to prowadzi¢ do nieporozumies. _

Poprzez rozklad polarny gradientu deformacji (2.3) odksztalcenia i obroty elementéw
materialnych powloki zostaly catkowicie rozdzielone. W p. 4 zatozyliémy, Ze odksztal-
cenia s3 male. Jest wigc rzecza naturalng ograniczyé teraz parametry wektora obrotu
skoniczonego £2, tzn. kat obrotu w oraz kierunek osi obrotu okreflony przez e.

W ramach geometrycznie hieliniowej teorii cienkich powlok sprezystych mozZna uzyé
malego parametru ¢ do mastepujacej klasyfikacji obrotéw [5, 7]:

1) w < 0(%*) — male obroty

2) w- = O(¥) — umiarkowane 6broty
3) @ = O()Y#) — duze obroty

4 o> 0(l) —skoficzone obroty

Przypadek matych obrotéw prowadzi do klasycznej liniowej. teorii pow}ok
Przy zalozeniu umiarkowanych obrotéw otrzymamy

Q] = 0(®), R-a,=0@), 92-n=o0().

=019’ =OQ9’ 19¢x= 292,
5.1) @), ¢=0) g = 0(9?)

1
2 = (eﬁ“<pu+_5<pﬁq))aﬂ+(pn+0(1719).

Powierzchniowe miary odksztalcenia, w ramach biedu energu odksztalcema (4.1),
przyjmuja postaé

1/ { { -
(5.2) Yag = ﬂaﬁ_'z_('ﬁéwlﬂ"'ﬁgw}.a)'{' 5:%,59924- 5 Papst 09,
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5.2 1 ' D
[(cd.]) Hop = = o [Peipt Poiat b3 Fap~wia) + 03P 1 —2)] + 0(777) :

Wprowadzajac (5.2) do zasady pracy wirtualnej (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania
réwnowagi (3.4), gdzie '

1 1
(53) GNf = [N“ﬁ—b%M‘ﬂ— 5 @ N} =5 ("N + 0P NF) +

1 -
+5 (9] —W‘Ni‘)] ay+ (N + M) )n.

Odpowiednie zaleznodci w skltadowych w bazie a,, n podano w [8].

W wielu technicznie waznych przypadkach tylko obroty dookola stycznych do
moga by¢ umiarkowane, podczas gdy obroty dookota normali do.# s3 mate, gdyz powloki
s3 na ogdl znacznie sztywniejsze na odksztalcenia w swej powierzchni, niz na odksztal-
cenia z powierzchni. W takim przypadku réwniez ¢ = O($#*) w (5.1) i w ramach tych
samych oszacowan zaleznodci (5.1) - (5.3) mozna uprosci¢ odrzucajac czlony podkreslone.
Zauwazmy, ze dopiero w tym przypadku = @ + O(n¥), czyli obrét skonczony pokrywa
sie. z obrotem zlinearyzowanym, stosowanym w liniowej teorii powlok.

Przy zalozeniu duzych obrotéw otrzymamy

12l = 0(yd), Q-a,=0W\%, Q-n=o0(/3)

(5.9 9= Ol/9), ¢=0(B), Oy =00
Q= % {212+ 0D @ — 9" (P —w3e) ] +2m} + %)

Sktadowe tensora odksztalcenia y,5 maja petng postad (2.5), natomiast dla skleidowych
%eg Otrzymamy [7] '

1
(5.5) ity = — > [@ayp+ Ppra+ DA 15 —w35) + (D10 —03,)] —

1 11 1 1
- jbaﬂ P+ D) (7 P pa+ 9295 — 7?9'2 ﬂﬁ.) (Paipt Pp10) — jtp‘ @1 (Blwzs —bpwia) +

1 9
+(¢l+wi:'2—(pl(p2)(0Aa|ﬁ+ﬁ1ﬂla— aﬂ[l)‘f‘o(l?i—)'-

Wprowadzajac (2.5) oraz (5.5) do (3.1) otrzymamy wektorowe réwnania réwnowagi
(3.4), gdzie

(5.6) "GNS = {lﬁN’w —BS M. ‘}_‘P”‘Px(b%Mw — B M)+ (200&/1 ) (p,;l”‘M""‘ +

1 I
+ 7waﬂ(puﬁ:dysz - 7 (‘puﬁ{’l;‘ - ‘PB W).[l) MML -

1 | M M '
—[(1“Wz)(w“M1ﬂ+¢ﬂM“~¢‘M°“’)+¢~(w"“ Py o aﬁ)]l}”“Jr
A

3 Mech. Teoret. i Stos. 2/80
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1 1
+ {zp;.N 1 [(1 — 5 7P + 500, —ﬂzﬂﬁ) M* ]M + [sv”( ~baF Paju—biw,,) +
(1 -—l—tp ) 9%, +wﬁ"29,,,1,,] M"”}n.

Jezeli dookota normali dopuszczone sa umiarkowane obroty, to w (5.4), @ = O(9)
i w zaleznodciach (5.5) oraz (5.6) mozna opusci¢ czlony podkreslone linia ciagla. Gdy
dookota normali dopuszcza si¢ tylko male obroty to @ = O(9*) i (2.5) upraszcza sie
do postaci

1 1 1
5.7 ‘)‘/ap = 19',1,5 + '271901:79/_1/] - "2“'(79;1602/3 + 05“’10:) + "2—(}’04 Ppt O(n9*),

natomiast w (5.4); i (5.5) mbina jeszcze dodatkowo opusci¢ czlony podkre$lone linig
falista. Wprowadzajac tak uproszczone miary odksztalcenia powloki do (3.1) otrzymamy
(3.4), gdzie

| . | |
(5.8) GN* = [(5§+ DN —b3 M — (@ Nf+ P NG) ~ (20% — a0 03) gy MY —
~ (" M? + P ™ —99‘M-”“’)u] a,+ {%N e

1 | .
+ [(1 - “2—99"%) Mm][l + [(pﬂ(—blﬂ',' ¢A|,4)+’¢9PA;1]M"'”}”~

Postaé réwnari réwnowagi w sktadowych w bazie a,, n jest oczywista.

6. 6g6]nn teorla obrotéw skonczonych w powlokach

Przy formutowaniu udokladnionych zaleznoéci nieliniowej teorii powtok nie wolno
juz stosowaé wigzéw K-L, poniewaz nawet w opisie deformacji mog’(oby to doprowadzié
do zauwazalnych bledéw.

Podczas deformacji powtoki Jako ciala tréjwymiarowego wektory bazy przestrzennej
na powierzchni $rodkowej # powloki -w konfiguracji odniesienia a, = (@, n), a =
= 1,2, 3, deformuja sic w wektory bazy przestrzennej @, na powierzchni odksztatconej
M = y(M). W szczegSlnoici, wektor a; = n po deformacji przechodzi w wektor as,
ktéry nie jest na ogdt ani jednostkowym ani prostopadlym do ., as % n. Wektory a,
oraz a, okredlaja skltadowe przestrzennych tensoréw metrycznych a,, = a, - @, oraz g, =
= a," a. '

Wektor przemieszczenia o dowolnej czastki powltoki ma postaé szeregu
(6.1 v =u+{p+.. B=as—n= fB,a%+fn,

gdzie, w ramach liniowego przybliZenia, wystcpu_]ac dwa niezalezne parametry przemiesz-
czenia u i B.

- Teorig deformacji powloki,  przy zaloZeniu liniowoéci przemieszczen, szczegétowo
podano’ w [5]. Tutaj przeédstawimy niektére zaleznodci dotyczace gidwnie obrotowej

-
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czedei deformacji [10], ktére uzyskuje si¢ analogicznie jak w p. 2, jedynie zaleznosci Wy-
‘nikowe sa bardziej skomplikowane.
Na powierzchni §rodkowej okreslony Jest Scisty tensor gradientu deformacji

(6.2) G =2a,®d, G'=qe@a",

poprzez ktory zdefiniowane sg miary odksztalcenia powloki

=%(G’"G—1), T = —(G7'Zd~b),
(6.3)

p= %(GTIT)—.G—bZ), A= —a3,Q0.

W ramach liniowego przyblizenia (6.1), miary odksztalcenia (6.3) sa funkcjami kwadra-
towymi u i B oraz ich gradientow. Jednakze tylko sktadowe y,, oraz g, = %(naﬂ_;.ytﬁa)

wystepuja jako niezalezne, natomiast p jest wyrazalne przez y i @ oraz 7y = y335.
Stosujac do (6.2) twierdzenie o rozktadzie polarnym (3.1) mozZna okreéli¢ Lagrange’-
owskq przestrzenna baz¢ poérednig a, = Ua, i zmodyfikowany tensor odksztalcenia
y = U~—1, poprzez ktére wyrazamy tensor obrotu skonczonego R oraz wektor obrotu
skonczonego 2 gldéwnych kierunkow odksztatcenia wedlug nastgpujacych wzordw:

(6.4) R = 2,®a° = [(ay+u)a*+ (n+ p)a* )@ (55 +¥5) a,,
(6.5 20 =©E(a, ap)a. = a,xa’ = ,
= €1, {(05 + D@ s +a" Y — (844 vD) [@” pp+ @ (1 + B} a* +
+e( 05+ VD[l +a% 4] n.

Zaleznosci te sa niewymiernymi funkcjami u# i .
Rézniczkujac 2 otrzymamy (2.11), gdzie teraz

_ y e o
(66) kﬂ = Eaef(yeﬂ:n _Aenﬂ) as, Ae"ﬁ = 'Eagbyeoyah#?’

natomiast ( ),, jest przestrzenna pochodna kowariantng, obliczong na .# przy pomocy
. W szczegdlnodci yup3 = n(aﬂ)+bay,ﬂ+bﬂym, co pozwala rozwigzaé zalezno$é¢ (6.6)
. wzglgdem Tiep) Ofrzymujac

_ - v | .
(6.7) T(apy = '5(53odkﬂ+€'3ﬂlka)'al'—‘E(béynﬁ+b§7na)_bd5733+

1 1
+ 5 (Paust+y3p) + 'E(Aa3ﬁ+Aﬂ3a —Asap—Azpa)s

co razem z (2.12), daje dcisle wyraZenie 7y poprzez €2 oraz Vab-

Wprowadzajac (6.6) do (2.14) otrzymamy trzy éciste réwnania cigglosci odksztalcen
Wyrazone pOprzez y,, oraz Tapy, KtOre zapewniajg istnienie parametrOw przemieszcze-
nia # i p.

W rozwazanym ogdlaym przypadku deformacji powloki, prostokre$lna powierzchnia
brzegowa 02, prostopadia do . i okre$lona wektorem p(s, £) = r(s)+ ¢n(s), deformuje

3%
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sie w powierzchnie 82, ktéra nie jest na ogét ani prostokresina ani prostopadia do .#
wzdluz krzywej % = x(%). W otoczeniu % dla wektora wodzacego p = x(p) mamy roz-
winigcie

(6.8) p(s, ) = F(s)+Las()+ ...,
ktére przybliza (ﬂ’shpewnq powierzchnig prostokreslng okreslona przez liniowa czgsé
(6.8). Ortonormalna tréjka wektordw #, n, v deformuje si¢ w trdjke uko$nokatng @, =

= t+%;i, a; =n+p, a, = a,xa; o dhugosciach

a, = la) = Y1+2y,, as=lasl =V1+2;,,
a, = [a,| = V(1 +2y)(1+2y33) — 475,

gdzie vy, Y31, Vas 54 fizycznymi sktadowymi odksztalcenia na brzegu powtoki. Wprowa-
dzajac wektor

(6.9)

1

(6 ]-0) Em = avxﬁr = at (—13 _2')/3!2!’ am a a
mozna pokazaé, ze deformacja wersorow ¢, n, v W a,, a., a, sklada si¢ z ich odpow1ed-
niego rozciggniecia (6.9) i (6.10) oraz dwdéch kolejnych obrotéw skonczonych. Obroty
te moga byé zastgpione jednym réwnowaznym obrotem skonczonym, wykonywanym
przy pomocy tensora R, lub wektora £2,, okreslanych poprzez u i B zgodnie z zaleznos-
ciami

R, —®t+ﬂ

: ®V,
(6.11)

a a a
202, =t><‘_z—‘+n>< hvx =

H m ¥

Roézniczkowanie €2, prowadzi do zaleznofci (2.17), gdzie dla sktadowych k, otrzymano
sciste wzory poprzez miary odksztalcenia y,, oraz mwgp:

1 d Pl
_.k” = [a (2 Z:“ +0'1 7'5") 2‘}/3t c}?t]—at

k, = a,a, []/—az (ve+wia° }’caﬁiﬁ)‘f'

+293:(Xe =728V cap t“tﬁ)] -7,

(6.12)

—km‘ === 7 _vlﬁlc'ycaﬁtatﬂ)_%h

Yabe = VabicF YVach—Vbe,a+
Powierzchnig prostokreslng okreslong przez liniowy czgsé (6.8) mozna zadaé jedno-
znacznie zadajac wartosci u oraz B na €. W [5] pokazano, Ze zadanie £2, oraz yu, Yars Vas
lub k, oraz y,, yi;, Y33 réwniez okreéla te powierzchnie w sposéb uwiktany, z doklad-
_noécia do sztywnego przesunjecia lub sztywnego ruchu w przestrzeni. W ten sposéb réw-
_ niez w ogdélnym przypadku deformacji powloki zostaly sformulowane kinematyczne
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i deformacyjne warunki brzegowe, umozliwiajace formutowanie ogdlnych zagadnien
nieliniowej teorii powlok w odpowiednio zmodyfikowanych zmiennych niezaleznych.

Podane tutaj zalezno$ci, wynikajace z obrotowej czgsci deformacji, sa tréjwymiarowo
écistymi na powierzchni $rodkowej powloki, gdyz uwzglednienie wyzszych wyrazéw
rozwinieé¢ (6.1), oraz (6.8) nie zmieni kierunku a; stycznej do zdeformowanego wldkna
materialnego obliczonej na .. Stad tez odpowiednie wzory dla réznych wariantéw uprosz-
czonych wynikaja z tych zaleznoSci jako przypadki szczegdlne. W szczegdlnoscei, tatwo
zauwazy¢, ¢ nakladajac wiezy K-L (tzn. przyjmujac megm = #up, Y3e = Y3z = T3q = 0,
as = n) z tych §cistych zaleZznosci otrzymamy odpowiednie wzory podane w p. 2. Inne
uproszczenia tych zaleznodei dla teorii geometrycznie nieliniowej, dla teorii pierwszego
przyblizenia powlok sprezystych oraz przejécia graniczne do liniowej teorii powlok typu
Reissnera i klasycznej liniowej teorii powtok dyskutowane sa w [5, 10].

7. UsciSlone zaleznoécl teoril geometryeznie nieliniowej dla powlok sprezystych

Dwuwymiarowe rdéwnania ruchu w opisie Lagrange’a oraz odpowiednie warunki
brzegowe i poczatkowe, spéjne z (6.1),, mozna uzyska¢ albo droga bezposredniego cal-
kowania po gruboéci powtoki lokalnych réwnan ruchu osrodka cigglego w opisie Lagrange’a
[55], lub stosujac zasadg Hamiltona [5]. W rezultacie otrzymamy nastepujacy ukiad
réwnan ruchu

(GN®)5+p = oot + 0k,

(7.1) . . .
(GMﬁ)m—GNs-'-l = Q1"+92ﬁ,

gdzie

(1.2) N° = 0%, Q" = N+ (Gh+ayea) M7,

GMP = R¥G,, R%= M4 (G3;+3"p ) K.

Tutaj N, M*® i K*® s skltadowymi Lagrange’owskich sit wewnetrznych i momentéw
180 i 280 rzedu, I jest wektorem momentéw powierzchniowych, go, 0, , 02 sa charakterysty-
d
kami bezwladno$ciowymi powloki, ( ) = oraz G%, sa przestrzennymi symbolami

Christoffela na .

Rozkladajac (7.1) w bazach konfiguracji odn1es1en1a a,, konfiguracji aktualnej a,
lub tez w bazie posredniej a, uzyskano w [5] pieé réznych postaci uktaddw réwnai catkowi-
cie wyrazonych poprzez wielkoéci Lagrange’owskie. Kazda z tych postaci posiada cechy
szczegolne, ktére moga mie¢ znaczenie przy ich wykorzystaniu. W szczegolnoscu sktadowe
rownan réownowagi (7.1) w bazie @, maja pestaé

_ - ' a
Qaﬂfﬂ'*'aad)’dxﬁQ‘ﬂ‘f‘ (—b§+a""43,) Q**+ ]/717“ =0,
(7.3) -

_ —/a
Q3a|a+(ba8+aad')/daB)Qaﬂ'}'aadVd&laQBo."f‘ ‘/E'Ps O’
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1 =

Ry Ty 435 R 4 (=5 +p432) R~ 0% +- ]/%7“ =0,
(7.3) | '

Ryt (Bop - 40p) R + @343 R3* — Q33+]/ = 0.

Jest to tzw. mieszana postaé rownan réwnowagi, nie zawierajaca w sposdb jawny
sk}adow\ych gradientu deformacji, co predystynuje te posta¢ do rozwigzywania zagadnien
formutowanych poprzez wielkosci deformacyjne.’

Podstawa usciélonych wariantéw geometrycznie nicliniowej teorii powtok sprezystych,
" wychodzacych poza pierwsze przyblizenie dyskutowane w p. 4, musi by¢ konsekwentnie
uécislona postaé funkcji energii sprezystej powloki. Po rozwinigciu trojwymiarowej funkeji
energii materiatu sprezystego w szereg wzgledem ¢ i odpowiednim scatkowanin go po
grubosci otrzymamy $cista dwuwymiarowa funkcje energii sprezystej powtoki w postaci
szeregu nieskofczonego wzgledem poteg (malej) grubosci powtoki. Zaktadajac malosé
odksztalcenh i wykorzystujac scisle oszacowania skladowych stanu napreZenia podane
przez Johna [49], mozna oszacowa¢ rzad wielkodci wszystkich czlonéw tego szeregu
nieskoniczonego. W wyniku otrzymano [5,1] nastepujaca postaé uscislonej funkcji energii
sprezystej powloki '

E’ T G 3p3x] 1.2 1
(74) = ?H 4 ’}/ag’}/h‘ 2 = T () Toap) +2hL 1k yaﬁy:m-f-l ——48 3873, | -+
h? B3 ’
+ T’Q—‘Haﬂlﬂyaﬁ(.uﬂp _ZH-”(A;;))‘F l—zHalﬂA[")/a[gﬂ(M)—f- O(E}an’l?“'),

‘gdzie H jest Srednig krzywizna powierzchni ., k* = 5/6, [* = 7/10° natomiast tensory
sprezystosci, w przypadku materiatu izotropowego, okre$lone sg przez (4.2) oraz.

E
2(14»)

(1.5)  H%w = lz(aa‘bﬂ“'+ b aPr) 205 4 baf) +

B

4y E
(B KA af Au 383 _
+ _v(a ¥ 4% g )], L 2(1+v)a

Skladowe g mozna wyrazié przez x,s otrzymujac

_ ' 7 i
(1.6)  Tap = Hop+Vaop+Vapa—(basg— aﬂ)y33+0( 7 ) = xaﬂ+0( ; )
Jezeli wprowadzimy (7.6) do (7.4) latwo zauwazyé, ze w ramach bledu O(Ehn?9?) za~
leznos¢ ta rzeczywiscie zredukuje si¢ do energii sprezystej (4.1) teorii pierwszego przy-
blizenia.

Wyrazenie (7.4) mozZna nazwaé konsekwentnym drugim przybhzemem do energii
odksztalcenie powloki. Ugcisla ono wyrazenie (4.1), zachowujac w sposéb konsekwentny
réwniez wszystkie cz{ony drugorzgdne, ujmujace dodatkows energi¢ sprezysta od Scinania,
od zmiany krzyw12ny wynikajacej ze écinania oraz dodatkowa energie spreZysta od r6z-
nych sprzezen mlgdzy odksztalceniami blonowymi, gietnymi, $cinajacymi a takze poprzecz-
nymi, ujetymi w zmodyfikowanych tensorach sprezystosci H i -H,.
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W wielu pracach oraz monografiach proponuje si¢ usci$long teori¢ oparta o trzy
pierwsze czlony w wyraZeniu (7.4). Jest jednak oczywiste, ze dla powlok o stabej anizo-
tropii uwzglednienie tylko jednego sposréd pigciu cztondw dodatkowych nie moze pro-
wadzi¢ do wynikow globalnie dokladniejszych od uzyskiwanych z teorii pierwszego przy-
blizenia, aczkolwiek dla wybranych zadan i w niektorych obszarach powtoki wyniki te
moggq rzeczywiscie okazac si¢ blizsze rozwigzaniu tréjwymiarowemu. Jednakze dla innych
zadan lub w innych obszarach taka ,,uéci§lona” teoria moze prowadzié nawet do wynikéw
gorszych od uzyskiwanych z teorii pierwszego przyblizenia.

Rézniczkujac wyrazenie (5.7) wzgledem odpowiednich powlokowych miar odksztal-
cenia otrzymamy uséci$lone réwnania konstytutywne wraz z oszacowaniem ich bledu

[11], np.
0x

o o T
(1.7) N = o
Rownania konstytutywne moga by¢ wykorzystane do sformulowania uscis§lonej geo-
metrycznie niecliniowej teorii powlok w miarach odksztalcenia y,, oraz m(,; . Rzeczywiécie,
podstawiajac je do (7.3), oraz dokonujac odpowiednich oszacowan i uproszczen [3] otrzy-
mamy sze$¢ réownan wzgledem p,, 1 T, ktére uzupetnione o trzy warunki cigglosci
odksztalcen wynikajace z uproszczenia (2.14) i (6.6) okreslaja dziewie¢ rownan wzgledem
dziewieciu niewiadomych skladowych miar odksztalcenia. Odpowiednie deformacyjne
warunki brzegowe wynikaja z uproszczenia zaleznoéci (6.12), natomiast uscislone natu-
ralne warunki statyczne, energetycznie spdjne z deformacyjnymi, nie zostaly jeszcze dla
tego ogdlnego przypadku skonstruowane.

; h? i3 .
= /}Hﬂﬂﬂﬂ [y/lu'l' ﬁ (,u','m - 2HT‘(A;:)):| —+ "17 HTM”%’(A#) + 0(E/1’)’]’l94) .

8. Nicktére problemy teoretyczne wymagajace dalszych badan

Wyniki referowane w niniejszej pracy wylaniaja szereg dalszych probleméw o cha-
rakterze podstawowym, dokladniejsze zbadanie ktorych moze doprowadzi¢é do interesu-
jacych poznawczo i waznych praktycznie wynikéw. Wskazmy tutaj na niektére z tych
probleméw do rozwiazania w przysziodei.

Przy znanych wartoéciach parametréw przemieszczenia wyznaczanie miar odksztal-
cenia, parametréw obrotu skoficzonego, wektora zmiany krzywizny oraz parametrow
deformacyjnych brzegu sprowadza si¢ do operacji rézniczkowania. Znacznie trudniejszym
jest zadanie odwrotne — wyznaczenie skladowych przemieszczenia gdy znane sg skia-
dowe miar odksztalcenia lub nawet wyznaczenie parametréw obrotu skoficzonego. W za-
gadnieniach nieliniowej teorii powlok problemy te sprowadzajg sic do rozwiazania
uktadu réwnan rézniczkowych. Struktura réwnan (2.11) jest analogiczna do réwnan
ruchu ciala sztywnego dookota punktu stalego i na drodze wykorzystania wynikéw uzyska-
nych w mechanice analitycznej [71] mozna spodziewal si¢ rozwiazania tego zadania
réwniez dla powtok.

W ramach geometrycznie nieliniowej teorii powlok nie zostaly dotychczas podjete
problemy wydzielenia osobliwosci rozwigzan zwigzane z obciaZeniem skupionym lub
osobliwoscig geometrii powtoki, jak tez zwigzane z tym zagadnienia rozwigzan powlok
0 obszarach wielospdjnych.
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W zagadnieniach liniowej teorii powlok rozwiazania takie sa konstruowane [56, 57]
poprzez caltki krzywoliniowe, zawieraj@cg pochodne przemieszczenia i zlinearyzowanego
wektora obrotu. Wydaje si¢ wiec, Ze korzystajac z zaleZnosci teorii obrotéw skonczonych
na brzegu powloki moznaby uzyska¢ podstawowe zaleznodci niezbgdne do poprawnego
formulowania i rozwigzywania tego typu zagadnieh rowniez w ramach nieliniowej teori
powtok. '

Uzyskanie rozwigzania numerycznego podanych tu zaleznoici geometrycznie nie-
liniowej teorii powlok na ogél wymaga zastosowania metod numerycznych opartych
o wariacyjne sformutowanie zagadnienia. W literaturze jest wiele rozwigzan analitycznych
i numerycznych, opartych o zasady wariacyjne, uzyskanych gtéwnie w ramach najprost-
szego wariantu teorii powtok typu Donnella-Musztari-Wiasowa, np. [58 - 61]. Celowym
jest jednak opracowanie réznych zasad wariacyjnych w ramach mniej ograniczajacych
zalozef geometrycznie nieliniowej teorii powtok przy umiarkowanych, duzych oraz skoi-
czonych obrotach. Chodziloby tu nie tylko o skonstruowanie zasad wariacyjnych okresla-
jacych stacjonarno$¢ funkcjonatu [70, 72], lecz gléwnie o skonstruowanie ekstremalnych
zasad duvalnych i podanie zakresu ich stosowalnosci. Moga tu byé pomocne niektore
wyniki uzyskane ostatnio w nieliniowej teorii sprezystosci [62 - 65].

Dotychezas znane rozwigzania zadad nieliniowej teorii powlok sprezystych oparte
sg o warianty réwnan, w ktorych czg$é obrotowa deformécji zostata z géry ograniczona.
Przyktad nieliniowej deformacji wycinka kuli podany w [66] wskazuje, ze uzyskane w ten
sposéb rozwigzanie moze okaza¢ si¢ niespdjnym z przyjetymi zalozeniami wyjsciowymi.
Celowe jest wigc wykonanie szeregu testowych przykladéw numerycznych dla prostych
geometrii powlok (np. czasza kulista, cylinder, stozek etc.) opartych o pelne réwnania
teorii geometrycznie nieliniowej oraz o rownania przy ograniczonych obrotach. Dla
najprostszych zadan jednowymiarowych celowe byloby réwniez wykonanie obliczen,
przyjmujae kolejno #, albo 2 i y,q lub tez y,4 i x.s jako zmienne niezalezne oraz prze-
dyskutowanie zalet i wad rozwigzania przy réznych ukladach zmiennych oraz powigzan
migdzy nimi.

W dotychczasowej literaturze warunki ograniczajace parametry -zwiazane z obrotem
elementdw materialnych zawsze byly stosowane jedynie w ramach teorii matych odksztat-
cent. Poprzez rozkiad polarny (2.3);, odksztaléenie i obrot zostaly scile rozdzielone.
Istnieje wigc mozliwosé zbudowania réwniez konsekwentnie uproszczonej teorii umiar-
kowanych lub duzych odksztalced przy ograniczonych obrotach.

W ramach teorii drugiego przyblizenia interesujace byloby okredlenie warunkéw
dodatkowych, przy ktérych tylko jeden spodréd pigciu cztondw drugorzednych wystarcza
do uzyskania wynikéw usci§lonych w stosunku do teorii pierwszego przyblizenia. Dotyczy
to w szczegblnosci warunkéw, przy ktérych wystarcza uwzglednienie tylko dodatkowej
energii sprezystej od Scinania, gdyz takie wlasnie udciSlone warianty sa najczgsciej sto-
sowane.
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Pezwme
HEKOTOPBIE ITPOBJIEMbI HEJIMHENHOM TEOPUM OBOJIOYEK

B paBore nan 0630p HEKOTOPBIX JOCTHXKEHHIT B HEJIMHEHHON Teopuy OGONOUEK NONYUEHHLIX B Ie-
puon 1975—]1978, ¢ ocofoii cchbuTKOHR HA DPE3YNLTATEI MOJNYYEHHLIE aBIOPOM. B pamiax HelHMHeHHOMH
TEOPHK TOHKHX O00O0JIOUEK PacCMOTPEHBI CIEAYIOUIMe MpoBieMpl: TEOPHA KOHEUHBIX OBOPOTOB, Pa3HbIe
BHABI FE€OMETPHYUECKHX KpaeBbIX YCIOBHHM W SHEPTETHUECKH COTJIACCOBAHHBIX CTATHUYECKMX IPAHUUHBLIX
YCIIOBMH, pasHble NIPeACTABJIEHHS OCHOBHBIX ypaBHeHMH B JlarpaHyKeBOM. OMMCAMHH M MX yHPOIUCHHE
B Ciyuae manoit ynpyrofi medopmanui, a TAKKe B CIIyYae JOMOJHUTENBHOrO OrPAHUHEHMS JIOBOPOTOR.
CihopMynMpoBaHEl OCHOBHBIE 3aBHCHMOCTH OGLIEH TEOPHUM KOHEUHBIX IIOBOPOTOB B oBonouwax. IIpu-~
BeJIeHA YTOUHEHHAaA (OpMysia BTOPOro HPHONMIKEHHA K yIpyroi SHepruM AedopMmaruy 000I0UKH
¥ COOTBETCIBEHHDIE YTOUHEHHbIE ABYXMEDHLIE YpaBHEHUA PABHOBECHA M OIIPENETISIONINE COOTHOIIEHUSA.
B sarmrouenmy ofcyykIeHbI HEXOTOPBIE HepellleHHbie MPoGieMbl HeTUHeRHOH Teopun 0fonoUeK.

Summary
SOME PROBLEMS OF THE NON-LINEAR THEORY OF SHELLS

The paper contains a revue of some advances in the non-linear theory of shells in the period 1975—1978
with particular reference to the new results obtained by the author. Within the non-linear theory of thin



192 W. PIETRASZKIEWICZ

shells the following topics are discussed: the theory of finite rotations, various forms of geometric boundary
conditions and energetically compatible static boundary conditions, various representations in the Lagran-
gean descrioption and the consistent simplification of the equations in the case of small elastic strain and
for additionally restricted rotations. Basic relations of the general theory of finite rotations in shells are
presented. A consistent second approximations refined two-dimensional equilibrium equations and consti-
tutive relations are presented. Finally, some unsolved problems of the non-lineardheory of shells are pointed
out.
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