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1. Wstep

Przedmiotem pracy jest rozwigzanie problemu zginania powfoki sprezystej w ksztalcie
paraboloidy eliptycznej, o matej wyniostosci, rozpigtej na planie prostokata i podpartej
wzdluz brzegéw na sprezystych Zebrach.

Rozwazono powloke wykonang z materiatu liniowo-sprezystego, jednorodnego i izo-
tropowego, o sztywnodci warunkujacej wystgpowanie odpowiednio malych przemieszczen.

Punktem wyjscia jest uktad trzech przemieszczeniowych réwnan rézniczkowych liniowej
teorii powlok, spelniajacych zalozenia Kirchhoffa-Love’a oraz uwzgledniajacych uproszcze-
nia wprowadzone przez W. Z. Wiasowa dla powlok o matych wyniostosciach.

Pomimo oczywistego duzego znaczenia praktycznego opisanego problemu nie znalezio-
no jego analitycznego rozwigzania w dostepnej literaturze technicznej. Istniejace rozwig-
zania analityczne ograniczaja si¢ jedynie do prostego przypadku przegubowo-przesuwnego
podparcia brzegéw powltoki. Rozwiazanie takie, wykorzystujac metody pojedynczych lub
podwdjnych szeregéw Fouriera, mozna znalez¢é w wielu monografiach, m.in. [2], [3].

Ogolny algorytm rozwigzywania problemdéw brzegowych z zakresu statyki i dynamiki
powlok o matych wyniostosciach rozpigtych na planie protokata, opracowany za pomocg
metody skonczonej transformacji Fouriera, podano w pracach Z. MAZURKIEWICZA [4]
oraz Z. MAZURKIEWICZA 1 A. WIWEGERA [5].

Zastosowanie metody réznic skonczonych do rozwigzania rozwazanego zagadnienia
mozna znalezé m.in. w znanej monografii A. A. NAzZArROWA [2], pracach P. WILDEGO
1 in. [6] oraz E. MALERSKIEGO [7]. Natomiast rozwigzanie uzyskane za pomoca metody
elementow skonczonych podali m.in. O. C. ZienkiEwicz [8], J. SzMELTER i in. [9], J. J. Con-
NOR i C. BErBBIA [10].

W niniejszej pracy podano (opracowany przy zastosowaniu metody skonczonej tran-
sformacji Fouriera) algorytm rozwigzania probleméw brzegowych powloki w ksztalcie
paraboloidy eliptycznej. Szczegélowo opisano przypadek zginania powloki rozpigtej
na planie kwadratu i podpartej wzdtuz brzegéw na sprezystych zebrach. Dokonano analizy
wplywu warunkéw brzegowych oraz niektérych parametréow geometrycznych na pracg
statyczng rozwazanej powloki. Zbadano numerycznie zbiezno$é rozwigzania. Otrzymane
wartosci wielkosel statycznych i geometrycznych przedstawiono na wykresach aksono-
metrycznych. Uzyskane wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi za pomoca metody
réznic skoficzonych w ujeciu wariacyjnym oraz metody elementéw skonczonych. Podano
wnioski i uwagi dotyczace oceny praktycznej uzytecznosei metod zastosowanych do roz-
wiqzania problemu stanowiacego przedmiot rozprawy.
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2. Niektore zwigzki i rownania teorii powlok o malych wynioslosciach

Rozwazmy sprezysta, jednorodng, izotropowa powloke o statej grubosci i matej
wyniostodci rozpieta na planie prostokata (rys. 1), poddana dziataniu dowolnego obcigzenia
normalnego.

7y

Rys. 1

Znany z technicznej teorii powltok W. Z. Wrasowa [1] uklad trzech réwnan rézniczko-
wych opisujacy stan przemieszczen takiej powtoki ma postac:

6N1 6N12 _ 5N2 ale _
e o Ty 7% Gt =0
M 02
(2.2) L2 Mz OM, +kyNi+2ki, Nio+k, Ny+p = 0,

ox? 0x0dy + ay?

gdzie w odniesieniu do $rodkowej powierzchni powtoki (rys. 2), Ny, N,, N;, oznaczajg
wewnetrzne sity normalne oraz styczne, M, M,, M, — momenty zginajace i skreca-
jace, » — wspbtczynnik Poissona, E — modut Younga, # — grubosé powtoki, ky, k,, k1, —
krzywizny §rodkowej powierzchni powtoki, p — obcigzenie.
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Zgodnie z teoria Wilasowa sily wewnetrzne wystepujace w réwnaniach (2.1), (2.2)
okre$lone sa nastgpujaco:

G 2 ' 0 ‘
N, =A[—li+v—a—v—f(k1+”kz)wl, N, = A[ L —(k2+vkl)w},

0x y ay —H}@—x
(2.3)
ou v
le = B(—g)’}_ + ‘é; '—2/C12W),
9w P*w ‘ Pw  Pw
M = 'D(a—xf“w)’ 2= ‘D(W W)
2.4
Mi» = —D(1~») o*w
12 — 3 axay 5
Eh Eh ER?
(2'5). 4= 1—»2’ T 2014y’ T12(1—?)
Krzywizny powloki o malej wyniostosci wyrazamy za pomocg wzoréw:

62 2 62

(2.6) k, = 0z 0*z _ 7z

ox2’ 12 = oxdy’ 2T gt

gdzie Z = Z(x, y) jest réwnaniem §rodkowej powierzchni powloki.
W pracy tej rozwazono powloki o statych krzywiznach, Ogdlne rownanie powierzchni
srodkowej takiej powloki ma postaé:

1
2.7 Z(x,¥y) = apt+a, x+ay+ 7(/c,x2+2k12xy+k2y2).

Warunki brzegowe na krawedziach powloki wzmocnionych zebrami mozna zapisaé
nastgpujaco:

—_— aM_sz . —_ aM?‘l _
M=o ¥ —5= =0, May=oF 55 = 0,
M oM
N1 x=0i 12 =0’ N2y=0'_t 21 —0,
x=a 3)’2 y=b 0x
(2.8)
ON¥ ON¥
lei:gia—zo’ Nxzj:g:t 3x1 =0,
2M 3 * M .
Ql ';Z(()x + ayzlz ikzN;_k = O’ QZ ‘J;:g —._'_ axztl iklNT = O:
gdzie Q,, O, — sprowadzone sily poprzeczne
‘ oM oM. oM oM,
2.9 = i —iz -2 et N
2.9) ; & 0x +2 oy Q2 dy +2 dx

Symbolem (*) oznaczono wielkoéci odnoszace sig do zeber krawedziowych, N* oznacza.
site podtuzna, M* — moment skrecajacy, M — moment zginajacy w plaszczyZnie po-
ziomej, M# — moment zginajacy w plaszczyznie pionowej, indeks 1 odpowiada tu kra-~
wedziom réwnoleglym do osi x, 2 — osi y (rys. 3).
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Przyjeto, ze o§ geometryczna Zebra lezy ma srodkowej powierzchni powloki, a wigc
krzywizna Zebra jest réwna odpowiedniej krzywiznie powtoki.
Sity wewnetrzne wyst¢pujace w Zebrach wyrazamy za pomoca wzorow:

. Ous *w

N* = EF( a5 kw), = GJs FIVTE

2.10

( ) 02 . aZut‘
M EJl a .2 M" = _Ejz—agz—.

gdzie F oznacza pole przekroju poprzecznego zebra J,, J,, J; — momenty bezwladnosci
przy zginaniu 1 skrecaniu, G — moduf sprezystosci poprzecznej, s, t-— wspoirzedne
(x lub y) styczna i binormalna do osi Zebra.

Ug=v Krawedz x=0, x=a Krawgdz y=0, y=b

Rys. 3

3. Podstawowe wzory i zwiazki metody skonczonej transformacji Fouriera wykorzystane w pracy

Przedstawimy podstawowe zwiazki i niekonwencjonalne oznaczenia wykorzystane
dalej przy transformacji funkeji jednej i dwdch zmiennych (por. [4]).

Zak-ladamy, ze funkcje transformowane spelniaja warunki Dirichleta w przedziale
0<x<a0gy<ghb.

Skonczonq transformacj¢ Fouriera funkcp jednej zmiennej f(x) w przedziale 0 € x < @
okre$la wzor:
3.0 THN = [ S0 Pulown)dx,  Je= 1,25 m=0,1,...,
0
gdzie-
oy = mmja, Y, =sin(.), ¥,() =cos(.).

Odwrotng transformacje funkcji f(x) w przedziale 0 € x € ¢ wyrazamy za pomocy
szeregu Fouriera:

3.2) 1) = *2 AT s), k=1,2m=0,1,2, .,
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gdzie:
1/2 dla m = 0,
, "7l dlam#0.
Catkujac przez czgéci otrzymujemy:

df d

LY AN RS 2 20 " — 1

(3-3) 7—'"1 ( dx ) dﬂl Tm(f): Tnl ( dx ) B"l(f) + al" ]-'l"(f)'
gdzie B,(f) nazywamy wyrazeniem brzegowym funkcji f(x), ma ono postac:
(3.9 B,(f) =f@)(=1)"=/(0), m=0,1,2,...

Skonfczona transformacje Fouriera funkcji dwéch zmiennych f(x, y) w przedziale
0< x<a 0< y< b zapisujemy nastgpujaco:

a b
(3.5) T8N = [ [ 0 ) Piaa0) ViBuy)dxdy, K, l=1,2;
0 0

Oy = mnfa, f,=nxfb. mn=2012 .,

Transformacje odwrotna funkeji f(x, ¥) wyrazamy za pomocg podwdjnego szeregu
Fouriera:

4 O
(36) f(X, y) = E Z Z lmn Ty’y(lln(f) ):[jk(dm x) gll(ﬂrx y)7 k) l = 1, 2,

m=0 n=0
mn=20,1,2,....
wprowadzajac oznaczenie: 4, = An4,.
WyraZenia brzegowe funkcji f(x, y) maja postaé:
(€X)) Bon(f) = fla, b)(=1)"*"—f(a, 0) (=1)" —f(0, b)(—1)"+/(0, 0), |

Bax(f) = (=D"T¥{fl: N} =T: {f(0,»)},  mn=0,1,2,..
Bui(f) = (=D"Ta{f(, 0} =Tu{f(x, 0}, k=12

Catkujac przez czesci znajdujemy:

(L) = —wrin (L) = B+ mr)

(3.8)

(3.9)

'Bl?llll (%) = _dl"'Bl%lﬁ(f)’ 'Bl%lﬁ (%) = -Blnn(f) + B,%,:’,(f)

Analogiczne zwiazki mozna otrzymaé dia pochodnej 9f/dy.
Korzystajac ze wzoréow (3.5), (3.6) atwo stwierdzi¢, ze skoniczona transformacja
Fouriera funkcji f(x, y) spelnia nastgpujacy zwiazek: '

4 .
(3.10) TH() = = Z Z MO TE), ko hrs=1,2, ..,
i=0 j=0 mn=20,1, ..,
przy czym
a b
G.11) e — [ Wilo x) i) V(B 3) V(B y) dxdly.
0 0

Wzér (3.10) jest stuszny dla kazdej kombinacji indekséw r, s.
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4. Transformacja réwnan rownowagi

Po zastosowaniu do réwnai réwnowagi (2.1) transformacji 7oy, Th% oraz wyrazeniy
N, N,, N,, za pomocg wzordw (2.3) i wykorzystaniu zwigzkéw (3.9) doprowadzamy
uktad (2.1) do postaci:

(A(xlzn +B,B:2,) u5n‘n)+ (AV+ B)“m ﬁn lvfuln) + Bﬂ,,(U,(,,l,,)-f- Ul(ll:’;l)) —Nl(n‘n) +
+ (kl + 1"]"’2) A(X,,, w#l? —2k1 2 Bﬂn W}uzpz = 05

(AV + B)OC,,, " ufnln) + (A ﬁlzr + BO(,Z,,) 'Ul(nl:? + BO(,,,(U,(,,I,,) + Ul(nzn)) _N:(nzn) +
+ (kz + VkI ) Aﬁn w:(uln) —'2}(1 2 BO(,,, W},?‘,? =0,

@0

gdzie:

1 11 2 22 1y __ 21y, 1y __ 12
(42) wl(nn) = T‘nm (W), w)(nn) = T‘mn (W), u:(nn) = Tmn (Ll), ,U’("”) = ]—‘,,,,,(U),

1) . 22 2y _ 12 1y 11 2) 21
(43) UrSm) - an (u), U)Sm) - Bnm (‘U), ngm) - an (Nl), N)(lln) - an (NZ)

Rozwiazujac réwnania (4.1) wzgledem ui}) i o)) otrzymujemy:
1y __ 1 1) r 1 2 1 1) _ 2 1 2 2 2
(4-4) ul()lll) - El(ml)wl(nn)+F'1§m)w§m?+Bl(m%: :U,("") - EISHI)WI("II)_'_Esln))vl(ng_l_Bl(Hn)?
wyrazenia EQ, F® oraz BO (/ = 1, 2.) — zalezne wylagcznie od warunkdéw brzegowych
n mn y g y

majg postaé:

(45) E)(n-%x) = 5’2” {kz Olan _kl [a)zn + (2 +V)f3;2;] }) E,S,z,,) = él;?; {kl ,an _kl [ﬂﬁ + (2 +1") U‘%l]} 5

n a”l
(46) Fr(nlu) = 21(122;37 mns ES:?;r) = 2/(12?(1,”,,,

-1 1
Bl(nln) = A—Z{ﬂ” ﬂlnﬂ(Ulglln) + Ul(rﬁl)) - E [Aﬂrzr + BOC,%,)N,E,I,,) + (VA + B) am ﬁn N}Sx?;r)]} )
(4.7) mn

B2 —

mn » -A,;:,,,
(48) Aﬁm = (a%x+ﬂﬁ)2a Xy = Ot,z,,—i'ﬁ,%, ﬂnm = ﬂtzl —WZ%,.

Zastosujemy teraz transformacje T,.% do réwnania (2.2). Korzystajac ze wzordw (2.4),
(2.5) oraz (3.9) przeksztalcamy to réwnanie nastepujaco:

(49) A(kl +ka2)“m u)(nln) + kl 2(1 —’V) (ﬁn ur(nzn)+ (Z,”‘ZJ,(,,Z,,)) + (](2 +V/Cl)ﬂ”7),(,,l,,)] +
+ {DA3111+A(}C1 + kz)z + 2 (1 —’V) (kfz —'kl kl)] W,(,,l,,)-l- Br()?n) = pmn >

1
{0(,,, Ol,""(U,("I") + Ur(nzn) - —E [(AO(;’;, + Bﬁﬁ) Nr(nzn) + (7JA + B) L ﬁu Nl(nln)]} 5

gdzie:

(4.10) B = 01y M§2+ By M@+ D (e WD+ B W2+ Vi W),
@.11) LM = BIAMY), M = BAL(M,),

4.12) W) = Bu(w), W = Bll(w), W@ = B2i(w),
(4.13) Ton AP} = Pun»

(4.19) U@ = TiZW), o = T2 (o).

(415) (Z;nn = [a,zn'+T (2 —-1’)[3,2,]0(,,,, ﬂ;nn = [ﬁ:zl-l' (2 —1})0(,2,1] ﬂn’ y;nn = 2(1 —'11)0(,,,]9,,'
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Na podstawie wzoru (3.10) mozemy wyznaczy¢ wspotezynniki uf2) i (2):

mn mn’*

o0 0
: S § }
2) 122 0 2) - 21 1
(416) uI(HH) = E ; UQ'""U ”(i.l s 5"13 - b 1”Q”””1]2 SJ)'
i=0

Podstawiajac do rownania (4.9) zwiazki (4.4) oraz (4.16) otrzymujemy:

o »
1
(417) . Wf,,l,,) = Dm" (pmn mn ZJZ; Snmlj wi} )) s
gdzie:
(418) »Dmn - DA121111+2B [2k12+ AZ (k ﬂ +k2a-'2")2],

(4.19) o = B+ H + HEZ,
(420) Sty = L (Gt s + Ry,
Hy = 4 Z Z (B O BED + 2, 03402 BD),
- HY = E,‘n‘,.’N,‘,,‘,,’JrE,‘,f,PN,‘f"’ 128G, (U+ UR),
G = L2 i), Ty = PO )+ . ORI
(4.22)

o0 [ve]
4
Runts = = D) D nsQBS (Bo 03 FED+ 0 Q3 FD)
r=0 s=0
Uklad réwnan (4.17) moze by¢ rowniez przedstawiony w innej postaci:

© o0 '
(423) 22 [Snmlj '—Dljélma{n] w?}) = !)mn_Zmn, m,n = 17 2’ iy
i=1 j=1 '
gdzie 0, d,, oznaczaja symbole Kroneckera.
Zwiazki (4.3), (4.11), (4.12) zapisujemy w zmienionej formie korzystajac przy tym
z ‘nastgpujacych oznaczen: ‘

u;i) = THZ{‘Z)(I,’ y)}?l:l,l' l(!:) = TP% {u(x’ ll)}’i=3’4'
wd = THw(l, N}sicy 2 Wi = Ty {w(x, 1)}i=3,4-
(4.24) _ Wi, N}ict.2 W 1)} im0
nf,') = ]"nl {NL(ll,y)},l=1,2' 5111) = T’I# {Nz(X, ll)}"=3’4.
) = TG D hrmrae 1 = TE ML (5, Do,

ll =O, 12=a, l3=0,. 4'=b.
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Na podstawie (3.8), (4.24) otrzymujemy:
1 21-1 H . 2] 21-1
UISIIY)I = (—l)m u}lz )—ul(l )a W,(,,,), - (—l)m Wf, )'—WS, );
21— ! 21 21—
Nr(n[l)1 = (_’-l)mnl(lzl)—nl(l 1)’ Ml(m)x = —I)m”ll(: )_’nfr 1)7

I=1,2.

(4.25)

Jezeli funkcje opisujace warunki brzegowe sg znane wtedy mozna tatwo znalezé wartosé

. wyrazenia Z,,,. Rozwigzanie pewnej skoriczonej liczby rownan (4.23) zezwala na obliczenie

skonczonej liczby wspdlczynnikéw w,, oraz przemieszczeil i sit wewngtrznych, przy czym

dokladno$¢ rozwigzania rosnie wraz ze wzrostem liczby réwnan. W przypadku, gdy wspét-

czynniki (4.24) nie sa znane, wowczas wyznaczamy je korzystajac z odpowiednich warunkdéw
brzegowych.

5. Algorytm rozwigzywania probleméw brzegowych

— powloka w ksztalcie paraboloidy eliptycznej

Rozwazmy zginanie powloki w ksztalcie paraboloidy eliptycznej, dla ktérej przyjmuje-
my:
(5.1) ky =k, =k, przy k,, = 0.

W tym przypadku wzory (4.5), (4.6) oraz (4.18 +21) upraszczaja si¢ do postaci:

(5.2 B =~k ER = —k(L4n e,

53 Fy = =,

5.4 Dy = DOwa = D( A2, +5%),  * = 12(1—22)k2/h?,

5.9 Sumis = 0,

6 aw =0, HE =00 2y p, NG 2808, (US4 U
mn

Uwzgledniajac wyrazenia (5.2+6) zapisujemy ukiad réownan (4.23) oraz wzory (4.4)
nastgpujaco:
1
-Dmn

1 1 1 1 2 2
Uy = ufnn) = Erfm)wmn'l'Br(un)a U = ‘Z)( ) = Ef )wmn+Br(un)'

mn nia

1
Wum = wfnn) = (pmn_Zmn),

(5.7)

W dalszym ciggu pracy zajmiemy si¢ dwoma praktycznymi rodzajami podpar¢ po-
wioki.

5.1. Powloka podparta przegubowo przesuwnle. Rozwaimy powloke podparta zgodnie z na-
stgpujacymi warunkami brzegowymi (rys. 4a):
v=0, w=0, Ny=0, M =0 dlax=0,x=a,

5.8
( ) ll=0, w=O;N2=O, M2 0 dlay=0,y=b.
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W tym przypadku jest Bf,) = Bfi) = 0 oraz Z,, = 0, a wspélczynniki rozwiniecia funkcji
przemieszczern w podwdjne szeregi Fouriera znajdujemy bezposrednio ze wzoru (5.7):

_ P — EW P = E@ P
mn D H] u"l" - nn D bl lZ)"”l - mn .
mn mn van

Jezeli powloka poddana zostala dzialaniu réwnomiernie roztozonego obciazZenia
p(x, y) = const, wtedy na podstawie definicji (3.5) oraz (4.13) otrzymujemy:
0 dla m,n =0,2,4, ...,
(59) Pmn = 4P
al!l‘B"
Zatem funkcje opisujaca ugigcie srodkowej powierzchni powloki mozna w rozwazanym
przypadku wyrazi¢ za pomocg nastgpujacego szeregu:

W,

i

dla m,n=1,3,5,....

o]

0
16p v 1 . gt
F.(.Tl) mX 5 Fﬁf” = 2 L .
Dab . U (y)s“]a * Clonn Sln‘B"y

me=1,3 a=13

(5100 wo(x,») =

Podobnie znajdujemy funkcje opisujace pozostate wielkosci geometyryczne i statyczne.
Sumy szeregéw funkcyjnych typu Fg;'(y) moZna przedstawi¢ w postaci zamknietej [12].

Rys. 4

5.2. Powloka podparta zebrami. Rozwazmy powloke o brzegach wzmocnionych Zebrami,
podparta przegubowo nieprzesuwnie tylko w narozach. Zaktadamy, ze sztywnosci belek
krawegdziowych odpowiadajace skrecaniu i zginaniu w plaszczyZnie poziomej sq réwne zeru,
natomiast zebra przenoszg oddzialywania pionowe i styczne (rys. 4b). W tym przypadku
warunki brzegowe (2.8) majg postaé: '

(5.11) My, ,=0, My, =0, Ny _,=0, Nz‘y=0 =0,
‘x=0 ‘y:b |x=a y=b
ON% ON{
]VIZ_,E:()i—a_yZ~ = 03 NIZ}_,,:Qi axl =0’
x=a y=b
(5.12) ]
0* M " * M *
Ql x=0 i—ay2—i‘kN2 = 0, szy=0 iW _’_tkNl = O,
x=a y=>b
oraz

w=0,u=0,0v=0,
M;k2=0: M;1=O’

(powloka podparta przegubowo nieprzesuwnie w narozach).

(5.13) } w punktach (0, 0), (a,0), (0, b), (a, b)
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Sity wewnetrzne wyrazone sa za pomoca wzoréw (2.3+4), (2.9+10).
Warunki brzegowe (5.11) oraz w = 0 w narozach powloki bgda spelnione jezelj
we wzorach (4.7), (4.10) przyjmiemy:

(5.14) NG =NR =0, MG =MD=0, WD=0

mn

Nalezy jeszcze spefnié warunki (5.12), (5.13).
Na podstawie (5.14) oraz uwzgledniajac (4.10), (4.19) przeksztalcamy zwiazek (5.7),
nastepujaco:

(5 1 5) Wy = '1)1- [pmn —D(allnm I’V;(nln) +ﬂ:nn W,(,,Z,,)) + Ehk aj’ ﬁ" (Uv(nlu)+ UI(HZII) ] .

We wzorze (5.15) wystepuja niewiadome wspolezynniki WD, U, i = 1, 2., ktére
(pamictajac o (4.25)) mozna wyznaczy¢ ze statycznych warunkéw brzegowych.
Na podstawie (5.12), (3.2), (3.6) otrzymujemy dia brzegéw x = 0, x = a:

[7a)
ONF
(5.16) —‘21—2(i‘l)’"lmT,ﬁf(le)i'Tf( gf ) =0, n=01,..,
m=0

Mt
0y?

o

3
s 2 3 @ornrgeorr T e <o =12,

m=0
Roéwnania dla krawedzi y = 0, y = b maja analogiczna postaé.
Zgodnie z (2.9) oraz po uwzglednieniu (2.4), (4.25),, (5.14) transformacja sily @,

przyjmuje postacé: :
(5.18) T (Q1) = Dl Won+ o WS+ v WSS,
(5.19) tn = en+2(L=0BE,  yin = 2~2) 00 fn.

Stosujac skonczona transformacje Fouriera 7! do nastepnych czlonow réwnania
(5.17) oraz pamigtajac o (5.13) otrzymujemy nastepujacy nieskofczony uklad réwnan:

2 | |
22N I (o WS+ Vi W)+
m=0
5.20 . . . .
(5-20) + (= D)H{(ESDBE+K2EF) w + EFkB,ui} = 0,

n i i : '
Z’n(n) - ﬂ-mgy(n)a 85:{) = (1 '—)(H-l)m, I = 1, 2, n = 1, 2, AN

Podstawiajac do réwnaii (5.20) w miejsce w,,, prawa strong wyrazenia (5.15) doprowa-
dzamy ten ukiad do postaci:

(s21) 0P+ D{RE-DwEROw 1 3 A~ ) -] +

m=0

0
. ~ Y Do o
3- 2 1 m Y Y
+EHC | ASDu — Ay > B g,
mal_dmn

m=]

n=12,..,
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o0

a;nZn ol i i Ea
2) RO= D zs,:)(am,,——), RP = RO—(~1)OBs +R2FD) 2L
”'=0 D”"l 2D
oo
. Oy L _ . .aF®
'23 Agll) — 2 ﬁ) m > mn -, A(,) = A _(_1\i
(5 ) oy Amann " A" ( I) 2/1 ’
co
\ o a ﬂ
524 o = Z P, s = Yy Senlm
(5:24) S

n=

Przeksztalcimy teraz ukiad réwnan (5.16). Zgodnie z (2.3),, (5.1) i (3.9) jest:
(5.25) Tan (Ni2) = B{BZZ (W) +B. 7 () + B (0) + ety T ()},

a po wykorzystaniu wzorédw (4.2), (4.3), (5.7) i uwzglednienin zwiazkéw (4.7), (4.25),,
(5.2) otrzymujemy:

22 aﬁlﬂu 1 2 dmﬂ"
(526) Tmn (Nl 2) = 2B (1 +’V) (Ul(nn)"' Ul("")) _k_’—‘wmn .
Amﬂ Amn
Po przeprowadzeniu transformacii pozostalych cztonéw (5.16) znajdujemy nastepujacy
nieskoniczony uklad rdéwnan:

527 L2 Z 2(,)l B sy . Fnba w} N

A 72’”! Amn

—(=DHEFOB,B > +kw) =B (N3} =0, i=1,2.,n=0,1,2,...

Fatwo zauwazyé, ze dla m = n = 0 réwnania (5.27) sg spetnione jezeli jest:

(5.28) Bo(N¥®) = 0.
Biorac pod uwage (3.4), (5.28) wprowadzamy oznaczenia:
(5.29) r® = N¥D(0) = ND®), i=1,2.

Na podstawie (5.28) rozpoczynamy sumowanie w (5.27) od m = 1, zatem mozna
przyjaé AP = &P, Po uwzglednieniu zwigzkéw (5.15) zapisujemy nieskoriczony uklad
réwnan (5.27) w nastgpujacej postaci:

o

(530) —ﬁ E/zk{il) ,_A(3—i)w(2)+/i'(i)w(1)__ dnuBnm ( l)nw(4) w(3)}+
i D " " "o A,,,,,D,,,,,

nm=

o0
~ . 2 .
+6 E/z{s,s3-f>v;2)—s,<.*>v;1>+ > [(—1)"u;%>—us,f>]} ~(=1) o [Ty =11 = 0,

i=1,2,n=12, ..,

gdzie:
o0
2 - F(l)
5.31 () — Z iy O ) o S _ i
( ) Sll : l" D mn b Sll S" ( 1) 2/7

7 Mech. Teorel.. i Stos. 1/80
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[o)

: Oy D
s [) m e
5.32 BY) = § &
( ) " A nn D mn
m=1
Nalezy jeszcze zapisa¢ rownania umozliwiajace spelnienie warunku u = 0, v =90

w narozach powtoki. Po wykorzystanin wzoréw (3.2) i (4.24) znajdujemy:

2
all ) = 2 DI, o) =2 ) 0u
n=0

i=1,2, j=234, i=34, j=12.
Dodajac i odejmujac stronami powyzsze réwnania dla i =1, 2 oraz:d_la i =3, 4 otrzy-
mujemy :

4 ~1)"=1]uld = 0, . _b_z 1Y =1NuY =0
(539 22[( b =0 DI = 0
=34, j=12,
e} . .
(5.34) Z (=1 =120 = 0, D=1y =112, = 0,
: . n=0 :
j=3,4., j=1,2..

Réwnania (5.21), (5.30), (5.33) nie zawieraja wspdlczynnikéw u§’, j =1, 2, 3, 4.,
wspotczynniki te obliczamy korzystajac z rownan (5.34).

Zwiazki (5.21), (5.30), (5.33), (5.34) uzupelnione odpowiednimi réwnaniami dla
brzegéw y = 0,y = b stanowia nieskonczony uklad algebraicznych réwnan liniowych
o symetrycznej macierzy wspolczynnikéw z niewiadomymi #$?, wi, r®, i =1, 2, 3, 4.

" Nalezy zwr6cié uwage, Ze niewiadome poziome reakcje w narozach r? istnieja réwniez
wtedy, gdy sztywnosci zeber EF? réwne sa zeru,

Rozwigzujac skonczong liczbg réwnan tego uktadu mozna obliczyé w/w niewiadome
i wyznaczy¢ ze wzoru (5.15) wspotczynniki w,,, . W efekcie umozliwia to znalezienie wspot-
czynnikOW 4,,, v,, 2 nastepnie wyznaczenie funkcji opisujacych przemieszczenia i sily
wewnetrzne,

JeZeli powloka rozpieta jest na planie kwadratu (a =b, o, = _ngz’ oy = P, = %)
i obcigzona symetrycznie wtedy otrzymany uprzednio uklad réwnaf ulega znacznej re-
dukgciji:
2]

1 = — N
(535) 5 Q=D Rowwt ) viim,| ~Ehka, [A,,v,,+ P

m=1,3 m=1,3

Ol 0L
m 2mn um] =0
(am + tZ,,) O

4

% \ Uy L)
B m¥nm _
2k an Ehk a" [A w” + ‘__>J a"l + a") l:‘ mn w”']

«0

2
G

—Elza’%[g;vn+ Z Dnm ”m] B _:‘ZZ T 0’ .

m=1,3
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o0
© _
(5.35) 2 N, o, n=13,5..,

,3

[cd.] 2

m=1
Ay =~ (4+A), R—L(R4B), 5 =545
n 2 n n/o n - 2 n n/» n 2 “+ ”)'

Niewiadomymi w ukladzie réwnan (5.35) sa wspolezynniki u,,, W, r.
Ugigcia Srodkowej powierzchni powloki okreslone sg teraz nastepujgco:

o0

8 .
(5.36) w(x, ») = wo(x, »)+ e 2 W {LES(X) + (2 —v)as, F (x)]sin e, y+

n=1,3
+ [pr')(}’)‘l‘ (2 _,‘}) aﬁ,F,(,,l)(y)]sina,,,x} -

o0

D s [FD(x)sin, v+ FP()sing, .

m=1,3

8
Da?

Wystepujace we wzorze (5.36) skladniki z indeksem (°) oznacza ugiecie okreslone dla
powloki podpartej przegubowo przesuwnie (zgodnie z warunkami (5.8)). Wielkoéé ta
zostala wyraZzona za pomoca wzoru (5.10). Symbole F{, F( oznaczaja sumy trygono-
metrycznych szeregow funkcyjnych. Sumy te mozna przedstawi¢ w postaci zamknigtej [12].

Pozostale przemieszczenia oraz sity wewngtrzne mozna okreslic w podobny sposob.

6. Rozwigzania numeryczne

Na podstawie algorytmu przedstawionego w poprzednim punkeie zbudowano program
na EMC Odra 1204 (zestaw D) w jezyku Algol 1204.

Program STF (Skonczona Transformacja Fouriera) umozliwia obliczanie przemiesz-
czeni, momentéw zginajacych i skrecajacych oraz sit normalnych i stycznych dla powtoki
w ksztalcie paraboloidy eliptycznej o krawedziach wzmocnionych Zebrami, rozpietej na
planie kwadratu. Powloka poddana zostala dzialaniu obcigZenia ciaglego p = const.
W programie uwzgledniono mozliwos$é sprezystego podparcia narozy w kierunkach osi
x1y.

Majac na uwadze symetri¢ ustroju i obciqienia wzgledem osi x = a/2, y = a/2 obli-
czono wielkoéci geometryczne i statyczne dla 1/4 powloki.

Za pomocy programu STF przeprowadzono analizg¢ czterech nastgpujacych przy-
kladow:

Przykiad 1.

Wyznaczono przemieszczenia i sity wewngtrzne dla powloki o swobodnych brzegach
przy nastgpujacych danych: a = 20.0 m — rozpigto§¢ powloki, £ = 0.04 1/m — krzy-
wizna powloki, 2 = 0.06 m — grubo$é powloki, E = 3.4 x 107 kN/m? — modul Younga,
v = 1/6 — wspdlczynnik Poissona, p = 3 kN/m? — obciazenie. Zbadano zbieznosci
uzyskanego rozwigzania poréwnujac wartosci maskymalnego ugigcia powltoki wyznaczone
przy uwzglednieniu 5, 10, 20, 30, 40, 50 wyrazow szeregu (rys. 5).

T*
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Rys. 8
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Rys. 9

Przyktad 2.

Brzeg powltoki wzmocniony Zebrami o przekroju prostokatnym 0.2x04 m, J, =
= 1,067 x 10~ 3 m* — moment bezwladnosci zebra, F = 8.0x 10~2 m? — pole przekroju
zebra. Pozostale dane jak w przykladzie 1. Wyniki przedstawiono na rys. 6-+-9.

Przykiad 3.

Zbadano wplyw wyniosto$ci powloki na ksztalt powierzchni ugigcia. Przyjeto: a = 10
m, ffa = 0.05, 0.10, 0.15, 0.20: pozostate dane jak w przykladzie 1. Na rys. 10 przed-
stawiono ugiecia powtoki wzdluz osi symetrii oraz wzdhuz brzegu.



T T T T T T T y —
if/a=020
IF/a=015
5L if/a=o,m
r2=5/a=0'5 i
10 :
{f/a=005
15 /
w
(rmm]¥ |
T 1 T T T ! X -
!
!
5 — =020
n=y/a=00 'ZL 015
if/a=0,10
0 |
|
15 1
o Y {/a=005
Rys. 10
la=10
T T T [} T T T = vl
G o7a
|
50 ja=25
|
100
160
w
[mm] y
T T T T T = o
5%
50
100+
W
[rmm] Y

Rys. 11

[102]




ZGINANIE SPREZYSTEY POWLOKI 103

Przyktad 4.
Analizie poddano wplyw rozpigtosci powloki na wielkos¢ ugigcia. Przy stalej wy-
niostosci fla = 0.2 przyjmowano: a = 5, 10, 15, 20, 25 m.

7. ‘Annliza wynikéw i wnioski

W rozwiazaniu problemu brzegowego zalozono, Ze poziome reakcje narozne przyto-
zone sg styczne do krawedzi powtoki: dlatego tez na brzegu w okolicynaroza sity N, i N,
daza do zera, a sily styczne N,, przyjmuja wartoéci niezerowe. Zaburzenia.te maja
charakter lokalny i wynikaja z przyjetego sposobu transformaciji réwnan réw‘ndwagi.

Na podstawie przedstawionych wynikéw obliczet mozna podaé kilka szczegélowych
wskazan dotyczacych projektowania rozwazanego ustroju.

1. Szczegdline wytgzenie materiatu powloki wystgpuje w okolicy naroza. Spowodowane jest
ono, jak mozna sadzi¢, dzialaniem duzych reakcji skupionych. Obliczone reakcje wy-
nosza:

— dla powtoki bez zeber R, = 300 kN, R, = R, = 436 kN

— dla powtoki z zebrami R, = 300 kN, R, = R, = 437 kN.

Nalezy zwroci¢ uwage na istnienie w poblizu podpory bardzo duzych momentéw zgina-
jacych rozciagajacych gérne widkna powloki.

2. Nieprzesuwno$¢ narozy jest podstawowym wymogiem gwarantujacym mate przemiesz-
czenia $rodkowej powierzchni powloki. Pomimo ze paraboloida eliptyczna jest powierz-
chnig nierozwijalng, to jednak przemieszczenia wyznaczone dla powloki o przesuwnych
narozach wykraczajg znacznie poza zakres dopuszczajacy stosowanie liniowej teorii
powtok.

3. Analiza wynikéw z przyktadéw 1 i 2 wskazuje wyraZnie na korzystny wplyw Zebra
krawedziowego. Wspolpraca zebra powoduje znaczne zmniejszenie wartoéci przemieszezen
i sit wewnetrznych bez istotnej zmiany sposobu pracy powloki.

4. W érodkowym obszarze powloki panuje stan naprgzen zblizony do bezmomentowego.
Modyfikacja warunkdéw brzegowych wplywa nieznacznie na sily wewnetrzne w tym
obszarze,

Powyzsze uwagi zgodne sa z wnioskami uzyskanymi na podstawie badan modelowych
[11]. Ze wzgledu na brak dokladnych danych dotyczacych modelu nie przeprowadzono
analizy poréwnawczej wynikow.

Wyniki otrzymane za pomoca przedstawionej w pracy metody (STF) wykazuja za-
dowalajacg zgodno$¢ z wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu metod numerycznych
t.j. metody réznic skorczonych w ujeciu wariacyjnym (RSW) i dwoéch wersji metody
elementéw skonczonych (MES 1, MES 2),

Rozwigzanja wykorzystujace metode elementdw skoficzonych znaleziono przy podziale
jednej czwartej powltoki na 25 elementéw, przy czym w wersji MES 1 podziat jest réwno-
mierny, a w MES 2 podziat zageszczono w okolicy naroza. Obliczenia wersji MES 1 zostaly
przeprowadzone w University of Wales w Swansea. Przyjeto elementy prostokatne o 28 stop-
niach swobody (semiloof shell element). Rozwigzanie oznaczone MES 2 otrzymane zostalo
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za pomoca programu opisanego w pracy [9], obliczenia wykonano w WAT w Warszawie,
W przypadku metody RSW przyjeto podziat 10 x 10, natomiast w rozwigzaniu za pomoca
skonczonej transformacji Fouriera uwzglgdniono 30 wyrazéw szeregu. Na rys. 12 przed-
stawiono wykresy ugig¢é powloki w przekrojach y = 0, y = a/2 otrzymane za pomoca
w/w metod (dane jak dla przykiadu 1).

Zamieszczone w pracy przyklady liczbowe dotycza powloki rozpigtej na planie kwa-
dratu i obcigzonej rownomiernie. Latwo zauwazy¢, ze opracowany algorytm numeryczny
metody skonficzonej transformacji Fouriera mozna bez trudnoéci zastosowaé w przypadku
prostokatnego planu powloki i dowolnego obcigZzenia. Mozna wtedy réwniez otrzymaé
zamknieta postaé wspolczynnikéw macierzy nieskoficzonych uktadéw réwnaf oraz przed-
stawi¢ za pomoca pojedynczych szeregdéw poszukiwane funkcje opisujace wielkosei geome-
tryczne i statyczne. Mozliwe jest tez uwzglednienie innych schematéw wspotpracy Zeber.

[ X
T T T T T T T T T : -
10 MES 2
. . o RSW
MES 1
ISTF
y=05a
X
1 T T T T ol
10 y=00
201
aor
40
50
W | Mes2
mm RSW
tmly Jord
STF

Rys. 12

Podstawowe zalety zbudowanego algorytmu metody STF to: stabilno$é uktadu réwnan
1 szybka zbiezno$¢ rozwigzania. Program wykorzystujacy ten algorytm cechuje mata liczba
transmisji danych, mafe wymagania dotyczace pamigci zewnetrznej, krotki czas dziatania
i-duza elastycznoéé. Wymienione zalety predystynuja zastosowanie metdy STF w przy-
padku wielokrotnego rozwigzywania tego samego problemu przy réznych parametrach
(np. w zagadnieniach optymalizacyjnych).

W podsumowaniu mozZna wnioskowaé, ze w odniesieniu do przykladu opisanego
w pracy, przy wykorzystaniu nieduzych EMC, najbardziej efektywna jest metoda skonczonej
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transformacji Fouriera. Przy zastosowaniu tej metody wyniki wykazuja najlepsza zbiez-
nosé, a wartoéci uzyskane za pomoca metod numerycznych (RSW, MES1, MES2) daza
do w/w wynikow w miare zwigkszania liczby stopni swobody dyskretyzowanej powtoki.
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Peawme

WU3TUB YIIPYTO¥ OBOJIOYKHM B BUIE SJIUNITHYECKOIO
TTIAPABOJION A OIIEPTOI'O HA PEBPAX

PaccmarpuBaerca samaua maruba ynpyroii, NONOroH M TOHKOH OGONOUYKH, B BHIE DIIHNTHUYECKOIO
napabonouna, pacrsiHYTOM Ha IUIaHe KBajpara H onepTod Ha ynpyrax pebpax. Mcxomuo#t Touxoi ass-
eTcs cucTemMa Tpex AuddepeHnnanbHbIX YPAaBHCHUI B IIePEeMELIEHUAX H3BECTHA U3 TEXHMUECKOH TeOpHH
ofonouex B. 3. Bnacosa.

Pemenre, BLITONEMIONEe KPAEBEIE YCIOBAL IIOJYUEHO METOROM KoHewHoll Tpancgopmauny Dypse.
3apaua coefena K pElIEHMIO GECKOHEUHOH CHCTEMBI JIMHEMHBIX anrebpaduecKux ypasHenni. Flenssecr-
HBIMU SIBJIAIOTCA KO9((MHIMEHThI PA3JIoIKeHUs TlepeMEILIeH I Ha Kpasax oboiouku B paf dPyphe U FopH-
3OHTANILHAA YTNOBAA PeaKIls.

B paGoTe IaHbl YHCIEHHbIE IPHMEPDI TIEPEMEINEHITE ¥ BHYTPEHHEIX CHJi B PABHOMEDHO HAT DY KEHHOHK
obonouxe. PeaynsraTbl cpaBHEHB! ¢ PE3YIBTATAMY IIONYUEHHBIMH MUCIIEHHBIMM METOJaMH (KOHEUHbBIX
PasHOCTeH H KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB).
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Summary

BENDING OF AN ELASTIC SHELL IN THE FORM OF AN ELLIPTIC PARABOLOID
SUPPORTED ON RIBS

Bending problem is considered of an elastic, shallow, thin shell in the form of an elliptic paraboloid,
stretched over a square and supported on elastic ribs. A point of departure constitutes system of three
differential equations in terms of displacements, known from the technical shell theory of V. Z. Viasov
[1].

In order to obtain a solution satisfying the boundary conditions the method of finite Fourier transform
has been applied. The problem has been reduced to the solution of an infinite system of algebraic equations,
The unknowns in the system are the coefficients of the expansion of the displacements on the shell boundary
in to the single Fourier series and the lhorizontal corner reaction. '

Numerical examples of displacements and internal forces have been computed for a shell loaded uni-
formly. The results have been compared with those obtained by numerical methods (finite differences and
finite elements).

INSTYTUT MECHANIKI KONSTRUKCJI INZYNIERSKICH
POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 1 wrzesnia 1978 roku.



