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Przedstawione w niniejszej pracy liniowe techniczne teorie skrecania pryzmatycznych
pretéw wyprowadzone zostaly na podstawie mechaniki analitycznej kontinuum material-
nego [1]. l

Jest to oryginalny sposob podejscia do zagadnienia skrgcania, nie spotykany w dotych-
czasowej- literaturze problemu bazujycej na klasycznc; teorii sprezystosci uzupetnionej
pewnymi dodatkowymi hipotezami.

Dzigki zastosowaniu mechaniki analitycznej kontinuum mdterlalnego przedstawione
w pracy techniczné teorie skrecania s3 wewngtrznie niesprzeczne, podejscie do nich jest
jednolite, pozwalajace na przejscie od teorii ogélnej do szczegdlnych poprzez narzucenie
na ruch prgta dodatkowych wigzow. Pojecie wigzéw pozwala przyjaé zupetnie dowolne
warunki brzegowe, jak np. unieruchomienie calego przekroju podporowego oraz pozwa-
la na konstruowanie dowolnych teorii w sposéb pewny. Zastosowanie mechaniki anali-
tycznej- kontinuum materialnego pozwala na oceng zakresu stosowalnoéci kazdej z otrzy-
manych teorii poprzez poréwnanie obliczonych dla zadanego prgta sit reakeji wigzow
z danymi obciaZeniami zewngtrznymi.

W pierwszym rozdznle pracy przedstawia si¢ podstawy mechaniki analltyczncj kon-
tinuum materialnego [1]. :

W drugim rozdziale pracy konstruuje si¢ ogdlng teorig skcgcania pryzmatyczoych
pretow oparta na zatozeniu nieodksztalcalnosci rzutéw przekrojow poprzecznych preta
na plaszczyzny normalne do osi prgta. Roéwnania omawianej teorii wyprowadza si¢ bez
narzucania ograniczen na funkcjg obrazujaca spaczenie przekroju, a wige inaczej niz w li-
teraturze, gdzie od razu tworzono szczegdlne teorie, w zaleznos$ci od rodzaju preta i cha-
rakteru obcigZenia.

W ‘trzecim rozdziale otrzymuje sig teori¢ skregpowanego skrecania pretéw cienkoscien-
nych o otwartych przekrojach poprzez narzucenie na ruch preta opisany przez wigzy przed-
stawione w rozdziale drugim dodatkowych wigzéw, polegajacych na pominigciu katow
odksztalcenia postaciowego na powierzehni §rodkowej preta (znane zaloZenie Vlasova
[2D.

Inne szczegdlne teorie skrecania oraz pxzyklad Zostana przedstawione w drugiej czesci
pracy o tym samym tytule.

Y Panu Profesorowi Czestawowi WoZniakowi serdeczne podzigkowania za cenne wskazowki udzie-
lone przy wykonywaniu niniejszej pracy sklada autorka.
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1. Podstawy mechaniki analityeznej kontinuum materialnego?

W rozdziale tym zawarte sg podstawowe zaloZenia oraz rezultaty czesici pracy {1y,
dotyczacej réwnan mechaniki cial z wigzami geometrycznymti.
Pojeciami pierwotnymi sg: funkcja deformacji

1= (X, 1), X = (X*),XeBg,teR, k=1,2,3,

gdzie By jest obszarem zajetym przez cialo w konfiguracji odniesienia, gestos¢ masy w kon-

figuracji odniesienia pr = or(X), sily masowe b = b*(X, 1), zewngtrzne sity powierzchnio-

we pg = {p) oraz pierwszy tensor extra — naprezenia Pioli-Kirchhoffa okre$lajacy reak-

cj¢ materiatu ciata na stan odksztalcenia Ty = (T%).

W dalszym ciagu przyjmuje si¢, 7e dane sg:

1. réwnania definicyjne wiezow wewngtrznych v,.(X, ¢, £, V2, ..., V*2) = 0,V ozna-
cza gradient materialny, m = 1, ..., /, ktére przez wprowadzenie nowych niewiado-
mycH\ funkeji ¢ = (0°(X, 1)), a= 1,2, ..., n bedacych w kolejnosci oznaczeniami dla
gradientéw ¢, .‘.,x’,,,l .v k.1 Mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan rze¢du pierw-
szego wzgledem funkeji wektorowych g i &:

(1.1) h(X,t, 1, V7, 9, V9) =0,v =1,

2. réwnania definicyjne w1@zow ‘brzegowych (okres]anych na ¢Bg) i kontaktowych (okres-
lanych na Bg n (V0B,), UB =Br,y=1,..,m, B,n B; = @ dla kazdego y # 0)

(12) R(z, =0, ¢=1,
3. réwnanie konstytutywne

(1.3) Ta(X, 1) = (f';}(gx V 1(X, 1 —5)),

w ktérym Gy jest znanym funkcjonatem konstytutywnym materialu prostego,
4. zasada prac przygotowanych

(]4) fQR(b x) 6xd'Z)R+ pr (SxdG'R = JTR V((Sl)d‘vR,
9Br

dla kazdego 0% i 1, gdzie kropka miedzy symbolami oznacza iloczyn skalarowy.
Nastepnie definiuje si¢ nastgpujace wielkosci kolejno jako masowe, brzegowe i kon-
taktowe sily reakcji wiezdw

| orr = gr(%¥—b)~DivTz, XeB,
(1.5 sg = Trng—pr, X € Sgn0Br = 0By,
Sp = I]:TR]]nR’ Xe SR(\BR, ‘

D Oznaczenia wzorowane sa na pracy [1]. Literami podkteslonymi n dolu oznaczono wektory i ten-
sory. Wskaniki greckie o, § przebiegaja ciag 1,2, wskazniki lacifskie /, j, k, / przebiegaja ciag 1,2,3,
za$ wskaznik a przebiega cigg 1, 2. ..., n. Obowiazuje umowa sumacyjna wzgledem wszystkich wska#ni-
kow. (w tym rowniez wprowadzonych w tekscie). Przecinek poprzedzajacy wskaZnik oznacza pochodng
czastkowa wzgledem odpowiedniej wspodirzgdnej materialnej, kropka nad symbolem oznacza pochodna
podiug czasu, a symbol V oznacza gradient malterialny. Kropka miedzy symbolami oznacza iloczyn
skalarowy tak wektoréw jak i macierzy, natomiast mnozenie macierzy przez macierz i macierzy przez
wektor zapisuje si¢ bez ugycia znaku dzialania.
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gdzie ng = (n;) jest wektorem jednostkowym zewngtrznie normalnym do powierzchni
Sg = WOBg, nawias podwdjny prostokatny oznacza skok zawartej w nim wielkosci przy
przejéciu przez powierzchni¢ Sk w kierunku wektora — ng, przy czym (1.5),, 5 sa spelnione
tylko na gladkich pfatach powierzchni Sg.

Zasadg prac przygotowanych mozna (przy zaloZeniu odpowiedniej regularnosci skla-
dowych Tr) po zastosowaniu twierdzenia o divergencji zapisa¢ w postaci zasady idealnogci

WiezZOow

(1.6) [ orr-Sydvn+ [sx-8xdor =0, dla kazdego o7 i t,
Br Sr .

Prawa zachowania wyprowadzone w punkcie 4 pracy [1] sa, podobnie jak zasada ide-
alnosci wigzow, twierdzeniami mechaniki analitycznej kontinuum, w ktérej jako aksjomat
przyjeto zasadg prac przygotowanych (1.4). Inne, réwnowazne podejécie podane jest
w punkcie 16 pracy [1].

Mozna wyrdéznié trzy rodzaje réwnan definicyjnych wigzéw ([1]):

1. Réwnania definicyjne wigzow fizycznych, wyrazajace te wiasnosci materiatu ciala, ktore
nie sg opisywane réwnaniami konstytutywnymi, a takze opisujace warunki podparcia
ciata.

2. Réwnania definicyjne wiezéw modelowych, wyrazajace pewne hipotezy odnosnie do
ruchu lub odksztalcenia ciala w danym problemie.

3. Réwnania definicyjne wigzéw majace tylko pomocniczy charakter, tj. nie ograni-

czajace w istocie ruchu ciala.

Kazdemu réwnaniu definicyjnemu wigzéw odpowiada pewien mmoznik Lagrange’a
2 tub p?. Jak wykazano w pracy [3], mnozniki Lagrange’a odpowiadajace pomocniczym
rownaniom definicyjnym wiezéw mozna wyrngowaé z réwnan ruchu i warunkéw brze-
gowych, wyrazajac je liniowo poprzez pozostale mnozniki Lagrange’a. Sily reakcji wiezdw
mozna przedstawi¢ w postaci

(1.7 r=r'(g, 3, A)+r'(1, 3, 2,
’ sg = Se(2, 9 A, w)+s(x, 3 47, 0'),

w ktérej ', s°, ¥ i 5" s3 pewnymi operatorami liniowymi wzgledem mnoznikéw Lagrange’a
M=@),v=1,...,ru=@@),e=1,..,5 odpowiadajacym tylko wiezom fizycz-
nym oraz mnoznikow A" = (),» = r'+1,...,r",pu" = (), 0 = s'+1, ...,5", odpo-
wiadajgcym tylko wiezom modelowym. Jezeli rozklad (1.7) jest jednoznaczny, wtedy
uklad sit r'(X, ), sp(X, t) nazywa si¢ ukladem sil reakcji utrzymujacych wigzy fizyczne,
natomiast ukiad sit r'(X, 1), sg(X, t) ukladem sit reakcji utrzymujacych wiezy modelowe.

Poniewaz wigzy modelowe w rzeczywistoéci nie wystepuja w rozpatrywanym ciele (s3
to jedynie hipotezy dotyczace przewidywanej deformacji ciata), dlatego utrzymujacy je
uklad sit reakcji nalezy interpretowaé jako pewien ,,fikcyjny” uktad sit, ktory nalezy do-
datkowo przyfozy¢ do ciata, aby deformowato si¢ zgodnie 2 postulowanymi wigzami mo-
delowymi. Uktad tych sit (r, sg) nie dziata w rzeczywistosci na ciala, jezeli jednak jest on
pomijalnie maly wobec ukladu sit (¢'+ b, sg+pr) dzialajacych w rzeczywistoéci na ciala
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(np. jest rzgdu wielkodci sit, ktére pomijamy zestawiajac obciazenia danego elementy
konstrukcyjnego), to wigzy modelowe zostaly wprowadzone w sposéb wlasciwy dla da-
nego zagadnienia. Wynika stad nastgpujace kryterlum fizycznej poprawnosci wu;zow mo-
delowych ([1] s. 250 -252) :

(1.8) H(r", sz) Il < 5ll(b+r’,px+52z)ll
. gdzie || ... || jest norma w przestrzeni wszystkich sit dzialajacych na ciato, odpowiednio

przyjgta dla danego zagadnienia oraz 4,0 < § < I, jest dang a priori dopuszczalng od-
chylka, charakteryzujaca zakres stosowalnosci wigzéw modelowych.

2. Ogolna teoria skrecania pretéw prostych

Przedmiotem rozwazan jest prgt, zajmujacy w konfiguracji odniesienia obszar Fx P,
gdzie F jest jednospojnym obszarem na ptaszczyzinie OX,X,, ograniczonym kezywa od-
cinkami gtadka, a P jest odcinkiem (0, L) osi X; kartezjanskiego prostokatnego ukladu
wspohizednych (rys. 2.1).

28
L

AN
,”
Xy \F) dF

Rys. 2.1

Gesto$é masy preta oznaczmy przez og = 0r(X), pole zewngtrznych obeiazen masowych
b= (b, b,, b;), zaé pole zewngtrznych obcigzen powierzchniowych pg = (py, p2,ps)

Réwnania ogdlnej teorii skrgcania prostych pryzmatycznych prgtéw wyprowadzone
na podstawie mechaniki analitycznej kontinuum materialnego [1] przedstawiono w [4].

Teoria oparta jest na zalozeniu nieodksztalcalno$ci rzutéw przekrojow poprzeczaych
preta na plaszezyzny prostopadie do osi preta, co uzyskuje si¢ narzucajac na funkcje de-
formacji x(X, t) nastgpujace wigzy
(2'1) . Xm.ot Xm,p = 50:/),
gdzie wskazniki greckie przebiegaja ciag 1, 2, wskazniki tacinskie ciag 1, 2, 3,

g _{o dla «#p8,
Tl dla a=8,

()’k =aa—g/z—’

a umowa sumacyjna dotyczy zaréwno greckich jak i lacidskich wskaznikéw.

(
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Latwo zauwazy¢, ze w ramach teorii liniowej wigzy (2.1) sa calkowalne wzgledem %.
Wyrazajac funkcj¢ deformacji za pomocq wektora przemieszczenia u = y— X, otrzymuje
si po linearyzacji uktad réwnaii (2.1) w postaci

. 1= 0, )
(2.2) ‘ Uy, 3+us,, =0,
‘ Uy, =0
dajacej sig scatkowaé
: u, =9 —¢Xs,
(23) u, = 9, +eXy,
I Uy = ¢,

pzie ¢ = (X3, 1), vy = p1(Xa, 1), y2 = (X3, 1), § = C(XL,Xstsa t) s3 dowolnymi,
piezaleznymi, rézniczkowalnymi funkcjami wszystkich argumentow, pelniacymi rolg wspoél-
rzednych uogdlnionych. Funkcja ¢ jest katem obrotu, v, przesunigciami rzutu przekroju
preta na ptaszezyzng OX, X, § stanowi funkcjg spaczenia przekroju.

Nalezy podkresli¢, ze réwnania omawianej ogolnej teorii sa wyprowadzane bez narzu-
cania ograniczen na funkej¢ deplanacji, a wigc inaczej niz w literaturze, gdzie od razu kon-
struuje si¢ szczegolne teorie w zaleznosci od rodzaju preta i charakteru obeigZenia.

Dla prostego pryzmatycznego preta zasadg idealnosei wigzéw (1.6) mozna zaplsac
w postaci

x=0 = 0,
Xy=L,

04 f [ f sx- 0 7d(AF)+ f oxr 8 1dF|dX, +] f sx* 8dF

gdzie pgr = gk(x— b)—Div T 53 masowymi sitami reakcji wigzéw, sg = Tx"r—Pr 52
brzegowymi sitami reakcji wigzéw, ng = (n;) jest wektorem jednostkowym'zewngtrznie
normalnym do powierzchni brzegowe;j,

()=

Ty jest pierwszym tensorem extra naprezenia Pioli-Kirchhoffa i wyraza reakcje materialu
ciala na stan odksztalcenia (1.3). Z warunku (2.4) po podstawieniu skladowych przemiesz-
czel wnrtualnych

LY

Oy = —6¢Xz+6%,
dx2 = 0pX, + 6y,
dxs = oL
i zastosowaniu lematu du Bois-Reymonda otrzymuje si¢ nastgpujace réwnania ruchu
T%, +orbs = @ria»

Qus+ [ ed(@F)+ [ oxbodF = [ oxiudF,
ar F F

i

2.5 - |
M;, 5+ f(Psz ~p1X2)d(0F)+ fQR(bZXl ~b, X,)dF =
aF F

= fQR('isz —321X2)dF’
F

7 Mechanika Teoret. i Stos. 4/79
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gdzie

Q. = f T3dF,
@.6) g

M, =

[ (722x, ~T3x,)dF,
F .

oraz mastgpujace dynamiczne warunki brzegowe
T3ana-—p3=0 d]a X]_,XzeaF,
T33n3—-p3=0 dla X3=0i.X3 =L,
.7 Qutts— [pdF=0 dla X3=0iX,=1L,
F )
‘Msns— [ (0. X, —p1X)dF =0 dla X, =0iX, =L.
F

Ogranicza si¢ rozwazania do jednorodnych materialéw liniowo-sprezystych dla kto.
rych plaszczyzny X; = const (przekroje poprzeczne preta) sa plaszczyznami symetrii
sprezystej. R6wnania konstytutywne (1.3) moZna zatem zapisaé w postaci

T, = CilMg,,
(2.8) ! "

1
Eq = 7(“;‘. 1+, x)

gdzie (C/%) jest tensorem moduléw sprezystosci, przy czym, C'123 = C13! = (2223 o
= (2331 = (3323 < (3331 = (2312 = (3112 = (), za§ pozostale 13 wspéiczynni-
kéw jest roznych od zera.

W rezultacie, po uwzglednieniu (2.3) otrzymuje si¢ (2.8) w postaci

T% = The = C¥33

(2.9 TS =T3% = C3( 4y, 3—9,3X)+CP23(L 2492, 3+ 9,3X)).,
T33 = C3333&- 3.

Podstawiajac (2.9) do (2.5) otrzymuje si¢ nastepujacy uklad réwnaf — jedno rézniczkowe
i trzy rézniczkowo-catkowe dla czterech wspélrzednych uogélnionych

C1313€' 11+2C1323C' 12+C2323C. 22+C3333933+C, rbs = sz
C1313fc,13dF+ ClszsJ-C,23dF+C1313Fw1,33+C1323F‘l}’2'33+
F F

+(—C'3138, 4+ C13238 ) 55+ fpxd(aF)‘i'QRfIhdF = op(Fip; —S19)s
‘ oF F
(210) stlsfé-' 1_3dF+C2323f C,ndF+C‘“3Ftp1,33+C1“3Fw2,33+
F F
+(—~C'3238, 4 C*3238,) ¢, 33+ fpzd(aF)'*'anbzdF = or(Fip2+5:9),
oF - . F _

¢
—C‘3‘3fC,13X2dF+C1323f(C,xsXx —g.stz)dF'*'C““J‘C.ZSXIdF+
F : F ' F
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+ (_C1313S1 + C1323S2)w1 ,33+ ( “C1323S1 + C2323S2)'/12,33 +

(2.10) (OB, 220237, 4 €23 ) g ok [ (9, X, ~p, X 5)d(0F) +
t+on [ B2X1 —by X,)dF = 0u(— 5,3, + S3in+1o),
g )
gdzie
S, = [ X,aF,
F

S, = [ X,dF,
F

Ji = [ X3aF,
2.11) F

J, = [ X2dF,
F

Jia = [ X, X,dF,
F

, Jo=J, +J,.
Otrzymane w podobny sposéb dynamiczne warunki brzegowe maja postaé:
CP0, £+ C30, L 5+ C*¥ 3,1, 3+ C3 B0, p, 5 F
+(CBBp, X, —C** 3, X,)p s —ps =0  dla X,, X, € 0F,
C3333% s —map; =0 dlaX,=0iX,=0L,

Cc1313 fC,ldF-i-C”” ka,zdF-l-C1313F¢1,3+01323F'l’2.3+
F F :
H(—CI38 +C8)p s —ny [pdF =0 dla X3=0iX, =1,
F
(2.12) C1323 f@',,dF+C'2323 fC,zdF+C’323Fy11.3+C2323F1;12,3+
F F
+(—C1328, +CB38)p s —ny [p,dF =0 dla X3=0iX, =1L,
. F

—C0 [ [ X, dF+ 002 [ (8, X, ~ 02X )dF+C8% [ [ X, dF+
F F F

+ ( __CIZHSS1 +C1323S2)(P1'3+ (_Clazssl + C2323S2)1P2,3 —
—3 f (p2 X1 —p,1 X,p)dF = 0.
F
Po wyznaczeniu wielkoéci @, ., ¢ 2 réwnan ruchu (2.10), dypamicznych warunkéw

brzegowych (2.12) oraz odpowiednich warunkéw poczatkowych mozna wyznaczy¢ skla-
dowe stanu przemieszczenia wy(X, 1) z (2.3), skladowe stanu naprezenia T* (X, ¢) z (2.9)

™
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oraz sktadowe sit reakcji wi¢zow ze wzordw
erry = —TY j—@rb +er(i —§X5),
err2 = —T% j—@rb,+er(i2+¢X}),
(2.13) orrs = ~T¥ j—orbs+oxl,
sgj = M*ny—p; dla X, X,€edF, X;e(0,L),
sgj=T7ny—p; dla X;=0iXy;=L.
Wiezy (2.1) sa wigzami modelowymi. Porownanie sit reakcji tych wigzéw (2.13) z ob-

cigZeniami zewngtrznymi za pomoca (1.8) pozwala oszacowa¢ biad otrzymanego rozwia-
zania w stosunku do rozwigzania $cistego.

" 3. Skrecanle pretéw cienkosclennych o otwartych przekrojach’

W niniejszym. rozdziale wyprowadza si¢ na podstawie mechaniki analitycznej konti-
nuum materialnego [1] réwnania liniowej teorii skrgpowanego skrecania pretéw cienko-
$ciennych [4], przyjmujac zatozenia V. Z. VLAsOWA [2]. :

Przedmiot rozwazai stanowi cienkoscienny prgt o dowolnym otwartym przekroju
poprzecznym (rys. 3.1), o gestosci masy gg(X), obciazony polem zewngtrznych obciazer
masowych b = (bl, b,, bs) oraz polem zewngtrznych obcna,Zen powwrzchmowych pR =
= (py, P2, D)

Rys. 3.1

Na ruch prgta narzuca sig oprécz wigzéw (2.1), dodatkowe wigzy wewngtrzne, pole-
gajace na pominigciu katow odksztalcenia postaciowego na powierzchni §rodkowej preta
cienko$ciennego (ij. na powierzchni v = () zawartych migdzy sladam1 plaszczyzn para-
metrycznych X3 = const i ¢ = const.

W ramach teorii infinitezymalnej hipotezg t¢ mozna przedstawic w postaci

ou du
3.1 . 3 s _o.
(3.1 it 0

Catkujac powy2sza réwnoéé wzgledem wspolrzednej o oraz uwzgledniajac (2.3) otrzymuje
sie: . - o
(3.2) . us = £ = Lo—y1,3X, —’I’z.;Xz—‘P.sw,
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gdzie Lo-= Lo(Xo0, ) jest nowa Wspolrzedng u__ogélnionq a

0X, oX,

aX, 0
X% il EEChr Py o f

do‘+ X2 a X, aa

=0 .

| 33 . o=, = f
o

jest wspdlrzedna wycinkowa. .
W ten sposéb zagadnienie teorii pr¢tow cienkosciennych Sprowc1dza si¢ do zagadnienia
ciala z wigzami wewngtrznym, przedstawionymi przy pomocy czterech niezaleznych wspol-
rzednych uogélnionych @, y; , 92, Co bedacych funkcjami wspblrzednej X, i czasu 7.
W wyniku narzucenia dodatkowych wigzow powstan dodatkowe sity reakcji wxqzow,
ktére wprowadza si¢ do réwnan ruchu (2.5) -

T3, +@rbs+r; = @rXas .
Qu,3+ qud(3D+.fenbadF+r¢a = fen'fcadF,
aF F o F

4 ‘ ' ~
(3.4) Myt [ (aXi =0 X)d@) + [ ea(b X, ~by Xy)dF+
JF F

rp = feR(.X.ZXI__'X.lX2)dF;
F N

oraz do warunkéw brzegowych (2.7)
T3%n,—py =S¢ dla X,,X, e dF,
.7‘?37'3—]73:15'5 dla X3=01X3=L,

65 - Qun- fpa'dF =Sy dlaX;=0iXs=L,
| M3n3~ f(szl —pX)dF = S, dla X, _ 0iX,=L.
WykorzystUch zasade idealnosci (1.6) dla wigzow dodatkowych
(3.6) ‘ of ( ] S; 8¢d(0F)+ f v 8LdF+r, Oy, +ry, 6wz+r¢6<p)dX3+
oF

fs:éCdF+s,,, 6y)1+s.,,161p2+s 6<p =0,

X3=0i Xa=L
podstawiajac za 8¢ = 6lo—X; 61,0,,3—X2 61;:2_3 wdp,, oraz stosujac lemat du Bois-
Reymonda otrzymuje si¢ nastgpujace réwnania ruchu

Qs+ fpsd(aF)—l'- fQRbS = fQR._X._‘;ldFi
aF .F F , .
Muss+ [ (ps,sXatpa)d@0)+ [ [(gabs),sXe+ 0abaldF =
(37) oF F .
= [ [exts),sXa+0rTaldF,
F

M, 3+ M, 33+ f (p3,30 —p1 X3 +p2X,)d(0F)+
oF
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a7 | + [ [exbs).so—en(diX2~bXD1AF = [ ((en'hs) 30+
[cd] il e

+or(— XX 2+ X2 X )] dF,
oraz réwnania konstytutywne dla wogélnionych sit

Q = [ 1%%F,
, F .
‘M, = [T¥X,dF, «=1,2,
(3.8) o F
M=

[ 112X, ~0,,) - T3 (X2 +0,)]dF,
P

M,= [ T0dF.
F

W analogiczny sposob otrzymuje sig dynamiczne warunki brzegowe, ktére obowiazujy
na skrajnych przekrojach (X; =0 i X3 = L)

Qo ny— fpadF =0,

B F

M.y~ [ psX.dF =0,
F

' M,ny— fpawdF-: 0,
(.9) 7
M5+ [ oxbsXodF+ [ psX,d(@F)—ny [ podF— [ o¥is XodF = 0,
F aF F F .

M, s+ M+ [ oxbsodF+ [ pswd(@)F)—n; [ (p2X, —~p, Xy)dF—
F aF F

- fgk')'hwdF =0.
r

Ogranicza sig rozwazania do jednorodnych materiatéw liniowo-sprgZystych, dla kt6-
rych plaszczyzny X; = const (przekroje preta) sa plaszezyznami symetrii spreZystej (2.9),
co po uwzglednieniu (3.2) daje konstytutywne réwnania materiatu w postaci

‘Ta‘& =T = Caﬁ”(fo,a =91,33 X ~¥2,33X 2 —@,330),
(3.10) T = T% = [C*3(=X,—0 )+ =3 (X, —0,)]¢,5,
T°% = C33(Lo,3~v1,33X, —¥2,33 X2 — @ 330). .
Po podstawieniu (3.10) do (3.8) otrzymuje sig uogélnione sity w postaci
Q=C¥¥3(o3F~9,335.); '
M, = C3¥3(~p, 33J12—¥2,330s —9,33501),
M, = C**33(~y, 33/ —¥2.33712= 9,33 Sa2)»

(3.11) M= gs[c [ (X +0,0)%dF-202 [ (X, +w,,) (X, —0,2)dF+
' . F F . :

+C2% [ (x, —w )]s
. F.
M, = Caaaz(EO.SSw'—’pl.Bi!SwZ_’p2.33sml —9,3300),
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gdzie

Ill

5o J ot
rf r

Swz = [wX,dF,
F

Hl

Jo= [waF,
E

natomiast rownania ruchu (3.7) w postaci ukladu czterech sprzgZzonych réwnan réznicz-
kowych

C””(Fgo,as“Sz'l’x.sas“sl'l’z.sss— w®,333) + fpad(aF)+
aF
+exr fbng: QR(FZ‘;)“Sz.’i’x.a—Sx"i’z,a" 0 ®,3)5
F
C3?33(82 80,333 =2 ¥1.3333 —J12%2,3333 = S02 @,3333 F
+ f(Ps.le +p,)d(0F) + or f (b3,3 X, +b))dF = p(SzLo,3 =233~
aF F

\ ~J12%2,33 = Su2,33 =51 P,a +FPy),
C**33(81 80,333 —J12%1,3333 —J1 ¥2,3333 — Su1 @,333) F

(3.12)
+ f(p3,3X2+p2)d(aF)+QRf(b3,3X2+b2)dF=,QR(SICO.J_JIZ
oF F
W1.3=J192,33 —Sw1 9,33+ S2 9+ Fp,),
C*333(85,00,333 —Sw2¥1,3333 — Sw1 ¥2,3333 =S P,3333) + -
+GJp@,a3+ f(Pa.sw'l'PzX; —p1 X2)d(0)F)+
aF
+or [ (bs,30+b,X, —b, X2)dF = 0a(Salo,s—Seaihs,2—
F _
—~Sw1 92,33 —Ju®,33F+ o —S1 9, +5292),
,gdzie
(1) Glp=CBB [(Xyte )dF-2C82 [ (X, —05) (X;+o,,)dF+
F - F

(2323 f (X, ~, ,)%dF.

Warunlu brzegowe (3.9) dla przekrojow X, = 0 i X; = L, po uwzglgdnieniu (3.11)
iprzyjmuja postaé
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C3333(F¢o.3"52%.33"Sw’zv,ss—SmQ’.zs)-”stPBdF =0,
C3333(S2Co,3—-.]21P1_33—J121p2,33.—- wz<,?p,33)—naFfps}(1 dF = 0,
C3333(8y Lo, s~ J 121,33 = %,33.—30197,33)*% fstzdF =0,
C3333(S Lo.3—Sw2¥1,33 = Su1 V2,33 —J0 @, 33) —n3 fp3wdF 0,

Caua(szCo.ss—Jz%,ass—sz"Pz.sss—.w2‘P.333)+QR fbsXxdF'f‘

(3.14)
' + fPsXxd(aF)_"s fl)x dF = QR(Szco"Jz@;l.s_sz@:’z.s‘Swzili,s),
oF . F :

C3*33(S, Lo,33 —J12¥1,333 ~J1 ¥2,333 —Su1 @,333) + Or fbstdF'f'
: F

-+ fPsX;d(aF')—”s szdF.": QR(S1Z'})_J1£$1,'3‘J212;2,3— w1 9,3,
aF F
C3333(S, 80,33 — w2¥1,333 ~S10¥2,333 =0 ®,333)+ GIp @3+

+0r fb3WdF+ fp3wd(af')—113 f(Psz —p3 X;)dF=
F

= gr(S, Co w2"P1 3 w1".ljz,3—-]w‘.f7,3)'

Po wyznaczeniu wspolrzednych uogélnionych ¢, ., £, z réwnan ruchu (3.12), dyna-
micznych warunkdéw brzegowych (3.14) oraz odpowiednich warunkéw poczatkowych
mozna wyznaczyé skladowe stanu przemieszczenia u,(X, ¢) z (2.3) i u3(X, t) z (3.2), skla-
dowe stanu naprezenia T*(X, ¢) z (3.10) oraz dodatkowe sily reakcji wigzéw ze wzoréw
3. 4) i (3.5).

"Nalezy przypomnieé, ze oprécz dodatkowych sit reakeii wu;zow wystepuja takie sily
reakcji wigzéw wyrazone wzorami (2.13), w ktérych TV oblicza si¢ z (2.9), a wsp6trzed-
ne nogélnione {, v, , 9., ¢ stanowia rozwigzanie ukladu réwnan (2.10) wraz z warunkami
brzegowymi (2.12) i warunkami poczatkowymi. '

- Otrzymany opisana wyzej metoda uklad réwnan (3.12) mozna poréwnaé, przy zatoze-
niu, ¢ material ciala jest jednorodny i izotropowy, z uktadem réwnain ruchu pretéw cien-
kosciennych o przekrojach otwartych, otrzymanym przez V. Z. Vlasova w [2], s. 448 - 452.
Catkowita zgodnoé¢ obu podej§é zachodzi, gdy obliczamy wspétrzedna wycinkowsa zmie-
niajaca si¢ na grubosdei przekroju pr¢ta — w niniejszej pracy wedtug wzoru (3.3) a w pracy
[2] jak na s. 189. Wyrazenie GJ;(3.13) jest wéwczas, tak jak u V. Z. Vlasowa, sztywnosqu
przekroju preta cienkoéciennego przy skrecaniu.

Dzigki zastosowanemu w niniejszej pracy podejsciu poréwnanie sit reakcji wigzow
(2.13), (3.4) i (3.5) z obciaZeniami zewngtrznymi za pomocg (1.8) pozwa]a oszacewacé blad
otrzymanego rozwiazania w stosunku do rozwxqzama $cistego. .
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Peaxome

KPYUEHHUE TIPU3MATHYECKUX CTEPXHEN KAK TEJI
C BHYTPEHHbBIMM CBA3SAMU. I.

Temoii paborbl SBIAETCS BLIBOJ HEKOTOPBRIX TEXHAUECKMX TEOPHH KDPYUEHHS YPH3MATHYECKHX
cTepKHell HA OCHOBE MEXAHMIKI TeN C BHYTPEHHBIMN CBA3SAMM [1]. ITonygaercs 06ILYIO TEOPHIO KPYUEHHA
OCHOBAHHYX Ha rumotesc HegedOpPMEPYEMOCTH MpOekiuil cedeHHt CTePHADT HA TLIOCKOCTH IIEPIEHIMKY-
JAPHLIE K OCH CIEPIKHA K TCOPRIO TOHKOCTEHHBLIX CTEPXHHEHR 0 OTKPRITHIX CEYeHHAX OCHOBAHHYIO Ha
H3BECTHRIX NPemIonoKennsax Biacora.

Summary

TORSION OF PRISMATIC RODS AS BODIES WITH INTERNAL CONSTRAINTS. I.

The aim of the present work is to derive some technical theories of torsion of prismatic rods on
the basis of the theory of bodies with internal constraints [1]. We obtain general theory of torsion ba-
sed on the assumption that the projections of rod’s cross-sections on the plane normal to the axis rod
is rigid and theory of thin-walled rods with open cross-sections, based on well known Vlasov’s assumption.
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