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Elektromechanika —  w  fazie  powstawania,  dotychczasowej  rozbudowy jak  też w pers-
pektywie  przyszłego jej  rozwoju  —  wykazuje  szczególnie  znamienne powią zania  z Mecha-
niką .  Cała metodyka tej dyscypliny  opiera się  zasadniczo na zdobyczach Mechaniki Teore-
tycznej,  bę dą cej  zresztą   podstawą   dla  wszelkich  nauk  stosowanych  jako  podstawowych
dyscyplin  techniki. N iniejszy  artykuł  ilustruje  powyż szą   tezę   i  formułuje  pewne jej  impli-
kacje.

1. Wstęp

Pozycja  Elektromechaniki na tle metod Mechaniki Teoretycznej.  Zbiói  teorii  matematycznych
interpretowanych  jako  sformuł owania  praw  fizyki,  jej  podstawowych  zasad  zachowa-
nia,  stanowią cych  treś ciowe  aksjomaty  tych  interpretacji w zastosowaniu  do  opisu  ruchu
materii,  wchodzi  w  zakres  dyscypliny  naukowej:  mechaniki  teoretycznej.  W  tej  dyscypli-
nie mają   swoje wspólne  ź ródło wszelkie nauki  stosowane  jak  mechanika, elektrotechnika,
chemia,  ciepł otechnika  i  ich  podstawowe  dyscypliny  teoretyczne.

Elektromechanikę   okreś lamy  jako  dyscyplinę   formułują cą   modele matematyczne mak-
roskopowego  ruchu  ł adunku  elektrycznego  zwią zanego  z  oś rodkiem materialnym, którego
makroskopowe  fragmenty  pozostają   wzglę dem  siebie  w  ruchu  z mał ymi, w  stosunku  do
prę dkoś ci  ś wiatła prę dkoś ciami. Aby  okreś lić  pozycję   tej  dyscypliny  w  tabeli  zawierają cej
klasyfikację   metod  mechaniki  teoretycznej,  warto  z  fizyki  przypomnieć  dwie  obserwacje
dotyczą ce oddział ywań pomię dzy  czą steczkami zawierają cymi  masę   i  ł adunek  elektryczny.

Podstawę  dla iloś ciowego  opisu obserwacji  tych oddział ywań stanowi zasada zachowania
ł adunku  oraz  szczególna  zasada  wzglę dnoś ci  Einsteina  bę dą ce  konsekwencją   Zasady
Niezmienniczoś ci  G alileusza.  W  obydwu  rodzajach  oddział ywania  (grawitacyjnych  i  elek-
tromagnetycznych) zależ ność sił  od odległoś ci jest taka sama. Stosunek tych sił  jest zależ ny
od  stosunku  iloczynów  ł adunków do iloczynów  mas  oddziaływują cych!  na  siebie  czą stek.
Rys.  1 ilustruje proporcje sił  oddział ywania grawitacyjnego  i elektromagnetycznego w przy-
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padku  dwóch  elementarnych  czą steczek:  elektronów.  W  przypadku  protonów  stosunek
ten zmniejszy  się  ok. 4 •   106 krotn ic Wynika  stąd poglą dowy  wniosek, że nawet nieznaczne
naruszenie  równowagi  ł adunków  zwią zanych  z  materią   wywołuje  obserwowalne  efekty
w  postaci  sił  oddział ywania  elektromagnetycznego.  To naruszenie  równowagi  może mieć
charakter  globalny — jako  jego skutki  obserwujemy  wówczas makroskopowe  siły oddzia-
ł ywania  elektromagnetycznego  pomię dzy  makroskopowymi  ciał ami  nał adowanymi —  lub
też może mieć charakter lokalny —  obserwujemy  wówczas wewnę trzne, strukturalne włas-
noś ci  mechaniczne oś rodka  materialnego  w  wyniku  sił  oddział ywania  elektromagnetycz-
nego  pomię dzy  bliskimi  sobie  czą steczkami  materii.

Rys.  2.  ilustruje  efekt  ujawnienia  się   relatywistycznego  skutku  zmiany  ukł adu  współ-
rzę dnych  obserwatora  mierzą cego  siłę   oddział ywania  pomię dzy  ł adunkami  elektrycznymi
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Rys.  2.

pozostają cymi  wzglę dem  siebie  w  spoczynku.  Skrócenie  relatywistyczne  nał adowanego
przewodnika  prowadzi  do zwię kszenia  gę stoś ci  liniowej  ł adunku.  Obserwacja  siły  oddzia-
ł ywania  w  ruchomym  układzie  współ rzę dnych  wymaga  opisu  uwzglę dniają cego  relaty-
wistyczny efekt  Zasady  Zachowania Ładunku.  W  warunkach  bardzo silnych  oddział ywań
elektromagnetycznych ten relatywistyczny  efekt  ujawnia  się  już  przy prę dkoś ciach  1  mm/s
(rzą d prę dkoś ci  ś redniej  ruchu swobodnych  elektronów przy  przepływie prą du przez prze-
wodnik).  Wprowadzenie  poję cia  pola  magnetycznego jako  dodatkowego  fenomenu  towa-
rzyszą cego  przepływowi  prą du  elektrycznego  pozwoliło  zastą pić  w  ten  sposób  relatywis-
tyczny  opis zjawiska  i zapisać wzór  na  siły oddział ywania  elektromagnetycznego  na  ł adu-
nek  w  postaci  Lorentza  F  =  Q[K+vxB].  Równania  Maxwella  rozróż niają ce  i  wią ż ą ce
pomię dzy  sobą   dwa  aspekty  pola  elektromagnetycznego:  pole  elektryczne  (K)

oraz  magnetyczne  (5)  moż na  uważ ać  za  model  kryją cy  w  sobie  relatywistyczny  aspekt
elektromagnetyzmu  (to, jakie przyją ć  wartoś ci  skł adowych K  oraz B  tego pola, zależy  wy-
ł ą cznie  od pozycji  obserwatora,  od jego prę dkoś ci wzglę dem  ukł adu współ rzę dnych). Tak
wię c  u  podstaw  modelu  matematycznego  Elektromechaniki  tkwią   postulaty  klasycznej
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(niekwantowej)  mechaniki  relatywistycznej,  jednak  wprowadzenie  do  postulatów  nieza-

leż nych  definicji  pola  elektrycznego  i  magnetycznego  oraz  ł adunku  Q  i  prą du  /  =   ~-

pozwala  w  opisie  makroskopowym  ruchu  materialnych  obiektów  (z dostatecznie małymi
prę dkoś ciami)  posługiwać  się   klasyczną   mechaniką   newtonowską.

Taka  sytuacja  okreś la  zwią zki  pomię dzy  postawą   metodyczną   Elektromechaniki  oraz
Mechaniki  Teoretycznej  i  innych  pokrewnych  jej  dyscyplin.

2.  Równania  MaxweJIa  a  podstawowy  model  Mechaniki  Analitycznej

Przed  około  110 laty  Maxwell  zbudował  syntezę   elektrodynamiki jako  nauki  doś wiad-
czalnej, ale wkrótce potem  (w cią gu  kilku  dziesią tków  lat) okazało się , że jest ona wypro-
wadzalna  z  wcześ niejszych  (o kilkadziesiąt  lat  przed  sformułowaniem  Maxwella)  sformu-
łowań  Mechaniki Analitycznej  opisują cej  oddziaływania  pomię dzy  czą stkami  (punktami)
materialnymi w próż ni. Potrzebne tu były tylko:  poję cie  ł adunku  elektrycznego, oddziały-
wania  mię dzy  ł adunkami w  próż ni  odwrotnie  proporcjonalnego  do  kwadratu  odległoś ci,
Zasada  Zachowania  Ładunku,  Zasada  Zachowania  Energii  oraz  model  mechaniki  rela-
tywistycznej.  Najbardziej  zwię złą   i  przejrzystą   postać uzyskuje  model matematyczny zapi-
sany  w  notacji  wektorowej  w  postaci  - róż niczkowej  wzgl.  całkowej

=   —  Q  $Kda  =  ~Q
e0  2  Eo

divB  = 0  j  Bda  = 0

r o t*  "
ot

_L   tB  -   •   e  —  1  f D X _ , . , „   8VH
/ "o  °  dt  JJ,0

1  C

— f
Model  ten,  uzupełniony wzorem  Lorentza  na  sił ę   oddziaływania  pola  na  ładunek

(2)  F^Q[K+vxB]

oraz  równaniem  ruchu  punktu  materialnego  o  masie  m  zwią zanej  z  ładunkiem Q

pozwala  rozwią zać  każ dy  problem  (w  skali  makroskopowej)  mechaniki  analitycznej  od-
działywania ł adunku zwią zanego  z czą stką   materialną  w przestrzeni pustej. Ziarnista struk-
tura  materii i to zarówno  masy jak  i  ł adunku  czyni model wyraż ony  równaniami  (1, 2, 3)
bezuż ytecznym  dla  opisu  oddziaływań  w  oś rodku  materialnym. Koniecznym jest uzupeł-
nienie tego  modelu opisem  własnoś ci  materii  oddziaływują cej  z polem tj. jej  polaryzowal-
noś ci pod wpływem  pola  K,  magnesowalnoś ci  pod  wpływem  pola  B oraz zdolnoś ci prze-
wodzenia  prą du  elektrycznego.  Jedynie  przypisanie  materii  cech cią głoś ci, jednorodnoś ci
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i  izotropowoś ci  pozwoliło  Maxwellowi  własnoś ci  polaryzowalnoś ci  i  magnesowalnoś ci
materii  opisać  przy  pomocy  współczynników  liczbowych  s,  / u oraz  przy  wprowadzeniu

nowych wektorów  D  =   es0K  oraz H  =   B zapisać pole w tak wyidealizowanej  materii

w  postaci  symetrycznych  wzorów  o  analogicznej  postaci  jak  (1):

divD =  o  (Dda  =  Q
s

div5 = 0  j  Bda = 0

<4)

Podstawowym  modelem  dla  opisu  zjawisk  elektromagnetycznych  jest  model  polowy
Maxwella,  ale technika mając  do dyspozycji  metody Mechaniki Analitycznej  szybko dop-
rowadziła  do  dyskretyzacji  równań  Maxwella  i  zastą pienia  modelu  polowego  modelem
obwodowym  obowią zują cym  w  Mechanice  Analitycznej.

Całkowa  postać równań  Maxwella  wskazuje  drogę   do  dyskretyzacji  opisu  pola  elek-
tromagnetycznego  w  obiektach  materialnych.  Wyodrę bniając  w  obiekcie  przewodniki
tj.  te czę ś ci obiektu w obrę bie  (wewną trz) których może nastę pować przepływ  swobodnego
ładunku,  lub  na których powierzchni może się   swobodny  ł adunek  gromadzić,  okreś lamy
odpowiednio  całki  skalara  gę stoś ci  g:

ł adunki  J  QdV =  Q,

prą dy  J  cvda =  J jda  =   i  -   — .

Przechodząc od wektorów  K, B okreś lają cych  lokalnie pole w punktach przestrzeni do ich
skalarnych całek wzdłuż wyróż nionych przez przewodniki torów lub powierzchni okreś lamy
odpowiednio  elektryczne  napię cie

magnetyczne  strumienie  sprzę ż one  tpB — j  Bda

otrzymujemy  zapis  zwią zków  pomię dzy  tymi  cał kami  w  postaci  liniowej

2  =   Cu

tp =  Li

stanowią cy  równocześ nie podstawę   dla  definicji  pojemnoś ci  C  oraz  indukcyjnoś ci  L  jako
globalnych  atrybutów  obiektu.  Wartoś ci  liczbowe  tych  atrybutów  wynikają   z  geometrii
obiektu  oraz  własnoś ci  materiałowych  (polaryzowalnoś ci  i  magnesowalnoś ci).  Uwzglę d-
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3.  Poję cia  energii —  Analogie  elektromechaniczne

Dalsza  energiczna  eksploatacja  przez  elektryków  metod mechaniki analitycznej  nastę-

powała w oparciu o wprowadzone w mechanice teoretycznej poję cia  energii postaci mecha-

nicznej  t j. zwią zanej  z ruchem materii. Sprzyjała  temu okolicznoś ć, że w  mechanice anali-

tycznej  rozróż nia się  dwa  rodzaje  energii:  energię  kinetyczną   Ek  zwią zaną   z pę dem i prę d-

koś cią

Ek =   fvdp

oraz  energię   potencjalną   zwią zaną   z  siłą   i położ eniem

Ep  =  j'Fdx.

Przy  nieliniowych  funkcjach  pę du  p(v)  oraz  siły  F(x)  wprowadzenie  poję cia  koenergii

Ele =  J  pdv  — pv—J  vdp

Ep = jxdF=  Fx- JFdx

pozwala  uż ywać  tych  wielkoś ci  zamiennie  rozpatrując  stan  energetyczny  okreś lony  jed-
noznacznie  przez  współ rzę dne  (zmienne)  stanu  p,  F,  x,  x  oraz  ilość  zmagazynowanej
energii.

W  elektrotechnice rozróż nia się   również  dwa  rodzaje  energii:  energię   pola  magnetycz-
nego  zwią zaną   ze  strumieniem  i  prą dem

oraz  energię   pola  elektrycznego  Ee  zwią zaną   z  potencjałem  i ł adunkiem

Ec  =   JudQ.

Przy nieliniowych funkcjach  strumienia ip(i)  lub potencjału u(Q) również i w elektrotechnice
może  się   okazać  uż ytecznym  posługiwanie  się   odpowiednio  poję ciem  koenergii.

Paralelizm poję ć energii w mechanice i elektromagnetyzmie narzuca koncepcję   analogii
elektromechanicznych  t j.  przyję cia  odpowiednioś ci  pomię dzy  współ rzę dnymi  oraz  zmien-
nymi stanu w  opisie  ruchu punktów materialnych oraz pola  elektromagnetycznego.
Wybór  jednej  z  dwu  moż liwoś ci  ustalenia  odpowiednioś ci  jest  tutaj  jednakowo  upraw-
niony.  Tradycje  elektromechaniki z  techniczną   realizacją   ukł adów  głównie  wykorzystu-
ją cych  magazynowanie  energii  w  polu  magnetycznym  skłaniają   do  przyję cia  analogii:

Mechanika  —Elektryka  Symbol  wspólny
Elektromechaniki

energia  potencjalna  (położ enia) —  en.  pola  elektrycznego  Epot

energia  kinetyczna  (ruchu)  —e n.  pola  magnetycznego  Eki„
położ enie,  ką t  x,  <p  ł adunek  Q  q

prę dkoś ci  x,  <p  natę ż enie  prą du  Q  =   i  q

siły,  momenty  F,  3JI   napię cie  u  F

pę d,  kret  p,  &   strumień  skojarzony  f  p
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W  ten  sposób  tworzy  się   wspólny  ję zyk  symboli  a  nawet  nazw  i  wyraż eń  mechaniki
i elektryki  mają cy  swoje  oparcie i uzasadnienie we wspólnym  modelu mechaniki teoretycz-
nej,  czemu daje  wyraz ostatnia kolumna powyż szej  tabeli.  Model ten to równanie róż nicz-
kowe drugiego  rzę du. Jako równanie zwyczajne ma swoją   interpretację  w mechanice w opi-
sie  ruchu ukł adu punktów  materialnych lub  ukł adu ciał   sztywnych,  w  elektryce  natomiast
w obwodach  o elementach R, L, C lub w  sieciach elektrycznych  złoż onych z  przewodników
prą du,  kondensatorów  i  cewek  jako  magazynów  energii  pola  elektrycznego  i  magnetycz-
nego. W  ś wietle tak  przyję tych  analogii  jako  sł ownika  symboli,  nazw  i wyraż eń  mechaniki
i elektryki  widoczne  są   duże korzyś ci  dla rozwią zywania  technicznych problemów  zarówno
mechaniki  jak  i  elektryki.  D uża  praktyczna  przydatność  mierniczej  techniki  elektrycz-
nej —  pomiarów  i  rejestracji  napię cia —  łatwość  produkowania  elementów  R,  L,  C  oraz
ich zestawienia  w  ukł ady sieciowe jak  również  osią gnię cia  techniki w zakresie  produkowa-
nia  stabilnych  wzmacniaczy  o  duż ym  wzmocnieniu —  pozwalają   szeroko  i  wydajnie  wy-
korzystywać analogie  elektromechaniczne dla  rozwią zywania  bardzo wielu i róż norodnych,
problemów  technicznych  z  rozmaitych  dziedzin  techniki  mają cych  swój  model  matema-
tyczny w postaci równań róż niczkowych  zwyczajnych  a nawet równań róż niczkowych  czą st-
kowych  (technika  obliczeniowa  z  zastosowaniem  maszyn  analogowych).

Również  elektromechanika korzysta  z analogii  elektromechanicznych w  oparciu o pod-
stawowy  model  mechaniki  analitycznej.  Należy  tu  jednak  równocześ nie  podkreś lić,  że
równanie  (5) nie przedstawią   modelu ukł adu elektromechanicznego. Równanie  (5) moż na
tylko  alternatywnie  odczytywać  już  to  w  ję zyku  elektryki,  już  też  w  ję zyku  mechaniki,
elektromechanika  natomiast  zaczyna  się   dopiero  wówczas  gdy  w  układzie  pojawia  się
co najmniej  jeden magazyn,  któiego  poziom energetyczny  zależy  zarówno  od współ rzę dnej
mechanicznej jak  i  elektrycznej.  W  przyję tej  poprzednio konwencji  analogii  elektromecha-
nicznych  typowy  ukł ad  elektromechaniczny —  „maszyna  elektryczna" —  zawiera  taki
magazyn  w  postaci  cewek  elektrycznych  magazynują cych  kinetyczną   energię   pola  magne-
tycznego,  której  poziom  jest  zależ ny  od  „ pę du"  ip oraz  współ rzę dnych  położ enia  cewek
lub  innych  ruchomych  elementów  obwodu  magnetycznego:

Pk(qj,  kk, qi) =  fk(ij,  h, <P),

Ekin =  J  qkdpk  =  J  hdfk-

4.  Model  układu elektromechanicznego

"Prawem  fizyki  stanowią cym  postulat  dla  interpretacji  teorii  matematycznej  w  modelu
ukł adu elektromechanicznego jest —jak zwykle w technice —  Zasada Zachowania Energii.
U kł ad  elektromechaniczny  stanowi  zespół  magazynów  energii  mechanicznej  (kinetycznej,
potencjalnej)  i  energii  pola  (magnetycznego,  elektrycznego)  w  liczbie  co  najmniej  dwu
a  w  tym jeden  energii  mechanicznej  oraz jeden energii  pola, przy  czym w  co najmniej  jed-
nym  magazynie  poziom  energii  zależy  zarówno  od  współ rzę dnej  mechanicznej jak  i  elek-
trycznej.  Wyraż enie  na  energię   spełniają cego  takie  warunki  ukł adu elektromechanicznego
zrealizowanego  przy  pomocy  cewek  magazynują cych  energię   w  polu  magnetycznym  ma.
zatem  postać:
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qh

Wzorem  mechaniki  analitycznej  również  w  elektromechanice  okazuje  się   poż ytecznym
posługiwanie się  zamiennymi poję ciami:  energii  $(q,  q) jako  funkcji  poł oż eń i  prę dkoś ci,
energiiX(/ ?, q) jako  funkcji  pę dów  i poł oż eń  (postać Hamiltona), potencjału kinetycznego

{q,  q)  jako  funkcji  położ eń i  prę dkoś ci  przy  znanych  relacjach

dq

P =   Tdq  *  dp  '

Model  matematyczny  odosobnionego  ukł adu elektromechanicznego  stanowią cy  sformu-
łowanie  Zasady  Zachowania  Energii  przyjmuje  odpowiednio  zamienne  postaci:

(6a)  ^ L j l ^

<6b)

dqk  qk  dqk

<60

Treś cią   procesu  energetycznego  przebiegają cego  w  ukł adzie elektromechanicznym jest
moż liwość  przemiany energii  z jednej  postaci  w  drugą. Aby  proces  ten  był   stacjonarnym
i  mógł  służ yć potrzebom techniki ukł ad jest poł ą czony z  otoczeniem, z  którym  dokonuje
wymiany  energii  kanał ami mocy mechanicznej (iloczyn siły i prę dkoś ci ruchu  postę powego
wzglę dnie  iloczyn  momentu i prę dkoś ci  ruchu obrotowego)  oraz elektrycznej  (iloczyn na-
pię cia  i prą du), ogólnie kanał ami mocy dopływają cej  do ukł adu z zewną trz wyraż onej  jako
iloczyn  uogólnionej  siły  i  uogólnionej  prę dkoś ci  '

W  przypadku  gdy  otoczenie  stanowią   jedynie  ź ródła  tj.  siły  bę dą ce  jedynie  funkcjami
czasu Fzk(t),  mówimy o sztywnym  zasilaniu, siły te pojawiają   się  wówczas po prawej  stronie
odpowiednich  równań  sil  (6a),  (6b)  wzgl.  (6c):

(6a) - ^ ¥ + ^ r =  F*>

fry *
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W  przypadku  elastycznego  zasilania,  gdy  w  otoczeniu  znajdują   się   również  magazyny
energetyczne  zależ ne  od  współ rzę dnych  ukł adu,  wyraż enia  S,  i f, ^ f  zwię kszają   się   odpo-
wiednio  o  skł adniki  okreś lają ce  poziomy  energetyczne  tych  magazynów  otoczenia.

Szczególnym"  rodzajem  wymiany  energii  pomię dzy  ukł adem  elektromechanicznym
i  otoczeniem jest  dyssypacja  energii  tj. oddawanie  energii  do  otoczenia w wyniku  nieupo-
rzą dkowanego  mikroskopowego  ruchu  materii  wewną trz  ukł adu  przy  wzrastają cym  nie-
uporzą dkowaniu.  W  termodynamice uwzglę dnia  się   ten proces w  modelu matematycznym
przy  pomocy poję cia  entropii wprowadzają cej  to poję cie  do wyraż enia  Zasady  Zachowania
Energii  w  postaci  I   Zasady  Termodynamiki  oraz  doł ą czenia  sformułowania  I I   Zasady
Termodynamiki. W  elektromechanice dyssypacja  energii  zwią zana  jest  z  mikroskopowym
nieuporzą dkowanym  ruchem czą stek  materii towarzyszą cym  makroskopowemu  (uporzą d-
kowanemu)  ruchowi  mechanicznemu  (zjawisko  tarcia) oraz  makroskopowemu  (uporzą d-
kowanemu) przepł ywowi  prą du w przewodnikach  (zjawisko  Joule'a.  Uwzglę dnienie dyssy-
pacji  w  modelu  elektromechaniki  odbywa  się   tu  przy  pomocy  poję cia  uogólnionej  siły
tł umienia  FD  oraz  odpł ywu  do  otoczenia,mocy FDkqk  po kanale  tej uogólnionej  prę dkoś ci,
z  którą   jest  zwią zana  dysypacja.  Równania  (6)  modyfikują   się   zatem  do  postaci:

f\ / P  'A  .  ?u»

(6a)"

(6b)"

Sqk  <lk   Sqk

dt  d'qk  8qk

(6c)"
d*  _  ,  _

Pk"  "" W
Równania  (6)  a,  b  oraz  c stanowią   wzglę dem  siebie  równoważ ne  i zamienne modele.

Uż ycie  tej  lub  innej postaci  może być  dyktowane  wzglę dami  na przyzwyczajenia,  poglą do-
wość  interpretacji  lub  wygodę   rozwią zywania  równań.  Formuła  b  pozwala  interpretować
model  z pozycji  Hamiltona Zasady  Najmniejszego  Dział ania  oraz  uż ytkować  poż yteczne
czasem  metody  rachunku  wariacyjnego  (m.in. bezpoś rednie metody poszukiwania  ekstre-
mum  funkcjonał u).  Formuła  c najchę tniej  uż ywana  w przypadku  poszukiwania  rozwią zań
metodami  obliczeń  cyfi owych.

Postać  równań  (6) jako  matematycznego  modelu  ruchu ukł adu punktów  materialnych
w  mechanice analitycznej  jest  warunkowana  niezależ noś cią   współ rzę dnych  tikł adu.  Przyj-
mują c  z mechaniki  analitycznej  metodykę   konstruowania  i uż ytkowania  modelu dla  celów
technicznych  elektromechanika  musi  oczywiś cie  przejąć  również  cały  bagaż  problemów
wię zów  oraz  stopni  swobody.

Jeś li  chodzi  o wię zy po  stronie współ rzę dnych  mechanicznych, to jest to na  ogół  prob-
lem  prosty,  a  w  wielu  przypadkach  nawet  wogóle  nie  istnieje,  gdy  mianowicie  obiekt  ma
tylko  jeden  stopień  swobody  mechanicznej  (np. silnik  elektryczny  wykonują cy  pracę  me-
chaniczną   za  poś rednictwem  sztywnego  przeniesienia).  Po  stronie  elektrycznej  maszyny
bezkomutatorowe w  konwencjonalnym  wykonaniu  pracują ce  w ukł adach bez  sterowania
dostarczają   również  prostych  równań  wię zów  holonomicznych.  Są   to  ł atwo  całkowalne
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równania  wę złowe Kirchhoffa  bilansują ce  prą dy  gał ę zi w  ł ą czą cych je  wę złach. W  takich
prostych  układach elektromechanicznych na  model  matematyczny ukł adu składa się  od-
powiednia liczba równań „elektrycznych" tj. równań (6) odpowiadają cych  róż niczkowaniu
po  współ rzę dnej  elektrycznej  (w  liczbie  równej  liczbie  niezależ nych  oczek  obwodu  elek-
trycznego)  oraz  równania  „mechaniczne" odpowiadają ce  róż niczkowaniu  po  współ rzę d-
nej  mechanicznej  (w  liczbie  równej  liczbie  stopni swobody  ruchu mechanicznego). Pewną
komplikację   stanowią   wię zy elektromechaniczne, jakich  dostarcza  ś lizgają cy  się   po  uzwo-
jeniu wzglę dnie dokonują cy przeł ą czeń styk wę drują cy  po uzwojeniu w wyniku  ruchu cewek
wzglę dem  zasilają cej  je  z zewną trz  sieci  elektrycznej.  W  pewnych  warunkach  symetrii  za-
silania  oraz  wewnę trznej  symetrii  ruchomych uzwojeń  te  nieholononiiczne wię zy moż na
sprowadzić  do postaci prostych wię zów holonomicznych zależ nych jedynie  od  czasu.

Innego rodzaju  trudność powstaje,  gdy  w wyniku  wł ą czania w szereg z  poszczególnymi
fragmentami  uzwojenia  czy  nawet  cewkami  maszyny  elektrycznej  lub  innego  rodzaju
przetwornika  diod a zwłaszcza  diod  sterowanych wię zy nabierają   charakteru nierównoś ci
(słabych nierównoś ci)  jako  wię zy jednostronne.

5.  Dwuliniowość  i  inne  ź ródła  nieliniowoś ci  modelu  i  ich  konsekwencje

Z  poprzednich  rozważ ań  wynika,  że  model  ukł adu  elektromechanicznego  nie  jest
prostym zesumowaniem modelu mechaniki i obwodu  elektrycznego:  nie jest  to wynik na-
łoż enia na  obwód  elektryczny  o  liczbie  sei  stopni  swobody  ukł adu mechanicznego o  licz-
bie  smech  stopni  swobody,  lecz  układ  elektromechaniczny  o  liczbie  s  — sei+smech  stopni
swobody,  którego  modelem jest  ukł ad  s  równań róż niczkowych  o  liczbie  s  niezależ nych
funkcji  — zmiennych stanu Ŵ  równaniach elektrycznych wystę pują   również  niewiadome
zmienne mechaniczne i wzajemnie.  Jest to wynikiem  istnienia magazynów,  których energia
zależy  zarówno  od  współ rzę dnych  elektrycznych  jak  i mechanicznych.

Energia  poszczególnych  "magazynów  wyraża  się   formą   kwadratową   odpowiednich
współ rzę dnych wzglę dnie zmiennych stanu. Stąd też uogólniona siła jako pochodna energii

wzglę dem  współ rzę dnej  - r— wzgl. - r-— I  w  przypadku  liniowego  magazynu  o  energii
\óq  3q I

zależ nej  zarówno  od współ rzę dnej elektrycznej  jak  i mechanicznej jest  dwuliniową   formą
wzglę dem  tych współ rzę dnych lub też dwuliniową   formą  jest odpowiedni skł adnik pochod-
nej  odpowiedniego  pę du  wzglę dem  czasu:

Pk  =   C(qi)qk

(7a)

(7b)
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W  elektrycznym  równaniu  (równaniu  napię ciowym)  pojawia  się   skł adnik  typu  (7a)

jako  napię cie  rotacji  (w  przypadku  maszyny  wirują cej):

y>  =  L(<p)i  =   L(<p)Q

8L  .  •
dcp

dL  .•  dcf
——  (pQ  =   erot

W  mechanicznym  równaniu  (równaniu  momentów)  pojawia  się   skł adnik  typu  (7b)
jako  moment elektromechaniczny:

1  dL^Os)

Dwie wyż ej  opisane cechy są   znamienne dla matematycznego modelu w elektromecha-
nice:  sprzę ż enie  wzajemne  pomię dzy  równaniami  „elektrycznymi"  (napię ć) i „mechanicz-
nym i"  (momentów wzgl. sił ) oraz wystę powanie  —  w przypadku  liniowych magazynów  —
dwuliniowych form w tych równaniach (napię cie rotacji oraz momenty elektromechaniczne).
Pierwsza  z nich wskazuje,  że w  ogólnym  przypadku  nie jest moż liwe  rozbijanie  ukł adu na
„czę ść elektryczną"  i „czę ść mechaniczną" celem oddzielnego  rozwią zywania  równań i od-
rę bnego wnioskowania  o elektrycznych i mechanicznych własnoś ciach ukł adu.  Druga cecha
nakazuje  się   liczyć z  tym, że model jest nieliniowym  i w  najlepszym  przypadku  sprowadza
się   do  wystę powania  dwuliniowych  form  w  równaniach  róż niczkowych.  Nawyki  nabyte
dzię ki  rutynie  przy  analizowaniu  liniowych  obwodów  elektrycznych mogą   się   tu  stać  dla
elektryka  przeszkodą   we  właś ciwym  spojrzeniu  na  problemy  elektromechaniki.

Tak  wię c  struktura  modelu  w  elektromechanice  prowadzi  do  nieliniowoś ci  równań.
Innym  ź ródł em nieliniowoś ci  modelu  staje  się  uwzglę dnienie  własnoś ci materii. Własnoś ci
materii  mogą   wpł yną ć na  odstę pstwa  od  liniowoś ci  takich  charakterystyk,  jak:  zależ ność
sił   tł umienia  od  prę dkoś ci  (uogólnionych), sił  sprę ż ystoś ci  od  przesunięć (odkształ ceń ),
pę du  od  prę dkoś ci —  praktycznie  bierze  się   tu  pod  uwagę   jedynie  zależ ność  ^(0-

Jeż eli  pierwsze  spoś ród  wymienionych  ź ródeł   nieliniowoś ci  (sprę ż ystoś ć,  tł umienie
elektryczne,  tł umienie  mechaniczne) w  przypadku  moż liwoś ci  wyraż enia  charakterystyk
przez  funkcje  analityczne  przynoszą   jedynie  mniej  lub  wię cej  znaczne utrudnienia w  roz-
wią zywaniu  równań,  to  nieliniowość  magnetyczna  przynosi  o  wiele  wię ksze  trudnoś ci,
a  nawet  jakoś ciowo  nowe  problemy.  Wynika  to  stą d,  że  pierwsze  są   funkcjami  jednej
zmiennej, podczas gdy  strumienie  ip są   funkcjami  na ogół  wielu zmiennych i odstę pstwa  od
liniowoś ci  dotyczą   nie poszczególnych  zmiennych,  lecz  ich liniowych  kombinacji.  Super-
pozycja  pól  magnetycznych  od  poszczególnych  cewek  sprzę ż onych  stanowią ca  podstawę
dla  wyraż enia  energii  przez  formę   kwadratową   upada  a  z nią   upada  moż ność  okreś lenia
zmagazynowanej  w  polu  magnetycznym  energii  za  pomocą   strumieni  skojarzonych  lub
prą dów  poszczególnych  cewek.  D la  rozwią zywania  technicznych  problemów  elektro-
mechaniki  rezygnuje  się   z  uwzglę dniania  nieliniowoś ci  obwodu  magnetycznego, posługu-
ją c  się   uś rednioną   charakterystyką   ip(i)  zlinearyzowaną.  Jeż eli  odstę pstwa  od  ś redniej
są   znaczne, moż na  uś rednianie  charakterystyk  ograniczać  do  skoń czonych  przedziałów
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czasu  tak,  aby  prowadziło  to do ograniczania  wahań  funkcji  ip(i)  wokół   prostej  uś red-
nionej.  Poszukiwanie  skutecznych  metod  przybliż onych  rozwią zywania  równań  elektro-
mechaniki  uwzglę dniają cych  nieliniowość  obwodu  magnetycznego  jest  też  przedmiotem
prac badawczych  w  tym  zakresie.  Jest  to  poszukiwanie  kompromisu  pomię dzy  skutecz-
noś cią   a  kosztami  obliczeń.

6.  Współ czesne  problemy  techniczne  i  Ich  implikacje  w  elektromechanice

O  problemach  technicznych  elektromechaniki  i  jej  współczesnym  rozwoju  decyduje
rozwój  potrzeb,  jakim  ona  służ y.  Zapotrzebowanie  pracy  mechanicznej  wzrasta  wraz
z rozwojem  transportu (w najszerszym  znaczeniu tego poję cia), wraz z  iloś ciowym  i jakoś-
ciowym  wzrostem  operacji  towarzyszą cym  wcią ż  udoskonalanym  oraz  nowym  procesom
technologicznym  w  przemyś le,  rzemioś le  i  domowej  gospodarce.  Wzrasta  wię c  cią gle
rozmaitość i złoż oność napę dów elektrycznych t j. ukł adów pozwalają cych  energię  elektrycz-
ną   tak  wygodną   w  przesyle  i  rozdziale  przetwarzać  na  pracę   mechaniczną   bezpoś rednio
w miejscu jej  technologicznego spoż ycia.  W nowoczesnym napę dzie odbywa.się  ta  dostawa
energii  bez potrzeby  dalszego  jej  przekształ cania lub  co najwyż ej  przy  zastosowaniu  moż-
liwi e  prostych  i  ekonomicznych  urzą dzeń  mechanicznego  przekształ cania  celem  dosto-
sowania  paramterów  doprowadzanej  mocy  do  potrzeb  procesu  technologicznego.  Pier-
wotnie  prosty  pojedynczy  napęd  elektryczny  rozwija  się   w  system  współpracują cych  ze
sobą   i  wspólnie  sterowanych  przetworników  elektromechanicznych.  Zł oż oność  procesu
technologicznego  pocią ga  za  sobą   złoż oność  systemu  elektrycznego  zasilania  i  stero-
wania.

Rys.  3.  przedstawia  schematycznie  (w  postaci  wielobiegunnika)  model  przetwornika
elektromechanicznego z zapisem równań w postaci  (6c). Pochodna qk mierzalna na wejś ciu

,, U2 Us,U(stly...7n}

Rys. 3.

mechanicznym  (na sprzę gle) jest prę dkoś cią   <o,  uogólniona  siła Fzi  —  momentem obroto-

wym 2ft. Odpowiednio na wejś ciu elektrycznym oznaczono czę ść pochodnych qk  jako  prą dy

wektora zasilania  i, czę ść zaś jako prą dy wektora  sterowania  is  i analogicznie Fzk  jako  wek-

tor  napię cia  zasilania  energią   u  oraz  napię cia  sterowania  us.  Przetwornik elektromecha-

niczny o tak przedstawionym  modelu jest głównym elementem systemu elektromechanicz-

nego (rys. 4), na którego całość składają   się : ź ródło dostarczają ce  energię  do systemu za po-

ś rednictwem  urzą dzeń  elektrycznych  przesyłają cych,  rozdzielają cych  i  przekształ cają cych

energię   elektryczną,  urzą dzenie  mechaniczne  przekształ cają ce  uzyskaną   z  przetwornika
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energię   mechaniczną   i  dostarczją ce  bezpoś rednio  na  miejsce  procesu  technologicznego
pracę   oiaz  ukł ady  sprzę ż eń  zwrotnych  wewnę trznych  (Sw) pomię dzy  zmiennymi  stanu
wewną trz  systemu  jak  również  sprzę ż eń  zewnę trznych  (Sz) pomię dzy  wskaź nikami  oceny
jakoś ci  produktu i parametrami sterowania.  Model samego przetwornika znacznie się  teraz
wzbogaca  i  komplikuje  nowymi  równaniami  wię zów  sterowania.  Mogą   to  być  wię zy
holonomiczne  zmniejszają ce  liczbę   stopni  swobody, jednak na ogół   trzeba  się   liczyć,  że
sterowanie  w  ukł adzie  zamknię tym  (od  sprzę ż eń  zwrotnych)  wnosi  do  modelu  dalsze
równania  róż niczkowe  i  stawia  jako  podstawowy  problem  stabilnoś ci  rozwią zań.  D la

Ż ródto Odbiór

Rys. 4.

praktycznych  potrzeb  techniki  orzekanie  tylko  o istnieniu, jednoznacznoś ci  i  stabilnoś ci
rozwią zań  nie jest  na ogół  wystarczają cym.  Rozważ ania  w  elektromechanice  na  temat
kryteriów  i  metod  „ technicznej  stabilnoś ci"  wymagają   powią zania  z  analizą   warunków
eksploatacji,  sposobów  zabezpieczenia  oraz  niezawodnoś ci  pracy  całego  systemu  oraz
poszczególnych  jego  elementów.

Sterowanie przy  pomocy sprzę ż eń zwrotnych od wskaź ników jakoś ci  produktu  stwarza
w  elektromechanice  szeroki  problem  optymalizacji  ukł adu  napę dowego  jak  również
optymalizacji  konstrukcji  gł ównego  jego  skł adnika, przetwornika  elektromechanicznego.
Przy  cią gle  wzrastają cych  ż ą daniach  technicznych wzrostu  wydajnoś ci  procesów  techno-
logicznych  w  zagadnieniach optymalizacji wysuwa się  na czoło  dynamika  procesu elektro-
mechanicznego  przetwarzania  energii.

Już przy  analizie  modelu elementarnego przetwornika —  równanie  (6) —  oczywistym
stwierdzeniem była niemoż liwość rozbicia modelu i rozwią zywania  „ równań elektrycznych"
w  wyodrę bnieniu  od  „ równania  mechanicznego".  Tym bardziej  obecnie  przy  dalszym
powią zaniu  pomię dzy  zmiennymi  i  parametrami  mechanicznymi  i  elektrycznymi  przez
sprzę ż enia  zwrotne ewentualne próby  rozcinania systemu na „czę ść mechaniczną" i „elek-
tryczną"  byłyby  oczywistym  nieporozumieniem.

N a schemacie systemu  (rys. 4) symbole zamieszczone nad wę złami oraz poszczególnymi
elementami  systemu  przypominają,  że funkcje  zmiennych na wejś ciach  jak  również  para-
metry  systemu  ulegają   stochastycznym  zakł óceniom.  Uwzglę dnienie  tej  okolicznoś ci nie
zmienia  deterministycznego  charakteru  modelu  elektromechaniki,  natomiast  ma  swoje
implikacje  we  współczesnej  technice  pomiarów,  w  problemach  identyfikacji  elementów
systemu  elektromechanicznego,  w  metodyce oceny  stabilnoś ci  i  niezawodnoś ci  pracy
systemu.

N ieustanny  wzrost  zapotrzebowania  energii  elektrycznej  ma  również  swoje  impli-
kacje  we  współczesnej  elektromechanice zwią zanej  z  wytwarzaniem  energii  elektrycznej.
Jak dotąd nieomal wył ą czną   techniką  jej  wytwarzania jest przetwarzanie elektromechanicz-
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ne  w turbo i hydrogeneratorach. D latego też okresowi podwojenia  zuż ycia energii  elektrycz-
nej  towarzyszy też podobny  okres  podwojenia  mocy  jednostkowej  turbogeneratora.  Pro-
jektowanie,  produkcja  i  eksploatacja  współczesnych  turbogeneratorów  najwię kszych
mocy  (w skali krajowej  rzę du 500 MW, w skali ś wiatowej ponad  1000  MW) stawia  współ-
czesnej  elektromechanice nowe problemy  teoretyczne z zakresu  konstrukcji  przetworników
• oraz z zakresu  eksploatacji  systemów  wielkich  mocy. Konstruowanie przetwornika  energii
o  tak duż ej mocy jednostkowej  jest zwią zane  z koniecznoś cią   doprowadzenia  do  uzwojenia
bardzo  duż ego  prą du  (rzę du  kilkunastu  kA),  przenoszenia  przez  wał  bardzo  duż ego  mo-
mentu  (rzę du kilkunastu  MN m  —  w stanach dynamicznych) oraz odprowadzenia  z  obiek-
tu  bardzo  duż ej  mocy  cieplnej  (rzę du  kilku  MW),  stanowi  wię c bardzo  zł oż ony  problem
nie  tylko  w  sensie  elektromagnetycznym  ale  równocześ nie  wytrzymałoś ciowym  i  termo-
dynamicznym.  Przetwarzanie  tak  duż ych  mocy,  ich przesył   i  doprowadzenie  do  wielkich

KOTL. Odbiór  elektr.

Rys.  5.

• odbiorców, jakimi  są   wielkie zakł ady  przemysłowe  i  okrę gowe  sieci  elektryczne,  stwarza
techniczną   problematykę   projektowania,  budowy  i  eksploatacji  wielkich  systemów  ener-
getycznych  (rys.  5), w  których  nastę puje  analogiczne  powią zanie  mechanicznych  i  elek-
trycznych zmiennych  stanu jak  w  przypadku  elektromechanicznego  systemu  napę dowego
(rys. 4).

Jakkolwiek  polowe  równania  Maxwella  stanowiły  wyjś ciową   pozycję   elektrotechniki,
to  jednak  tradycja  elektromechaniki  poszła  począ tkowo  całkowicie  w  kierunku  posługi-
wania  się   obwodowym  modelem  mechaniki  analitycznej  uzyskanym  w  drodze  dyskrety-
zacji  przestrzeni  fizycznej  do  bezwymiarowych  punktów  przestrzeni  zmiennych  stanu.
Uż ytkowanie  równań  Maxwella  w  ich  polowej  postaci  sprowadzało  się   jedynie  co  naj-
wyż ej  do  metod  obliczania  globalnych  parametrów  zastę pczego  obwodu  takich  jak  in-
• dukcyjność  rozproszeniowa  uzwojeń.  Jednak  nawet  i  w  tych  przypadkach  w  metodach
obliczeń  elektromechaniki  obserwowana  niechęć  do  analizy  polowej  była  uzasadniona
wielkimi  trudnoś ciami  przyswajania  analitycznych  metod  rozwią zywania  równań  róż-
niczkowych  ze wzglę du na wielką   zł oż oność ukształ towania powierzchni,  na  których  na-
leży zadawać  problemy  brzegowe.  W  ś wietle współczesnych  problemów  elektromechaniki
i  równocześ nie  współczesnych  moż liwoś ci,  jakie  daje  technika  obliczeniowa,  zaznacza  się
wzrastają ca  rola  modelu  polowego.  Jak  dotychczas  wzrastają ce  zainteresowanie  uż ytko-
waniem  polowego  modelu  dla  rozwią zywania  technicznych problemów  elektromechaniki
dotycrry  obliczania  rozkł adu  stacjonarnych  lub  quasistacjonarnych  pól  magnetycznych
przetwornika  jako  całoś ci.  Trudnoś ci  wynikają ce  z niekorzystnych  (dla  metod  analitycz-
nych) kształ tów  brzegów  poszczególnych  podobszarów,  z jakich  skł ada się  pole  przetwor-
nika, znajdują   tu  szansę   przezwycię ż enia  w  systemach  obliczeń  cyfrowych  zwłaszcza  przy
stosowaniu  metod elementów skoń czonych. Te obliczenia —jakkolwiek  angaż ują ce  bardzo
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duże  maszyny  cyfrowe  i  kosztowne  —  okazują   się   opł acalnymi  dla  problemów  projekto-
wania  bardzo  duż ych  turbogeneratorów.

N aturalną   konsekwencją   zaangaż owania  polowego  modelu  w  elektromechanice  jest
stosowanie  tensorów  w  opisie  obiektów  elektromechaniki.  I   tu  znów  należy  podkreś lić
podstawową   rolę , jaką   dla  metod  elektromechaniki  odgrywa  mechanika  oś rodków  cią g-
ł ych.  W  technicznych  problemach  elektromechaniki  model  polowy  jest  formułowany
w  trójwymiarowej  przestrzeni  euklidesowej  zazwyczaj  we  współ rzę dnych  krzywoliniowych
ortogonalnych, przy  rozpatrywaniu  dwóch  wektorów  pola  (AT oraz  B).  Elektryczne  i mag-
netyczne  własnoś ci  materii  w  modelu  polowym  przyjmują cym  jako  założ enie  cią głość
materii  okreś la  pole  tensorów  drugiego  rzę du  fi,  s  oraz  y  przy  pomocy których  okreś lone
są   wektory  B,  D  oraz j  jako  funkcje  wektorów  H  oraz  K:

Bx  =   [4H*   Dx  =   elK>  j A =   ylK"

(W  teoretycznej  elektrodynamice  rozpatruje  się   jednolite  pole  elektromagnetyczne
próż ni  w  czterowymiarowej  pseudoeuklidesowej  przestrzeni  Minkowskiego  jako  anty-
symetryczny  czterotenś or  pola  —  o  6  współ rzę dnych:  Kx,  Ky,  K„   Bx,  By,  Bz).

7.  Uwagi koń cowe

Rozwój  elektromechaniki  jako  dyscypliny,  której  metodyka  prac  badawczych  jak
również  techniczna problematyka  tak silnie  są   powią zane  z mechaniką   teoretyczną   i stoso-
waną,  pozwala  na  podkreś lenie  pewnych  wniosków  ogólnego  charakteru.

a)  Metodyka  rozwijana  w  pracach  badawczych  mechaniki  i  elektryki  (a  zwłaszcza
elektromechaniki) wykazuje  wspólne cechy —  dotyczy  to  zwłaszcza  pozycji  wyjś cio-
wych.  Wzajemne  jej  oddział ywanie jest dla obydwu  dyscyplin  poż yteczne.

b)  Projektowanie  i  technologia  produkcji  urzą dzeń  (obejmowane  tradycyjną   nazwą
przemysłu  elektromaszynowego)  to  główna  domena  elektromechaniki,  nie  dają cej
się   dzielić  na  dwa  odrę bne  skł adniki: elektryczny  i mechaniczny. Dotyczy  ta  uwaga
również  problemów  projektowania  i  eksploatacji  elektromechanicznych  systemów
napę dowych.

c)  W  ś wietle powyż szych  uwag uzasadnionym jest dą ż enie  do bardziej  zdecydowanego
logicznie  skonstruowanego  systemu  nauczania  akademickiego  elektromechaniki
na  szerokiej  bazie  teoretycznej  mechaniki  analitycznej  oraz  teorii  pól  (w  tym  pola
elektromagnetycznego)  w  materii  makroskopowo  traktowanej  jako  oś rodek  cią gły.
Analogie  elektromechaniczne  stają   się   tutaj  bardzo  uż ytecznym  i  skutecznym  ś rod-
kiem  metodycznym.

d)  Dalszy  rozwój  elektromechaniki  bę dzie  również  uwarunkowany  rozwojem  metod
teoretycznej mechaniki jako jej podstawowej  dyscypliny.
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METOflBI   HCCJIEJtOBAHHfl H  TEXH H ^ECKHE  nPOBJIEMBI
.  .  3JIEKTP0MEXAH H KH

3neKTpoM exaH H Ka  —  B  craflHM   ijpopMyiiHpoBaHMHj  pą 3BHTHH  H  Syflymeił   n e p c n e K T H B b i —C H J I L HO

CBH3aHa  c  MexanHKOH.  I^ejiaH  MeTOflHKa  OTOII   flHcqamiMHti  onupaeTCJi  Ha  flocraweHUHx  TeopeTH qecKoii

MeXaHHKK,  KOTOpaH TOJIHeTCH OCHOBOH fflJIH  BCeX  raaBHLIX  RMCIflllUlH H  MexaHHKH.

S u m m a ry

METHODS  OF  INVESTIGATION AN D  TECHNICAL OF  ELECTROMECHANICS

Electromechanics — at  the stage  of  creation, development  and  future  trends — exhibits  remarkable
ties with mechanics. The methods used  in this discipline are based  on the achievments of  the theoretical
mechanics which, by  the way,  are also  fundamental  for  all  applied disciplines  of  technology. The paper
illustrates  this  thesis  and  formulates  certain implicatoń s.
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