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1. Wstęp

Analiza  drgań linii wałów wymaga z reguły uwzglę dnienia  podatnoś ci filmu  olejowego
w łoż yskach i konstrukcji podpierają cej  linię  wałów. Literatura dotyczą ca tego zagadnienia
nie  obejmuje  przypadku,  gdy  linia  wałów  zawiera  odcinki  o  zróż nicowanych  głównych
centralnych momentach bezwładnoś ci przekroju  poprzecznego. Przypadek  taki  wystę puje
np. w  liniach wałów zawierają cych  wały korbowe,  których analizę  drgań prowadzi  się   po
zastą pieniu wału korbowego  modelem złoż onym z mas  dyskretnych  i prostych  odcinków
wału. Założ enie o jednakowej  sztywnoś ci  gię tnej w płaszczyź nie wykorbienia  i w płaszczyź-
nie  prostopadłej  do  płaszczyzny  wykorbienia  ograniczało  dotychczas  przydatnoś ć  tego
modelu do obliczeń drgań  gię tnych. Przedstawiony  w niniejszej  pracy matematyczny opis
drgań  linii  wałów  nie  wymaga  spełnienia takiego założ enia.

3  __ _  N- 2  '   N-1 _  N

'n- 1

Rys.  1.  Schemat analizowanego  ukł adu, a — ź ródło  napę du; b—sprzę gło  elastyczne;  c —  sprzę gło koł -
nierzowe;  d—łoż ysko  ś lizgowe;/ —siła  wymuszają ca;  n —  liczba  łoż ysk; N—liczba  odcinków  oblicze-

niowych  lini i  wałów;  a>  =  const — prę dkość  ką towa  wirowania  linii  wałów

Zapewnienie należ ytej dokładnoś ci informacji  o podatnoś ci filmu  olejowego i konstruk-
cji  podpierają cych  linie wałów  nie jest  w praktyce  zagadnieniem  zamknię tym. Charakte-
rystyki  filmu  olejowego  są   nieliniowe,  Utrudnia to  dokładne obliczenie podatnoś ci  filmu
dla  warunków  eksploatacyjnych,  gdyż  zależy  ona  m.in.  od  nieznanych  a  priori  reakcji
w łoż yskach. Wyznaczanie  dynamicznej podatnoś ci konstrukcji  podpierają cej  przy pomocy
wzbudników  drgań  zwią zane jest  z mankamentami  [1], a dla niektórych  konstrukcji  jest
trudne bą dź niemoż liwe do zrealizowania.  Dotyczy to zwłaszcza przypadków,  gdy  łoż yska
są  wbudowane, jak  to ma miejsce  np. z łoż yskiem stewowym wału ś rubowego,  wbudowa-
nym w sekcję  rufową   statku. W niniejszej  pracy zaproponowano poś rednią  metodę  wyzna-
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czania  dynamicznej  podatnoś ci  konstrukcji  podpierają cych  linie  wałów  (ł ą cznie  z  filmem
olejowym)  na  przykł adzie  ukł adu przedstawionego  schematycznie  na  rys.  1,  której  stoso-
wanie  może  być  w  pewnych  przypadkach  bardziej  celowe.

Oznaczenia  macierzy  stosowane  w  tekś cie

a  =
a2

an

. ,a„_J   =

a2

—- macierz  kolumnowa,

a2

A  =

0

•  macierz  diagonalna,

—  macierz  blokowo

diagonalna  (kwadratowa),

Ai  =  (Arko  =   [am] —  macierz  dotyczą ca  ?- tego  odcinka  lini i  wałów,
A  •»  [«fc!]mxn  —  macierz  o  wymiarach  rax«,
.4  =   [ak[] tt —•  macierz  kwadratowa  stopnia  n,
AT  —•   transponowana  macierz  A.

2.  Opis  drgań  lini i  wałów  przy  wymuszeniach  okresowych

Analizowany  ukł ad  traktowany  jest  jako  liniowy.  Zakł ada  się ,  że  koło  zamachowe,
sprzę gła  koł nierzowe itp. elementy  stanowią   masy  dyskretne.  Przyję to,  że gł ówna centralna
oś bezwł adnoś ci  każ dego  odcinka  lini i wałów pokrywa  się  z osią   obrotu. Zakł ada  się   takż e,
że  wektory  reakcji  dział ają cych  na  wał   w  ł oż yskach  przechodzą   przez  ś rodki  cię ż koś ci
przekrojów  poprzecznych  wału w  poł owie długoś ci ł oż ysk  (przy  czym  długość ł oż yska  nie
musi być  mała w porównaniu z długoś cią   danego odcinka wał u, gdy podatnoś ci dynamiczne
wyznacza  się   jak  w  p.  3).

Lini ę   wał ów  podzielono  na  szereg  odcinków  obliczeniowych.  Podział u,  dokonano
w  przekrojach,  gdzie  wystę pują   siły  skupione  (reakcje  ł oż ysk  bą dź  siły  wymuszają ce),
w  przekrojach  przechodzą cych  przez  ś rodki  cię ż koś ci  mas  dyskretnych  oraz  w  miejscach
ł ą czenia  odcinków  o  róż nych  stał ych  materiał owych  bą dź  odcinków  róż nią cych  się   kie-
runkami  gł ównych  centralnych  osi  bezwł adnoś ci  przekroju  poprzecznego.  Przyję to  kon-
wencję   znaków  jak  na  rys.  2.  Osie  xtl,  xt2,  X[3  stanowią   lokalny  ukł ad  współ rzę dnych
i- tego  odcinka,  wirują cy  wraz  z  odcinkiem.  Osie  xn,  xi3  są   równoległe  do  odpowiednich
gł ównych  centralnych  osi  bezwł adnoś ci  przekroju  poprzecznego  / - tego  odcinka.  Oś  Xa
pokrywa  się   z  osią   obrotu  lini i  wał ów  i  z  gł ównymi  centralnymi  osiami  bezwładnoś ci
odcinków.  Zakł ada  się ,  że  wektory  uogólnionych  sił  zewnę trznych,  główne  centralne  osie
bezwł adnoś ci  mas  dyskretnych  i  gł ówne  osie  sprzę gła  elastycznego  pokrywają   się   z odpo-
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wiednimi  osiami  lokalnych  ukł adów  współ rzę dnych.  Wpływ  obcią ż eń  rozł oż onych  nie
jest  w  niniejszej  pracy  rozpatrywany.

Wielkoś ci odnoszą ce się  do poszczególnych  przekrojów  odcinków  oznaczono  nastę pują-
co:

xtl  -   0  xn  =  x  xnJZh  (/  =  1 , 2,  . . . , J V;  a  =  1 , 2,  . . . , 6)

Uio = {Uioa}  uix  =   { }  {}

Pio  =

uu  — {K««}  —  macierze  kolumnowe  uogólnionych
przemieszczeń,

Pio  =  {Pixa}  Pa  — {/?««}  — macierze  kolumnowe  uogólnionych  sił
wewnę trznych,

xtl  =   U
fi  — {//a}  —  macierz  kolumnowa  uogólnionych  sił   zewnę trznych,
Mi- —  r~tnix_J  —  diagonalna  macierz  bezwł adnoś ci  masy  dyskretnej,
Cf  =  |  cf«  I —  diagonalna  macierz  sztywnoś ci  sprzę gła  elastycznego.

Pite/

\   PiiPiH

Pil2

u, 01

1  ' Pi+1,02

111,06

Pil3

Rys.  2. Schemat  obliczeniowy  dla dwóch  odcinków wału o odpowiednio równoległych  osiach  lokalnych
układów  współ rzę dnych./(a — uogólniona  siła zewnę trzna, działają ca  na i- ty odcinek  obliczeniowy  wału
w koń cowym jego przekroju w kierunku a; /< — długość / - tego  odcinka;/ >«a — uogólniona sił a wewnę trzna
w koń cowym przekroju / - tego odcinka w kierunku a  ;pi+ 1  ,oa — uogólniona siła wewnę trzna w  począ tkowym
przekroju  (j+ l)- go  odcinka w kierunku  a;  utm- —- uogólnione  przemieszczenie  w  przekroju. x  / - tego od-

cinka  w kierunku  a

Ograniczając  się   do  technicznej  teorii  drgań  belek  [2], równania  drgań  r- tego  odcinka
wału  napiszemy  w  postaci:

30(2.1) =   0,  a  =  1  4,  (• ) =
bt  '

gdzie  Qia  jest  liniowym  operatorem  róż niczkowym'  ze  wzglę du  na  zmienną   przestrzenną
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IE]  8-  [Eh\ 3*
il~~  U  It ~dxY'  ~  \~Afli'8xT'

Qi

(2.2)

Ei — moduł  Younga  (dla - tego odcinka), Qi — gę stoś ć, At — pole przekroju  poprzecznego,
(/ 2),- ,  (I 3)i — gł ówne  centralne  momenty  bezwł adnoś ci  przekroju  poprzecznego,  Q —
sztywność  skrę tna  jednostki  dł ugoś ci  wał u,  (Qi — moment  bezwł adnoś ci  jednostki  dł u-
goś ci  wału  wzglę dem  osi obrotu.

Warunki  brzegowe  dla  lini i  wał ów  przedstawionej  na rys. 1 mają  postać:

(2.3)  fiioa  -   ±>«oaWioa,  a =  1  , ..., 6,

(2.4)  PNia  ~  - W^JVa^Ar/a ~\ -  C) âU^i^.

Przy  podwójnych  znakach  „ + "  i  ,, —"  dolny  znak  dotyczy  a. — 5,6.  W  przekrojach,
w których  dział ają  skupione  siły  zewnę trzne  i w przekrojach  przechodzą cych  przez  ś rodki
cię ż koś ci  mas dyskretnych,  speł nione są  warunki:

{ ll\ lm  —  "< + i  ,0a- ,

n  - n  +f
Pita —  Pi+l.azJZJia,

(2.6)  |
\Pila =

Warunki  (2.5) i  (2.6) dotyczą,  przypadków,  w których  osie  lokalnych  ukł adów  współ-
rzę dnych  / - tego  oraz  (( + l)- go  odcinka  wału są do siebie  odpowiednio  równoległe — tzn.
gdy  odcinki  te wykazują  koł ową  symetrię  sztywnoś ci  gię tnej  lub ich gł ówne centralne osie
bezwł adnoś ci  przekrojix  poprzecznego  są do siebie  odpowiednio  równoległ e. W przeciw-
nym  przypadku  należy  zestawić  analogiczne  warunki  po odniesieniu wielkoś ci  dotyczą cych
?"- tego  odcinka  do  lokalnego  ukł adu  współ rzę dnych  (/ + l)- go  odcinka.  D la uproszczenia
pominię to w (2.6)  wpł yw  siły  cię ż koś ci  / - tej  masy  dyskretnej;  może on być  uwzglę dniony
jak  / fa w  (2.5).  „

Znane  zewnę trzne  siły  wymuszają ce  oznaczymy  w odróż nieniu  od reakcji  ł oż ysk do-
datkowo  indeksem  górnym  „w"  i  zapiszemy  je w postaci:

(2.7)  /j£ =  £C/ Slwcosva>r+ ./ Sawsin«»0,  v =  0,1, 2, ...; « = 1, .... 6,

gdzie  a>  — const — podstawowa  czę stość  wymuszeń.
Przyjmiemy,  że czę stość  w jest  równa  prę dkoś ci  ką towej  wirowania  linii wał ów  (co z reguły
zachodzi  w  praktyce  dla  iikł adów  bezprzekł adniowych).
Analogicznie  przedstawimy  nieznane  wielkoś ci:

(2.8)  fia  = Jj (fti
V

(2.9)  uixa  =  V (u
v

(2.10),  pixa  m V  (pf$cosvwt+p?$sinvmt).
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Podstawiając  (2.9)  do  równań  (2.1)  i  uwzglę dniają c,  że

llixs  —  —1/ ^3  ,  Wix6  = =  Mix2>  (  )  = =   ~o~—>

otrzymuje  się znane rozwią zania  [2], które  wraz  z rozwią zaniami  dla v  — 0 zapisać  moż na
w  postaci  macierzowej:

(2.11)  Uix =  ]?  CQ(allv)cosvcot  + afMsmva>t),  v  =  0,  1,2,  . . .,

gdzie:  '

—  macierze  kolumnowe  współ czynników  rozwią zań  dla  v- tych  harmonicznych,

x  1  0  0  0  0  0

0  0  x3  x2  x  1  0

0  0  0  0  0  0  x3

0  0  0  0  0  0  0

0  0  0  0  0

0  0  0  0  0

x2  x  1  0.0

0  0 0 x 1

0  0  0  0  0  0  - 3 x2  - 2x  - 1  0  0  0

0  0  3x2  2x  1  0  0  0  0  0  0  0 (0

0
o
o
o
o

(Cg* ) 2 =

o
o

0

inź

0

0

0

0

0

o

o
o

0

0

.0

o

o

0

0

O

sin A£°x

0

O

O

0

0

o

o

o
o
o

(

2

v)x

O

0

0

0

=  O«>)  - Ff-I  •

(AD;  -

o
o
o

CO

0

0

0

cos Klpx  sin Af  x

O  0

0

W  dalszej  czę ś ci  pracy  pominię to  indeksy  (v)  w  wyraż eniach  A£'°, Â 1'3, A§°,  Af5.
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Sił y  wewnę trzne  zwią zane  są   z  przemieszczeniami  uixa  relacjami:

(2.12)  Pi**  Z C (nT  PtX2  ~=*E- (12)'u'''X2  P ' X 3 =   ~Ei'(I  ]'u'- 'X3'

W  wyniku  uwzglę dnienia  postaci  rozwią zań  (2.11)  i  relacji  (2.12)  otrzymuje  się :

(2.13)

gdzie:'

pix  =

AV  -

(45) i =

EA

0

0

0

0

0

0

0,  -

0

0

0

0  -

—EAXfSinXrx  EAXrcosXrx

0

0

0

0

0

0

0

- EI3XlsmX3x

0

—EI 3Xlcosl3x

0

0

0

0

0

0

EI3X

- EI3

0

0

0

A|sia

0

0

- 6E

0

0

0

- 6E

EI2

3x

T2

T2x

0

0

0

0

—Ei

EI3

0

0

0

0

0

- 2EI

,sX2x

0

0
r

3X
3

3sh

0

0

0

0

0

0

2  0

El

El

l3x

X3ć h  X3x

0

0  0

0  0

0  - 6EI3

0  0

0  6EI3x

0  0

0

2X
3

2zosX2x  •

0

0

0

0

0

0

0

2EI3

0

- El2

0

0

0

0

0

0

0

Afs
0

0

0

0
0

0

0

0

0

hX,

0  0

0  0

0  0

Ch  0
0  0

0  0

x  - El

2X\ś mX2x  —EI2X\c\ iX2x  —El

0

0

- EI3XlchX

0

El3X
2

3ś hX3
0

3x

X

CI

0

0

0

0

0

5

(0

0

2X\z\ \X2x

0

0

0

2 X\ś a.X2x

0

0

0

inAsx  CIsXscosXsx

0

0
( 0

W  celu uł atwienia dalszych  obliczeń  przekształ cimy wyraż enia  (2.7),  (2.8),  (2.11)  i  (2.13)
do  postaci :

(2.14) ffi = ,   A* =  - .   - *.  - ,   -

(2.15) / ta  =
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y/ JfSWi  /- w(O) _  p l ( O)  /- woo  _  1 f/ "wl(i) )  ;/ '»2
Jia  )• >  Jia  ~~ Jia  >  Jia  — y l / l j  JJia

(2.16)  Uix = ^  W

(2.17)

gdzie:

Jia  —  ~2

I
Jia  —  ^"(/ ia  + / / ia  )j  / (a  =  ./(a  i  Jia  = ^{jia."  ~jfia  )j

7 — jedność urojona.
Po  podstawieniu  wyraż eń  (2.15)—(2.17)  do  warunków  (2.5)  otrzymuje  się :

(2.18)

gdzie:

fł»  = {f}P},   « = !, . . ., 6,

ffl = -

- ,'  M& =

"21 56
>*0

P * 0

W. =

Pozostałe  elementy macierzy F^ są   zerowe.
Macierze B\**  mogą  być traktowane jako macierze przejś cia, wią ż ą ce współczynniki /^- tych
harmonicznych  rozwią zań  dla dwóch są siednich  odcinków wału. Mają   one blokowo  dia-
gonalną   postać:

(2.19)  BP =

(EA)iĄ

h
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(2.19)

[cd]

(El), O  0  0

^ - 0  0

3/?

If
2/,  1  0

If  h  1.

0

h  I .

cosAr/   sinAr/

e^cosA/   e^shA/

4"'chA/
(

cosAj/

1
2 M + l

przy  czym  dla  £$  należy  podstawić  I   = I 2,  X — X2  oraz  dla  B<$:I   =   / 3,  A =  A3.
Wykorzystując  wzór  (2.18)  dla  przypadku,  gdy  ( s- 1)  dalszych  odcinków  oblicze'nio-

wych  obcią ż onych jest  w  swych koń cowych  przekrojach  sił ami skupionymi,  otrzymuje  się:

\ i../ Xi)  fl)+ s  = =  - Bj + s—l  " i + i  — 2  • ••   - "i

W  obliczeniach drgań  lini i wał ów przypadki  takie mogą  mieć miejsce  wówczas,  gdy  wpł yw
niektórych  mas  dyskretnych  (np.  sprzę gieł   koł nierzowych) jest  zaniedbywalny,  natomiast
reakcje  ł oż ysk  nie  mogą  być  pominię te.  Liczba  macierzy  B(v\   mnoż onych  przez  siebie
wedł ug zależ noś ci  (2.20), może być  wówczas  znaczna. Macierze B(v)  mają  jednakże  tę do-
godną  wł asnoś ć1', że  dla  odcinków  wału  o jednakowych  stał ych materiał owych zależ ność

11  Przyję cie  liniowego  modelu  tł umienia  wewnę trznego  w  linii  wał ów  oraz uwzglę dnienie  wpł ywu na
drgania  gię tne  stał ych  sił  poosiowych,  odkształ ceń  postaciowych  od sił  poprzecznych  i  momentów sił
bezwł adnoś ci  obrotu  nie eliminuje  tej  wł asnoś ci.
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(2.20)  redukuje  się  do  postaci:

(2.21)  a<f2s  =  %%- ija^+B?Js-1j+ 1FPfr+Bfts__uii.2Frm\+  -   +  Wffi- i-
Macierze  Bj$,- i,(+t  powstają  z  macierzy  £<v) przez  podstawienie

(«W),  =  (e?>)«  -   («§>)»  -   (e^)t  -   U  (e(

2">),  = m  = 0

i  zastą pienie  k  przez

Ż  '»•
Należy zaznaczyć, że wł asnoś ci  tej nie posiadają  spotykane w literaturze macierze  przejś cia
dla  wektorów  stanu  utworzonych  z  elementów  o  tym  samym  wymiarze  [2].

Przy  wystę powaniu  masy  dyskretnej  równania  okreś lają ce  macierze  kolumnowe
współ czynników  af  ̂ mają  na podstawie  warunków  (2.6) i wyraż eń  (2.16),  (2.17)  postać:

(2.22)  fltffr   =  B%W\

gdzie:

Macierze  B\0),  B'f* są  identyczne  jak  w  (2.19),  natomiast

(2.23)  B l n M l J

2  f 2  mc

6

l0chA2Z
mlpcosl2l  - m^si

** -   L«

JO)

o  o

Macierze  JŜ  otrzymuje  się z macierzy  JJ$ zastą pieniem  mSw) przez  m(p,  mty  przez mg1

oraz  A2  przez  A3.  Oznaczono t u:

3  " ' i 2  ~  / i- .,-   - |3-\   >
(£ / 2;

.  mi5(va>)2

  ( ł , _  mi6(vco)
~  '" I

Ukazana powyż ej wł asność iloczynów  macierzy B[v)  nie dotyczy  iloczynów  typu  B^- Bt- p,

BP- Bf\ Bp- Blv\
Relację  pomię dzy  macierzami kolumnowymi  a^  ̂ oraz fl<

("
) dwóch poł ą czonych ze sobą

odcinków  wał ów o róż nych  stał ych materiał owych opisują  macierze przejś cia  B$v)  (2.19) :

(2.24)  atffr  =  tfpdfi,

8  Mech.  Teoret.  i  Stos. 4/78
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Wyprowadzone  powyż ej zależ noś ci  odnoszą   się  do ruchomych ukł adów współ rzę dnych.
W  celu  uwzglę dnienia  oddział ywania konstrukcji  podpierają cej  lini ę  wałów przyję to  nieru-
chomy  ortogonalny  ukł ad  współ rzę dnych Xx,  X2,  X3  (rys.  1), którego  oś Xx  pokrywa  się
z osią   obrotu lini i wał ów. Osie X2,  X3  są  w  chwili  t0  =   Iknjai,  k  =  0, 1, 2,  ... odpowiednio
równoległe  do  osi  xi2,xi3  lokalnych  ukł adów  współ rzę dnych  tych  odcinków  obliczenio-
wych,  dla  których  (I 2)t  =  (/ 3)j.  Osie  xtl,  xi3  lokalnych  ukł adów współ rzę dnych  tych  od-
cinków,  dla  których  (72)j  #  (,h)i,  mogą   w  ogólnym  przypadku  nie być  w  chwili  t0  odpo-
wiednio  równoległe do  osi  X2,  X3.  N iech zatem  <5; oznacza  ką t  obrotu  lokalnego układu
współ rzę dnych  / - tego odcinka  obliczeniowego  w  stosunku do ukł adu Xt,  X2,X3,  mierzony
w  kierunku  wirowania  wałów  w  chwili  t0.

D la  uproszczenia  opisu  wprowadzono  cią g  indeksów  1,  2,  ...,  n  (n —  liczba  łoż ysk),
odpowiadają cych  kolejnym  podporom  ł oż yskowym.  Amplitudy  ^- tych  harmonicznych
uogólnionych  reakcji  ł oż ysk  i przemieszczeń  wału w  miejscach  podpór  ł oż yskowych  w lo-
kalnych  ukł adach  współ rzę dnych  oznaczono

Analogiczne  wielkoś ci  w  ukł adzie  Xt,  X2,  X3  oznaczono

Zatem  w  dowolnej  chwili  t  zachodzą   relacje:

(2.25)  ut  =  n,M„   ft  =  I V
gdzie:

= ^  <>

= rn;,n;j,  n;  -

Macierze  I I j  moż na  przedstawić  w  postaci:

(2.26)

= h ...,«,

;,  ń jj.

n; =
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W  celu  wyprowadzenia  zależ noś ci  obejmują cej  n  łoż ysk  tworzymy  macierze:

(2.27)  n  = ń exp("jco/) + ft +  ń exp(jft>0 ,

Dynamiczne własnoś ci konstrukcji  podpierają cej  linię   wałów moż na okreś lić  przy po-
mocy  macierzy  podatnoś ci  dynamicznej  tej  konstrukcji:

^ f  =  K % ] 6 ,  O./ 8- 1.....6J  0 « . . „ - v,  ....  - 1, 0, 1. . . !». . .,

gdzie 4(j2/j Je st  wartoś cią   ilorazu  amplitudy / i- tej  harmonicznej przemieszczenia  w miejscu
r- tej podpory łoż yskowej w kierunku a i amplitudy /*- tej harmonicznej wywołują cej  to prze-
mieszczenie  siły, przyłoż onej  w miejscu  j- tej  podpory  łoż yskowej  w  kierunku  /?:

(2.28)  ^ "

Jak  łatwo  stwierdzić,  zachodzi  przy  tym2>

(2.29)  d[rf  -   «fl&

gdzie rf/ jijj  może  być  okreś lone  w  znany  sposób  [2]:

(2.30)  djfo  = 5j0axp[y(*»f+  «$,)] [§r>exp Qvcot)]~\

u\3,f$  — rzeczywiste  amplitudy  przemieszczenia  i  siły  (w  układzie X1,  X2,
ei5«j3 — ką t  przesunię cia  fazowego,  wywołanego  tłumieniem  w  konstrukcji.
Tworzymy  macierze  kolumnowe:

Ogólna  zależ ność  pomię dzy  macierzami  kolumnowymi  fw  i  u  ̂ ma postać:

(2.31)  w(")  = Z>(«/<">.

Zależ ność ta  nie  obejmuje  wpływu  podatnoś ci filmu  olejowego  w łoż yskach. W  celu
uwzglę dnienia  podatnoś ci filmu  rozpatrzymy wał  na dwóch podporach, którego  schemat
obliczeniowy przedstawiono na rys. 3. Film olejowy traktowany jest jako nieważ ki, dlatego
siła  oddziaływania wału na film  w danym łoż ysku jest  równa sile działają cej  na podporę
tego  łoż yska.
Zachodzi  zatem  oczywista  zależ noś ć:

przy  czym  amplituda  ugię cia  filmu  pod  wpływem  siły f2  —fil')exp(Jfj.cot) wynosi

2)  Zastosowane  w  niniejszej  pracy  przedstawienie  wielkoś ci  harmonicznych  przy  pomocy  dwóch
wirują cych  w przeciwnych kierunkach wektorów  na płaszczyź nie zmiennej zespolonej  i rozszerzenie  poję cia
macierzy  podatnoś ci  dynamicznej  na  ujemne  wartoś ci  fi  jest  zwią zane  z  postacią   macierzy  JJ  (2.27).
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gdzie  b2,  c2 — współczynniki  zlinearyzowanych  charakterystyk  tłumienia  lepkoś ciowego
i  sztywnoś ci  filmu  olejowego  w  łoż ysku 2. Moż na wię c  napisać:

figo  =

i  analogicznie  dla podpory

gdzie df> i 4A ) są  zespolonymi podatnoś ciami dynamicznymi filmu  olejowego  w łoż yskach

1  i 2:

# °  -   {.Ci+jjuabtT1,  i = 1,2.

Rys.  3. Schemat  przemieszczenia  wału z uwzglę dnieniem  podatnoś ci  filmu  olejowego  i konstrukcji  pod-
pierają cej.  bu  bz,  e,, c2 — współczynniki  tł umienia  lepkoś ciowego  i  sztywnoś ci  filmu  olejowego w_ło-
ż yskach  1 i 2; di; — współczynniki  podatnoś ci  dynamicznej  konstrukcji  podpierają cej  ( / , / =   l , 2 ) ; / 2 —
sił a  dynamicznego  oddziaływania  waiu na film  olejowy w łoż ysku 2; h,  / 2 — wysokoś ci filmu  olejowego
w  ł oż yskach 1 i 1, u2 — przemieszczenie  wału w miejscu  podpory 2; %f  — ugię cie filmu  olejowego w ło-

ż ysku  2 pod wpływem  siły  f2

Uogólniając  powyż sze  rozważ ania  moż na  zamiast  (2.31)  napisać:

(2.32)  uw  =- D(l'Y°l\

gdzie Dm  róż ni się  od macierzy Dw  tym, że jej  elementy na głównej  przeką tnej są  równe3):

(2.33)  d\$a =  df&a +  ( c ; a  +j/ ua)bia)~
l.

Poczynając  od zależ noś ci  (2.28)  siły w łoż yskach  traktowano jako  siły  działają ce na
podpory  łoż yskowe  i  film  olejowy, a uprzednio — jako  reakcje  oddziaływują ce  na  wał.
Do  dalszych  rozważ ań  stosować  bę dziemy  zatem  zamiast  (2.32)  zależ noś ć:

(2.34)  uw  =  - Dwfw,

gdzie/ ''"  jest  macierzą   kolumnową   amplitud  / t- tych harmonicznych reakcji  działają cych
na  wał  w  łoż yskach, w  układzie  X1,X2,X3.

3 )  Lub dftla  -   d^+(.c^+jlia>b^)~ l,  gdy  współczynniki  sztywnoś ci  i  tłumienia  filmu zależą

w istotny sposób  od czę stoś ci wymuszeń.
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Z  zależ noś ci  (2.25)—(2.27)  i  (2.34)  wynikają  równania:

529

(2.35)

Rozpatrzymy  ogólny  przypadek,  gdy  analiza  drgań  winna  objąć  harmoniczne
Mego  wł ą cznie. Odrzucając  z  równań  (2.35)  harmoniczne  rzę du  wyż szego  od  r
macierze  kolumnowe

otrzymuje  się:
(2.36)  C/(r)H ('»  =   Rm£ir\

gdzie:

~ ft n
n  n  n

rzę du  do
i  tworząc

n n
i i

n
n
u

ń
ft u

u n
n

i i

ii

D< - lł n
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(2.38)

Pozostałe  bloki  macierzy  U(n  i  i?( r>  są   zerowe.  Z  równania  (2.36)  otrzymuje  się 4):

(2.37)  uin  =  (Z T^JR W/ w.

Zależ noś ci  (2.35)—(2.37)  ukazują   sprzę ż enie  kolejnych  harmonicznych sił  i przemieszczeń,
co  uniemoż liwia  wyznaczenie  sumarycznego  rozwią zania  jako  superpozycji  rozwią zań
dla każ dego  rzę du harmonicznej drgań. Moż liwość taka istnieje  w przypadku, gdy wszystkie
odcinki  lini i  wał ów  wykazują   koł ową  symetrię   sztywnoś ci  gię tnej  (72  =   / 3) . Analizę   drgań
moż na  wówczas  prowadzić w nieruchomym ukł adzie współ rzę dnych, wykorzystując  zamiast
(2.37)  zależ ność  (2.34). Poniż ej przedstawiono  schematycznie  sposób  wyznaczenia  rozwią -
zań  z  wykorzystaniem  zależ noś ci  (2.37).

Warunki  brzegowe  (2.3)  i  (2.4)  moż na  dla  konkretnej  lini i  wałów  przedstawić  w  postaci:

A^af>  = 0,
I

JSJ- BSPCfw)*   - 0 .,
k=l

gdzie  macierz  Air)  wyznacza  się   z  warunków  (2.3)  przez  wykorzystanie  zależ noś ci  (2.16)
i  (2.17)  (dla x  =  0), macierze Bw,  Bjv)  i B  ̂ powstają   w wyniku  wymnoż enia  odpowiednich
macierzy  przejś cia  dla  całej  linii  wałów,  /  jest  liczbą   punktów  przył oż enia  zewnę trznych
sił   wymuszają cych,  przy  czym
(fwwh  -   {(.f«wh},  «  -   1. • • •»  6- macierz  kolumnowa  amplitud  f  :'

^- tych harmonicznych sił  wymuszają cych  w /c- tym punkcie Unii wałów.
Tworzą c  macierze  kolumnowe

ą V  =  {a[- '\ .... 4-W  a[°\   <$>.  ..., «?>}>

7WW  =   {(fww)x,  ( / w W ) a ,  .»,  CT°?ł)j},

moż na  na  podstawie  (2.38)  napisać:

(2.39)  ^Wfljp  =  0,

(2.40)  5c r

gdzie:

rw(- l)  ?w(0)  iv(

=  0 ,

A™

B(.n

4 )  Wykorzystując ortogonalnoś ć macierzy iTmoż na (Wr>)- * otrzymać z macierzy  J7<r) przez  zastą pienie
U,  II   macierzami  transponowanymi JU,  ffl.
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jjco

...  _B«]
6 X 6 „ ,

Pozostałe  bloki  macierzy  Av),  B°">,   J?(r>  i  Blr)  są   zerowe.

Z  kolfei  należy  wyrazić  um  w  funkcji  n iewiadomych/( r )  i  alp.  G dy  i- ty  odcinek  obli-

czeniowy  podparty jest  na swym koń cu j- tym  ł oż yskiem,  to macierz  kolumnowa  amplitud

«- tych  harmonicznych  przemieszczeń  w  tym  przekroju  wału  jest  równa:

(2.41) u\?  =

W  wyniku  wyznaczenia  aj**'  w  funkcji  a(/ °  i  wprowadzenia  cią gu  indeksów  1, 2,  ..., n  dla
kolejnych  ł oż ysk,  zależ ność  (2.41)  przyjmie  postać:

Ii.

(2.42)

gdzie  Ij jest liczbą   punktów przył oż enia wymuszeń  zewnę trznych na odcinkach podpartych

ł oż yskami  1,2,  ...,j.  Kojarząc  zależ noś ci  (2.42)  dla  /  =  1,2,  ...,n  otrzymuje  się :

gdzie macierz C ( y ) ma  wymiar  6n x  61  i jej  postać zależy  od  rozmieszczenia  punktów  przy-
ł oż enia  wymuszeń  zewnę trznych,  natomiast

Cf
o

fcfi

6n

Zatem  dla  wszystkich  rozpatrywanych  harmonicznych.

(2.44)  M(P> =  l

gdzie:
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c ( r )

C C 1>

C  _  6n(2r+ l)x6/ (2r+l

Pozostałe  bloki  macierzy  C(1°  i C(r)  są  zerowe.  Z zależ noś ci  (2.37)  i  (2.44)  otrzymuje  się:

(2.45)  f(r)  =   P(r)(Cmi

gdzie:

Z  zależ noś ci  (2.39),  (2.40)  i  (2.45)  wyznaczyć  moż na  macierz  a'/ ':

or  o  i

po  czym  korzystając  z  macierzy  przejś cia  i  zależ noś ci  (2.16),  (2.17),  (2.45) —  parametry
drgań  wymuszonych  wszystkich  odcinków  lini i  wał ów.

3.  Wyznaczenie  współ czynników  podatnoś ci dynamicznej

Podobnie  jak  dla  ukł adu  rozpatrywanego  w  [1], poszukiwane  współ czynniki  podat-
noś ci  wyznaczyć  moż na na podstawie  wyników  pomiarów  drgań  lini i wał ów  przy znanych
wymuszeniach.  N a  wstę pie  wyznaczymy  odpowiednie  zależ noś ci  dla* przypadku, gdy  linia
wał ów  zawiera  odcinki  wykazują ce  asymetrię  sztywnoś ci  gię tnej,  a  znane  wymuszenia
dział ają  przy  wirowaniu  wał ów.  W  tym  celu  wykorzystamy  ogólne  wyraż enia,  wynika-
ją ce  z  zależ noś ci  (2.25)*,  (2.27)  i  (2.34):

(3.1)  w(r)  =  (£/(r>)- łM (r>,

(3.2)  / ( r )  = Uir)fm

(3.3)  «w  =

gdzie:

Z  równań  (2.44)  i  (3.1)  otrzymuje  się:

(3.4)  /«•> =  (gc))
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W  wyniku  podstawienia  (3.4)  do  warunku  (2.40)  moż na  wykorzystując  warunek  (2.39)

napisać:

(3.5)  ą V

gdzie:.

Z  zależ noś ci  (3.2),  (3.4)  i  (3.5)  wynika:

(3.6)  f n  =   U < n ( ^ - l { i ( U ^ - i - ^ ^

Jeś li  macierz  kolumnową  amplitud  znanych sił  wymuszają cych  w  / - tym wariancie  pomia-

rowym  oznaczymy  przez  (fwCO)i,   a  macierz odpowiadają cych  im  amplitud przemieszczeń

wału  w  ł oż yskach  przez  (um)i,   to  macierz  zawierają ca  poszukiwane  macierze  podatnoś ci

dynamicznej konstrukcji  podpierają cej  (ł ą cznie z filmem  olejowym)  wyznaczyć  moż na z za-

leż noś ci  :

(3.7)  Dm  m  U^(Fm)- \

gdzie:

Relacje  (2.29) i (2.30) pozwalają  zmniejszyć wymiary  macierzy w zależ noś ci  (3.7) i niezbę dną
liczbę  wariantów  pomiarowych  z  6n(2r+l)  na  6n(r+l)   (tj. na  podstawie  pomiarów  wys-
tarczy  wyznaczyć  macierz  £>Cr)  =   —  pŹ >( 0 ), i> (1>,  ...,  - D(

t2- J6/>(r+i))-
Zakł ada  się przy  tym  liniową  niezależ ność macierzy  kolumnowych  ( / ( r )) j  dla  i  =   1, 2,  . . .,
6n(r+ 1).  W  szczególnoś ci  moż na  to  uzyskać  dysponując  jednym  ź ródł em  sił   wymuszają-
cych, przykł adając  je  kolejno  w  /  =   n  punktach lini i  wał ów5),  w  kierunkach  odpowiada-
ją cych  a  =  1,  ..., 6  i  z  czę stoś ciami  0,  a>,  2a>, ...,ro>.

W  przypadku,  gdy  przy  pomiarach linia  wał ów  n ie  wiruje,  równaniami  wyjś ciowymi
do  podobnego wyprowadzenia  zależ noś ci okreś lają cej  macierz podatnoś ci D ( v ) są  wyraż enia
(2.34),  (2.38)  i  (2.43)  dla  fi  -   v,  w(I°  = ««, '/ *»  = / ( p ) .

Gdy  wszystkie  odcinki  lini i wał ów wykazują  koł ową  symetrię  sztywnoś ci  gię tnej  i  ana-
liza prowadzona jest  przy  wirują cej  lini i  wał ów  w  nieruchomym ukł adzie współ rzę dnych,
wykorzystać moż na zależ noś ci  (2.34),  (2.38) i  (2.43) dla  / i = v z  zamianą  w00  na  um  i /<*°
na  / ( v >  oraz  odniesieniem  znanych  sił   wymuszają cych  do  nieruchomego  ukł adu  współ-
rzę dnych.

5)  Przy  zmianach  punktów  przył oż enia  sił  wymuszają cych  macierze  Ć(r>,  Cm,  C<r>, £ < r \   L ln  i  Af (r)

nie  ulegają  zmianom,  gdy  podział   lini i  wał ów na odcinki  obliczeniowe  (p. 2) uwzglę dnia  wszystkie te
punkty.
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4.  Uwagi  koń cowe

W  celu zachowania  ogólnoś ci  rozważ ań  nie uwzglę dniono  w niniejszej  pracy, że wpływ
podatnoś ci  fundamentów  przy  drganiach skrę tnych  lini i wałów jest pomijalny  i odpowied-
nie  elementy  macierzy  podatnoś ci  dynamicznej  poza  główną   przeką tną   są   równe  zeru,
a  na  gł ównej przeką tnej — zredukowane do członów dotyczą cych  wpływu film u  olejowego
w  ł oż yskach. To samo dotyczy  drgań podł uż nych linii wałów gdy fundament nie  przejmuje
sił   poosiowych,  np.  przy  braku  ł oż yska  oporowego.  Elementy  macierzy  podatnoś ci dy-
namicznej  odnoszą ce się  do drgań  gię tnych  mogą   być wyznaczone na podstawie  4«(r+ l)
wariantów  pomiarowych,  a przy  ograniczeniu się  do drgań  poprzecznych — na  podstawie
2n(r+l)   wariantów  (przy  czym  ź ródł em  stałej  siły  wymuszają cej  w  ruchomym układzie
współ rzę dnych  może  być  osadzona  na  wale  niewyrównoważ ona  masa,  wirują ca  wraz
z  wał em). Pomiary  przy  wirują cym  wale mają   tę  zaletę, że własnoś ci  tworzą cego  się  wów-
czas  w  ł oż yskach  klina  smarnego  są   bardziej  zbliż one  do analogicznych  własnoś ci w wa-
runkach  eksploatacyjnych,  niż charakterystyki  warstwy  oleju  smarnego  w ł oż yskach przy
nieruchomym  wale.

Przedstawiona  powyż ej  metoda  identyfikacji  podatnoś ci  dynamicznej  konstrukcji
podpierają cej  ł ą cznie z filmem  olejowym  wymaga  pomiarów  przemieszczeń  wału w łoż ys-
kach  wzglę dem  nieruchomego  ukł adu  współ rzę dnych.  Jeden  ze sposobów  realizacji  tego
zadania może polegać na równoczesnej rejestracji  wzglę dnych  przemieszczeń wału w łoż ysku
(mierzonych  np.  czujnikiem  bezkontaktowym)  i drgań  obudowy  łoż yska  oraz na  zsumo-
waniu  wyników w/w pomiarów, odnoszą cych się  do  tego  samego  kierunku  wzglę dem  nie-
ruchomego  ukł adu  współ rzę dnych.
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P  e 3 io M e

BBIHy^KflEHHBI E  KOJIEBAHHJI  BAJIOnPOBOflOB  C y^IETOM  ACHMMETPHH
H3rHBHOfł   a<ECTKOCTH H IIOflATJIHBOCTH  (SYHflAMEHTOB.  METOfl

H , E C E H T H *H K AU ;H H flHHAMBraECKOfł  nOflATJIHBOCTH  fYHflAMEHTO B
BAJIOriPOBOflOB

P a6o ia  KacaeTCH Kojie6aHHił  BajionpcmoflOB  npH nepH oflMecraix  B03AiymeHHHX,  c ŷ eTOM noflaTOTf-

BOCTPT  MacjiHHoro  CJICWI B nofliintminKax  H (JjyHHaMeirra.  BbiBe# eiim.ie  3aBHCHMocnł  OTHOCHTCH K Heco-

HpJDKeHHblM  H3rn6HbIM, KpyTHJIbHBIJU Et npOflOJIBHBIM  KOJieSaHHHM, OIIHCaHHblM  JDHHeHHBIMH  flU(J)(J5epeH-

UMajIŁHblM H  ypaBHeHHHMH  B  HaCTHWX  IipOH3BOflHbIX.  EtpH  3TOM He Tpe6yeTCH  CHMMeTpiIJI  K3ril6H0H

>KecrKocTH.  JJJ IH  yMeHtuieHHH pa3Mepos  MaTpntq cacTeMbi  npHMeHHioTCH MaTpKubi  nepexofla,  CBfl3BiBa-

KoacpepHijHeHTŁi  peineHHft  coceflBMX  yqacTKoB  BanonpoBOAa.  T am ie  Maipimbi  nepexofla  npome

nepexofla  cBH3broaiomnx  BeKTopbi  nepeMemeHMfi  H ycjtmdłj  a  HX yMHomeime  MOH<eT 6trn>

B  cjiy^ae  ytłacTKOB c  oflHHaKOBbiMH  4>H3H îecKHMH napaweTpaMH  3aMeHeHO cyMMHpoBaHHeM  apryMeHTOB
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H,  HaxoflHin.tfxcH  B STECX MaTpnuax. Peuienne  nojiyyaeTCH  H3 CHcreivibi conpimteHHMx
OTHOCJIIUHXCH K BCeM  paCCMaTpHBaeMŁIM  l'apMOHH îeCKHM   COCTaBJIHIOmilM.

TCH  MeTOfl  onpenenerow;  K03<ł>d_)HLiileHTOB flHHaMHiecKOH noflaTjiHBocTii
BMecre c MacnHHBiM   CJIOSM Ha  OCHOBC  pe3yjibTaTOB  M3mepeHHH icojieSamiił   BanonpoBoaa  n p ii  H3BeerHbix
B03MymeHiwx,  npiiKJiafltiBaeMbix  B  JI IO6MX  TOMicax  BanonpoBofla.

S u m m a ry

FORCED  VIBRATION S  OF  SHAFTINGS  WITH ASYMMETRY  OF A  BEN DING  RIG ID ITY  ON
FLEXIBLE  FOUNDATIONS.

IDENTIFICATION  METHOD  OF  THE  DYNAMICA L  RECEPTANCES  OF  SHAFTING
FOUNDATIONS

I n  this paper  the periodically  excited  vibrations  of  shaftings  are considered with  the  flexibilit y  of  an
oil film  in bearings  and of  a foundation  taken into account. The derived  formulae  are  concerned with un-
coupled  bending,  torsional  and  longitudinal  vibrations  governed  by  linear  partial  differential  equations,
for  which  the  symmetry  of  a bending  rigidity  is  not assumed. The size of  system  matrices  is  reduced  by
means of the transfer  matrices related  to solution coefficients  for  adjacent  shaft  pieces. Such transfer  mat-
rices  have  simpler  form  then ones  related  to  state  vectors  and  their  multiplication  in  the case  of  shaft
pieces  with  equal  physical  properties  can be replaced  by  adding  arguments  of  functions  existing in  these
matrices.  Solutions  arc  obtained  from  the set  of coupled  matrix  equations  relating  to  all  the harmonics
considered.

The  identification  method of  dynamical receptances of  a foundation  together with  an oil  film  is pre-
sented  which is  based  on measurements of  shafting  vibrations  caused  by  known  excitations  being  put  in
arbitrary  shafting  points.
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