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1. Wstep

Badanie wiasnosci dynamicznych cial rzeczywistych mozna przeprowadzaé do$wiad-
czalnie, lub teorctycznie. Badania doswiadczalne przeprowadza si¢ na istniejacym ciele
rzeczywistym, lub na jego modelu, zachowujac spefnione kryteria podobieiistwa dynamicz-
nego. Badania teoretyczne wymagaja zbudowania odpowiedniego modelu matematycznego.

Skonstruowanie modelu matematycznego proceséw zachodzacych w ciele rzeczywistym,
wymaga uprzedniego zbudowania jego modelu fizycznego. Model fizyczny nie jest odbiciem
rzeczywistos$ci, lecz aktualnie posiadanej o niej wiedzy i zawiera koncepcjg¢ opisu fizycznego
cial rzeczywistych, z uwzglednieniem strony iloSciowej, przedstawionej podstawowynil
prawami fizyki, wyrazonymi odpowiednimi formutami. Model fizyczny ciala rzeczywistego
powinien uwzgledniaé przede wszystkim te jego cechy, ktére maja decydujacy wpltyw na
zasady organizacji i funkcjonowania ciala rzeczywistego, lub zachodzacego w nim procesu.
Ograniczajac si¢ do cial statlych mozna stwierdzié, ze w chwili obecnej najbardziej rozpow-
szechnione 1 skuteczne w praktyce technicznej sa modele fi lzyczne fenomenologiczne, na-~
zywane modelami ciaglymi i dyskretnymi.

W przypadku modeli fizycznych cigglych, podstawowa role odgrywa pojecie elementu,
ktérych ilo§é jest w modelu ciaglym z zalozenia nieskojiczenie wielka. Pojecie modeln
fizycznego ciagglego nie jest jednoznaczne, zalezy ono bowiem w istotny sposéb od cech
przypisywanych samemu elementowi, jak i d charakteru oddzialywania migdzy elementami.
Czesto stosowany schemat przypisuje elementom cechy ciala sztywnego, oddziatywujacego
z innymi elementami w sposéb. opisany za pomoca modeli reologicznych, ktérych zacho-
wanie si¢ przedstawiaja tak zwane konstytutywne prawa stanu. Powstaje tu od razu moz-
liwo$é generowania bogatej rodziny modeli fizycznych ciagtych, typu sprezystego Lamégo,
lub Cosserat, lepkosprezystych itd. Dalsze wzbogacenie modeli fizycznych mozna uzyskaé
odstgpujac od koncepcji elementu jako ciala sztywnego i dopuszczajac procesy nawet
dynamiczne zachodzace wewnatrz elementu. Taka sytuacja ma na przyktad miejsce w przy-
padku oddziatywania na cialo stale obciazen szybkozmiennych, o czgstoéciach poréwny-
walnych z czgsto§ciami drgan atoméw w sieci krystalicznej ciala.

‘W przypadku, gdy jako reprezentacje modelu fizycznego przyjmujemy skonczong
ilos¢ skonczonych elementéw, traktowanych jako punkty materialne, lub ciala sztywne,
wtedy mamy do czynienia z modelem fizycznym dyskretnym, ktérego ostateczna postac
zalezy od charakteru wigzdéw, to znaczy oddzialywan miedzy elementami i otoczeniem.

. Dla kazdego modeln fizycznego mozna zbudowaé szereg modeli matematycznych,
w zaleznoéci od przyjetego wyboru wspéirzednych stanu. Pozostajac w ramach mechaniki
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newtonowskiej, najczesciej stosowanymi modelami matematyczaymi sq dla modeli ciag-
tych réwnania rézniczkowe o pochodnych czastkowych, badz réwnania catkowe, badz
rézniczkowo catkowe, otrzymane ze skojarzemia réwnan otrzymanych metoda bilansu
i réwnania konstytutywnego stanu, za$§ dla modeli dyskretnych réwnania rézniczkowe
zwyczajne otrzymywane za pomocg metod mechaniki analitycznej.

Pomijajac szereg szczegélowych idei zwigzanych z 0gdlna teoria i praktyka modelowania
fizycznego i matematycznego proceséw mechanicznych w ciatach statych, nalezy stwierdzig,
ze badania teoretyczne uzyskanego modelu matematycznego moze si¢ odbywac badz me-
todami 1lo$ciowymi w sposéb analityczny, lub numeryczny, badZ metodami jakoSciowymi.
W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na jednej z waznych, lecz czesto niedoce-
nianych cech jakosciowych modelu matematycznego, to znaczy statecznosci, ktora dla
modeli matematycznych, w ktérych wystgpuje czas jako parametr wyrdZniony, nosi nazwe
stateczno$ci ruchu, Dla proceséw dynamicznych w ciatach statych, model matematyczny
powinien zapewniaé uzyskanie informacji o zachowaniu si¢ ciala w przestrzeni z biegiem
czasu. Statecznos¢.rozwigzan jest jedna z podstawowych cech modelu matematycznego,
opisujgcego proces fizyczny, podobnie jak istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania, gdyz
decyduje-ona o realizowalnoéci procesu rzeczywisiego, opisywanego rozwazanym modelem
matematycznym. Trzeba stwierdzié, ze dla stateczno$ci ruchu wprowadzono wiele réznych
poje¢ i definicji, a ponadto badania prowadzi si¢ za pomoca niejednolitego i réZnorodnego
aparatu matematycznego. Stan ten czgsto nie ulatwia interpretacji otrzymanych rezultatéw,
gdyz ze wzgledu na réznice co do metody i sposobu przedstawienia, przeprowadzenie ich
pordéwnania okazuje sig w wielu przypadkach trudne. Spowodowalo to powstanie sytuacji,
w ktdrej pojecie statecznosdci ruchu przestalo byé jednoznaczne i pod pojeciem tym kryja
sig rézne, czgsto przeciwstawne wilasnosci rozwigzan modelu matematycznego. W niniej-
szych rozwazaniach przedstawione zostana gldwne istniejace pojecia stateczno$ci i kie-
runki ich rozwoju, zardwno dla modeli dyskretnych jak i cigglych, z uwzglednieniem szeregu
waznych i istotnych réznic migdzy nimi,

' 2. Podstawowe pojecia teoril statecznosci ruchu. Rodzaje stateczno$ci ruchu ukladéw dyskretnych

Rozwazmy ukiad materialny, bedacy badz w stanie rownowagi, badZ w stanie pewnego
ruchu. Rozwigzaniec otrzymane na podstawie modelu matematycznego, opisujacego roz-
wazany uktad materialny, zapewniajace uzyskanie informacji o zachowaniu -sig ukladu
w przestrzeni z biegiem czasu, bedziemy w dalszym ciagu nazywali procesem.

Ogdlnie rzecz biorac, na podstawie intuicji, statecznoécia procesu bedziemy nazywali
wlasno$§¢ zachowywania przez model matematyczny danego procesu, przy dziataniu
malych zaburzen, lub inaczej niepodatno§é na male zaburzenja, ktérych nie uwzglednia
si¢ przy wyprowadzaniu réwnan ruchu ukladu. Spodziewamy sie wtedy, ze uktad materialny
bedzie mial zdolno§¢ do zachowywania wykonywanego ruchu, lub potozenia réwnowagi
przy oddziatywaniu matych zaburzen. Jezeli rozwazany proces ulega unicestwieniu nawet
pod wplywem dowolnie matych zaburzen, wtedy nazywamy go niestatecznym. Proces nie-
stateczny jest nieobserwowalny, to znaczy nie daja sie zneahzowac w rzeczywistosci, czyli
inaczej mowiac nie wystgpuje w przyrodzie.
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Przy badaniu teoretycznym dowolnego rzeczywistego zjawiska, pomijamy drugorzedne
czynniki i budujemy model fizyczny i matematyczny, bedacy naszym przyblizonym wy-
obrazeniem o tym zjawisku. Opierajac sig¢ o ten model, konstruujemy nowe modele tego
zjawiska, lub nawet modele innych zjawisk. Powstaje pytanie, czy utworzone przez nas
nowe procesy mozna zrealizowaé¢ w rzeczywistosci.

Ot6z jesli sa one stateczne, to mozliwosé taka, przynajmniej teoretycznie istnieje. Jesli
za$ ulegaja one likwidacji pod wplywem malych zaburzen odzwierciedlajacych warunki
rzeczywiste, to sg one niestateczne i nierealizowalne w rzeczywistosci. -

Z tego wzgledu, warunkiem koniecznym realizacji idealnych proceséw jest, aby od-
powiadajacy im model matematyczny czynit zado§¢ tak zwanej zasadzie statecznosci,
obejmujacej istnienie, jednoznacznosé i statecznoé¢ jego rozwiazan pod wplywem matych
zaburzen.

Nalezy rozrézniaé stateczno$¢ wzgledem dowolnie matych zaburzeri, decydujaca o mo-
.zliwodci_ zrealizowania procesu w rzeczywistosci i statecznoéé wzgledem dowolnych za-
burzen, zwiazang z oszacowaniem odchylenia procesu, od pewnego procesu idealnego,
niezaburzonego. Jednakze badanie zachowania si¢ procesu idealnego przy wigkszych
zaburzeniach ma znaczenie tylko wtedy, gdy jest on stateczny wzgledem dowolnie malych
zaburzen, to znaczy, gdy jest on obserwowalny w przyrodzie. Zaréwno jedna jak i druga
stateczno$¢, maja podstawowe znaczenie przy projektowaniu nowych obiektdw, gdyz
pozwalaja one na prognozowanie, czyli przewidywanie zachowania si¢ obiektu podczas
eksploatagji. '

Z powyzszych rozwazan wynika, ze pojeciu statecznoSci zostat nadany wyraznie sens
matematyczny, dotyczacy wiasnosci modelu matematycznego, a nie fizyczny, dotyczacy
zjawiska rzeczywistego. W tym rozumieniu pojecie statecznofci nie stosuje sie do zjawisk
rzeczywistych.. Stwierdzenie, Zze rzeczywiste zjawisko fizyczne jest stateczne Iub nie, jest
w powyZszym znaczeniu ~pozbawione sensu. W wigkszosci istniejgcych sformutowan
badanie stateczno$ci wymaga bowiem:

1) Poréwnywania jednoczesnie wystepujacego zbioru proceséw zaburzonych z procesem

idealnym, niezaburzonym.
v

2) Ustalenia sposobu mierzenia odlegltosci migdzy jednocze$nie wystepujacymi proce-
sami, zaréwno w stanie poczatkowym jak i dowolnym.

3) Okreélenia warunkdw, ktérym musza czyni¢ zado$é te odleglosei.
Realizacja tych wymagan nie jest mozliwa w przypadku zjawiska rzeczywistego, ktére
odbywa sic w sposSb jednorazowy. '

Chcac sprecyzowac lepiej pojecie statecznosci, trzeba brac¢ pod uwage specyficzne cechy
zjawiska, ktére ma opisywa¢ model matematyczny. Moze to mie¢ istotny wplyw na osta-
teczne $ciste zdefiniowanie pojecia statecznoéci. Pojecie statecznosci nie jest bowiem po-
Jjeciem wlasciwym dla fizyki jakiego$ zjawiska, lecz podlega zdefiniowaniu, w zaleznosci
od tego, jakich cech zadamy od modelu matematycznego opisujqcegé zjawisko. ’

Podamy teraz najwazniejsze definicje statecznoéci ruchu zaburzonego, ktére zostaly

zdefiniowane dla potrzeb badania réznych wilasnoéci modeli matematycznych ukladdéw
dyskretnych. ’
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2.1, Stateczno$¢ w sensic Lapunowa. RozwaZzmy rdwnanie ruchu zaburzonego w postaci

M . L~ f e, ) =,

gdzie x = col [x, ..., xa], f = col [fy, ... fu]. Zakladamy, ze funkcja f spetnia dowolne
zalozenia, zapewniajace istnienie i jednoznaczno$é¢ réwnania (1) w pewnym przedziale
(a, o).

Definicja. Rozwigzanie & = &(¢) rownania (1) jest stateczne w sensie Lapunowa
przy t — o, jesli dla dowolnego € > 0 1 ¢, € (a, o) istnieje takie 7(e, t5) > 0, Ze
1) Wszystkie rozwigzania x = x(¢) réwnania (1) wlacznie z &(¢) spelniajace warunek

() [lx(to)—E(t) < 7,

sa okre§lone w [#,, o], lub jak niekiedy mowimy, sa okreslone w przysi%os’ci
2) Dla rozwiazan tych zachodzi nierdwnoéé

@) () —EOl <& dla t€ (1, 00),
Jesli ponadto jest
@) / lim |Lx()—E(@)]| = 0

wtedy rozwiazanie &(z) jest asymptotycznie stateczne.

X
Xn

Xy

Ruys. 1 . Rys. 2

Inaczej mowiac, rozwigzanie &(1) jest stateczne, jesli rozwiazanie x(¢) dostatecznie bliskie
niego dla ¢t = ¢,, lezy catkowicie w dowolnie waskim & — otoczeniu, zbudowanym wokot
rozwiazania (). _

Gdy f(¢,0) = 0 wtedy réwnanie (1) ma rozwigzanie zerowe & = 0, zwane poloZeniem
réwnowagi. Definicje statecznosci tego rozwigzania zerowego otrzymujemy, kladac
W (2), (3), (4), §(1o) = 01 &(2) = 0.

Jesli 7 mozna dobrad niezaleznie od £, to znaczy jest ) = 7(e), to statecznosé nazywamy
jednostajna.

Nalezy zaznaczyé, Ze ze statecznoS$ci rozwigzania niezerowego &(f) rownania (1) nie
wynika jego ograniczonos¢ i na odwot. :

Przedstawiona definicja stateczno$ci w sensie Lapunowa, obejmuje przypadek klasycz-
ny, podstawowy, statecznoci wzgledem zaburzen tylko wartoéci poczatkowych. Mozna
rozwazaé rowniez stateczno§é przy malych zaburzeniach samej postaci réwnania (1), to
znaczy przy matych zmianach funkcji f(¢, x), wystepujacej po prawej stronie réwnania
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(1). Wtedy mamy do czynienia z tak zwang statecznoscia przy stale dzialajacych zabu-
rzeniach, ktére podlega osobnemu zdefiniowaniu (definicje tg¢ w zakresie niniejszych
rozwazaii pomijamy).

Warto zwrdcié jeszcze uwage na niektére specyficzne cechy zdefiniowanej statecznosci
w sensie Lapunowa dla ukladéw liniowych. Rozwazmy réwnanie rézmiczkowe liniowe
ruchu zaburzonego w postaci

. dz
(5 r =A@z +f(2), z(to) = 2o,
gdzie A = {a;;} (i,j =1, ..., n). Zakladamy, ze macierze A(z) i f(¢) sa ciagte w [¢,, o).
Wraz z réwnaniem (5) rozwazmy réwnanie liniowe jednorodne w postaci

dx

© L= AWE, w(t) =% = %,

Uktad (5) nazywamy statecznym (lub niestatecznym) w sensie Lapunowa, jesli wszystkie
jego rozwigzania z-= z(t), sa stateczne (lub niestateczne) w sensie Lapunowa przy ¢ ~ co.
Pojecie statecznosci odnosimy tu do uktadu liniowego (5), gdyz jak mozna wykazac,
wszystkie rozwigzania ukladu liniowego sa badz jednoczeénie stateczne, badZ niestateczne.
Taka terminologia nie ma uzasadnienid dla réwnania nieliniowego (1), gdyZz niektére
jego rozwiazania moga by¢ stateczne, a inne nie. Zatem liniowy ukiad jest stateczny, gdy
przynajmniej jedno rozwigzanie tego ukladu stateczne i niestateczny, gdy niestateczne jest
jakickolwiek jego rozwiazanie. Ponadto mozna wykaza¢, Zze niejednorodny uktad liniowy
(5) jest stateczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest stateczny odpowiedni jednorodny uktad
liniowy (6). Z tego wzgledu, wystarczy badaé statecznos$é tylko ukitadéw liniowych jed-
norodnych. .

Inna wazna wlasno$¢ charakterystyczna ukladéw liniowych polega na tym, ze liniowy
uktad jednorodny (6) jest stateczny wtedy I tylko wtedy, gdy kazde rozwigzanie x(z) tego
uktadu jest ograniczone dla f € [ty, co). Wlasnoéci tej nie ma juz uklad liniowy niejedno-
rodny (5) oraz oczywifcie uktad nieliniowy.

Mozna réwniez wykazaé, ze uklad jednorodny (6) jest asymptotycznie stateczny wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie jego rozwiazania zmierzaja do zera przy ¢ — oo. Wiasnoé¢ ta
nie ma miejsca dla réwnan nieliniowych, dla ktdérych wszystkie rozwiazania moga dazy¢
do zera, podczas gdy rozwigzanie zerowe tego réwnania jest niestateczne.

2.2. Stateczno$¢ w sensie Lagrange'a. Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu zaburzonego
w postaci (1). Rozwigzanie ogdlne tego réwnania ma postaé x = x(z, C), gdzie ma-
cierz C mozemy wyznaczyé z warunku poczatkowego, to zmaczy x(fy, C) = x, skad
C = C(zy, xo). '

Podstawiajac tg warto¢ do roniqzania ogdlnego, mamy

@) _ x =x(t;t9, Xo).

Wartodci £y, ¥o sg tu parametrami, za§ rozwigzanie ogdlne, przedstawione wzorem
(7), nazywamy rozwigzaniem w postaci Cauchy’ego.

Definicja. Rozwiazania x(z; fy, x,) réwnania (1) sa stateczne w sensie Lagrange’a, lub
uklad (1) jest stateczny w sensie Lagrange’a, gdy maja miejsce nastgpujace wlasnosci
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1) Kazde rozwiazanie x(f; fo, xo) moina nieograniczenie przedfuzyé w prawo, to znaczy
ma ono sens w [fo, o0}, czyli jest ono okreslone w przysziosci
2) Norma kazdego rozwigzania x(z; #,, Xo) jest ograniczona w [#,, )

(8) v Hx(t;l‘o: xO)” S M(ZO)xO) = const < @0, re [IO’ OO)'

Z definicji tej jest widoczne, Ze stateczno$¢ w sensie Lapunowa i w sensie Lagrange’a
réznia sig w istotny sposéb. Istotnie stateczno$¢ w sensie Lapunowa dla réwnad nielinio-
wych jest zindywidualizowana, to znaczy jedne rozwiazania moga by¢ stateczne w sensie
Lapunowa, a inne nie. Natomiast stateczno$¢ w sensie Lagrange’a, dotyczy wlasnosci
obejmujacej wszystkie rozwiazania réwnania nieliniowego, a wigc dotyczy ukiadu, a nie
indywidualnych rozwiazan. Nastepnie rozwigzania stateczne w sensie Lapunowa dla réw-
nania (1) nie muszqg by¢ ograniczone, co stanowi druga podstawowa réznice, miedzy
statecznodcia w sensie Lapunowa i Lagrange’a. Widaé wigc, ze ukltad stateczny w sensie
Lapunowa moze byé niestateczny w sensie Lagrange’a i na odwrét. Pojecia obu tych
statecznosci sa rownowazne tylko wtedy, gdy uktad (1) ma rozwigzania £(¢) ograniczone,
ktére sa globalnie asymptotycznie stateczne w sensie Lapunowa, to znaczy wzgledem do-
wolnych zaburzen wartoSci poczatkowych. Wtedy uktad (1) jest tez stateczny w sensie
Lagrange’a. Rowniez wszystkie uktady liniowe jednorodne, stateczne w sensie Lapunowa,
s stateczne w sensie Lagrange’a i na odwrdt.

2.3. Stateczno$é orbitalna. RozwaZmy réwnanie rozniczkowe nieliniowe autonomiczne

© - L~ f9, w0 = x.

Zakladamy, ze funkcja f spelnia warunki, zapewniajace istnienie i jednoznaczno§é
rozwiazan rownania (9) w rozwazanym obszarze wspdlrzednych stanu x. '

Niech x = x(¢) bedzie rozwiazaniem réwnania (9). Zbidr punktéw L w n wymiarowej
przestrzeni euklidesowej EZ, tworzacych rozwiazanie réwnania (9), bedziemy nazywali
trajektoria 'rozwiaczania.

Odlegto$é punktu z € E od zbioru L zawartego w tej przestrzeni okre§lamy naste-
pujgco

(10 o(z, L) = inf||z—x]].
xeL

Niekiedy dogodnie jest dla rozwiazania x = x(¢) rozwazaé zbiér punktéw L* w EJ,
odpowiadajgcych warto$ciom parametrow t, < t < oo. Zbidr ten nazywamy pdtirajek-
torig dodatnig (analogicznie okreslamy péitrajektori¢ ujemna L™).

Definicja. Rozwigzanie & = £(¢) réwnania (9) nazywamy orbitalnie statecznym przy
t — oo, jedli dodatnie péltrajektorie L+ wszystkich rozwigzaf, ktére w chwili z, sa dostate-
cznie bliskie rozwiazania &(z) sa przez caly czas f € [#,, c0) zawarte w dowolnie matym
& — otczeniu dodatniej pditrajektorii L§ rozwiazania &(z).

Inaczej mowiac, dla dowolnego & > 0 istnieje 5(e, £,) > O takie, ze jesli ||x(to — E(E)I <

<7 too(x(@), L)< edat>t,.

Jedli ponadto g(x(r), L§) — 0 przy ¢t — oo to rozwiazanie &(r) nazywamy asympto-
tycznie orbitalnie statecznym.
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Gdy na przyklad L{ jest zamknigta asymptotycznie orbitalnie stateczna trajektoria,
to trajektorie L* dostatecznie bliskie niej w chwili ¢ = £y, nawijaja sie na nia przy r — oo.

Jesli rozwiazanie £(¢) jest stateczne w sensie Lapunowa, to wynika stad réwniez sta-
teczno$¢ orbitalna tego rozwigzania, lecz nie na odwrét.

X

0

Rys. 3

2.4. Pojecie o statecznosci w sensie Poissona. Rozwazmy ruchu punktu na powierzchni
torusa. Niech ruch ten opisujg réwnania rézniczkowe

dp di _
(11) = % E——-I, _oc—const>0.
Trajektorie punktu A na torusie otrzymujemy z réwnania rézniczkowego
(12) %— =o skad ¢ =a0+C.

Rys. 4

Kazda z trajektorii na torusie, otrzymujemy z trajektorii podstawowej ¢ = «fl, przez

dodanie stalej C, wystarczy wigc zbadad strukture trajektorii podstawowej. Rozwazmy dwa
przypadki ' '

1) o = »k—_lest liczba wymierna. Wtedy trajektoria ¢ = %0 jest linia zamknigta na po-

wierzchni torusa i po wykonaniu skonczonej ilosci zwitek przechodzi przez punkt
0 = 2kn, ¢ = 2m=z pokrywajacy punktem (0, 0)
2) ajestliczba niewymierng. Aby zbadaé strukture trajektorii w tym przypadku, korzystamy
z nastgpujacego rezultatu.
Rozwazmy liczby w postaci (ne), gdzie n jest liczba catkowita dodatnia, za§ (no) czegscia
utamkowa liczby no, to znaczy 0 < (na) < 1. Dla n =1,2,3, ...,mamy ciag liczb
(@), (2), (30), ..., ktére mozemy przedstawié jako punkty w przedziale [0,1]. Je§li @ > 0
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jest liczba niewymierna, to liczby (na) dla n = 1,2, 3, ..., tworza zbidr wszgdzie gesty
w przedziale [0,l]. )
Trajektoria ¢ = af wychodzgca z punktu (0, 0) wykonuje kilka zwitek i przecina réw-

. 2 . . .
nik ¢ = 0 w punkcie (0 = Tﬂ, @ = 27z) réznym od wyjéciowego, nastepnie po wykonaniu
kilku zwitek, przecina réwnik ¢ = 0 w nowym punkcie (%,4%) 1 tak dalej. Wobec

tego trajektoria przecina wielokrotnie réwnik w punktach (%, 2k7z) . Pomijajac wartosci
bedace wielokrotnosciami 27z, mamy nastgpujace wspdirzgdne punktéw przecigcia tra-
jektorii ¢ = aff z réwnikiem (27;(—/;—), O), gdzie (5) jest czescig utamkowa liczby (%)

. . . , k .
(k =1,2,3,...). Na podstawie przedstawionego wyzej rezultatu liczby ;C tworza zbidr

wszedzie gesty w przedziale [0,27], a wigc punkty (Zn ('IEC[) , O) tworza zbidr wszedzie gesty

na réwniku ¢ = 0. RozwazZania te mozna bez zmian powtdrzy¢ dla dowolnego réwno-
leznika ¢ = ¢, zatem trajektoria ¢ = «fl jest wszgdzie gesta na powierzchni torusa.

Rozwazmy jakikolwiek konkretny ruch po trajektorii ¢ = «f na przyklad
(13) p=at, 0=t

Poniewaz ruch ten odbywa sie po trajektorii ¢ = af wszedzie gestej na powierzchni
torusa i predkos$é¢ ruchu jest stata v = ]./ 1+02? = const > 0, wiec dla kazdego otoczenia
punktu (0,0) istnieje 7 > 1, takie, ze punkt reprezentujacy A(6 = ¢, ¢ = at) nalezy do tego
otoczenia. Mdwigc potocznie rozwazany ruch ma te¢ wlasno$¢, ze punkt reprezentujacy
O powraca nieskofczenie wiele razy w kazde otoczenie punktu (0, 0), mimo Ze moze
w migdzyczasie znacznie oddali¢ sie od tego punktu. Wlasno$¢ ta nazywa si¢ statecznoscia
ruchu w sensie Poissona i jest to rodzaj statecznosci odmiennej od statecznodci w sensie
Lapunowa, Lagrange’a i statecznosci orbitalnej. Stateczno$é w sensie Poissona, znajduje
zastosowanie migdzy innymi przy badaniu wlasnosci ruchéw okresowych i prawie okreso-
wych.

2.5. Statecznos¢ techmiczna. RozwaZmy réwnanie rézniczkowe w postaci

(14) B j D, ) = %o
(5) B RGO, 1) = 20 = %

Zaktadamy, ze funkcje f i F spelniaja warunki, zapewniajace istnienie i jednoznaczno$¢

rozwigzan rozwazanych réwnafd w skonczonym obszarze
st T, X< H |zZl<H _

Ponadto niech f(¢, 0) = 0, F(14 z,) = 0. Funkcja F(¢, z) moze by¢ praktycznie nieznana,
lecz zakladamy, Ze znane jest oszacowanie tej funkcji oraz warto§ci poczatkowych zo
(16) lzoll < 28, IIFG D<) dla to<t<T.

W szczegblnym przypadku moze byé I'(t) =y = const.
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Definicja: Niech z = z(s; 1o, zo) przedstawia wszystkie ruchy opisane réwnaniem (15),
spetniajace warunek poczatkowy z(fy) = z, i ograniczenia (16).
Jesl

{17 lz(t; 1o, 2l < A(t), to<t< T,

(w szczegllnym przypadku moze byé /(f) = A = const), to proces x(f; 15, Xp), czyli
rozwigzanie rownania (14) nazywamy statecznym technicznie, wzgledem wartosci ogra-
niczed z§, I'(1), A().

Proces x(¢; t,, x,) nazywamy niestatecznym technicznie wzglgdem tych ograniczen,
jesli dla tq < f < T, chociazby jedno z rozwigzan z(1; ¢y, Zo) nie spelnia nieréwnoéci (17),
co najmniej w jednej chwili z przedziatlu ¢, < 2 < T.

Rys. 5

Istotng sprawa w tak rozumianym pojeciu stateczno$ci jest to, ze wartosci zg i 1(¢)
(lub A = const.) obiera si¢ jeden raz dla danego zagadnienia, niezaleznie od siebie oraz,
Ze zadane wlasnosci maja mie¢ miejsce w skoficzonym przedziale czasu ¢, < t < 7T, gdzie
warto§¢ T obieramy réwniez jeden raz dla danego zagadnienia.

Poréwnujac rozwazang stateczno$é techniczng na przyklad ze stateczmo$cia w sensie
Lapunowa stwierdzamy, Ze w tej ostatniej dla kazdego obszaru {2, musiat istnie¢ obszar
2%, taki, aby startujace z niego rozwigzanie pozostawalo stale (T = co) w obszarze 2.
W stosunku do statecznosci w sensie Lapunowa, stateczno$¢ techniczna ma ztagodzone
warunki, bardziej przystosowane do potrzeb praktyki.

2.6. Ogoblne uwagi o niektérych innych rodzajach statecznosel. W powyiszych rozwazaniach
przedstawionych zostato kilka pojeé statecznosci ruchu, przy czym pojecia te sa odmienne,
zatem przy badaniu stateczno$ci ruchu trzeba wyrazZnie sprecyzowad, jaka stateczno$é
podlega badaniu. Oprécz wymienionych wyzej rodzajéw stateczno$ci ruchu, istnieja
liczne ich modyfikacje oraz inne jeszcze pojecia stateczno$ei ruchu, odmienne od rozwa-
zanych wyzej. Dokonanie systematycznego i wyczerpujacego przegladu istniejacych obec-
nie poje¢ statecznosci, przekroczyloby ramy. niniejszych rozwazan.

Omoéwimy tylko ogdlnie jeszcze jedno pojecie, ktdre czgsto nosi nazwg wrazliwosci
wlasnodci rozwiazan, na zmiany strukturalno-modelowe. Aby objasni¢ to pojecie, postu-
zymy sig¢ przykladem trzech réwnan rézniczkowych w postaci '

(18) X+ pfx+a’sinx =0,
(19) X+Bx+aix =0,
20y ¥+o%x =0,

4



424 R. GurowskI

Roéwnania (19) i (20) mozna uwazac za modele zastepcze, uproszczone, powstale w wy-
niku zaburzenia modelu wyjSciowego (18), czyli zaburzenia struktury ukfadu. Réwniez
réwnania (18) i (19) mozna uwazaé¢ za modele zastepcze wzbogacone, powstale w wyniku
zaburzenia modelu wyjsciowego (20). Zaburzeniom tego typu towarzyszy modyfikacja
réwnanta rozniczkowego, czyli modelu matematycznego opisujacego dane zjawisko.

Z fizycznego punktu widzenia modyfikacje takie s3 uzasadnione, jesli zmiany réwnania
rézniczkowego, polegajace na dolaczaniu lub odigczaniu matych sktadnikéw réwnania
rézniczkowego, pociagaja za sobg male zmiany rozwigzania. Przypuszczamy -zwykle,
7e tak jest, opierajac si¢ na intuicji fizycznej, jednakze przypuszczenie takie nie zawsze
jest prawdziwe, zwlaszcza dla proceséw diugotrwalych, gdyZ male zmiany réwnania réz-
niczkowego, moga w istotny sposob wplywaé na zachowanie sig rozwiazania. Je$li na
przyktad oscylacyjno$é rozwigzan jest nadrzedna cechg jakosciowa, ktéra chcemy zachowadé
modyfikujac model matematyczny, to rownania (18), (19} i (20) moZzemy uznaé za réwno-
wazine na przykiad dla matych g > 0. Gdy cechg nadrzgdna jest okresowo$é rozwigzania,
to model (20) czyni temu zado$¢, natomiast modele (18) i (19) juz nie.

Powstaje wigc zagadnienie wyodrebnienia klas rownowaznych réwnan rézniczkowych,
w sensie zachowania pewnej wlasnoéci, lub pewnego zespohi wlasnoéci W. Jest to zagadnie-
nie wrazliwosci strukturalno modelowej, nazywanej réwniez. stateczno$cia w sensie Bel-
Imana, polegajgce na tym, aby przy zastapieniu jednego modelu matematycznego innym,
wyrdzniane wlasnosci ukladu nie zmienialy sie w istotny sposéb i znajdowaly sie w zasiegu
naszej kontroli. Wrazliwo$é moze dotyczy¢ nie tylko zespotu W wiasnosci jakoS$ciowych,
lecz réwniez zmian iloSciowych pewnych wielkosci jak na przykiad zmiany wartosci roz-
wigzania, catkowitej energii uktadu, funkcji celu w procesach optymalnych itp.

Jednym z wariantéw zagadnienia wrazliwoéci nabierajacych ostatnio coraz wigkszego
znaczenia praktycznego, jest zagadnienie wrazliwodci iloSciowej rozwigzania na zmiang
parametréow, ktére przedstawimy pogladowo w sposéb nastepujacy. Niech model matema-
tyczny pewnego zjawiska fizycznego bedzie opisywany rownaniem roézniczkowym w pos-
taci
21 D =X—j(t,x,x,¢) =0, x(t;) = xo, x(25) = Xq.

Rozwiazanie réwnania (21) bedziemy uwazali za znane. Zagadnieniem, ktére chcemy
zbadad, jest wrazliwo$¢ rozwigzania x(f, ¢) na zmiang parametru ¢, to znaczy zmiana tego
rozwiazania, gdy parametr ¢ zmieni si¢ o warto§¢ de¢. W tym celu wprowadzamy funkcje
wrazliwo$ci w postaci

x(t, c+de)—x(t,c) _ ou

2 im 2t .
(2 ) u(t C) AC__,Q AC (')C

~ Na podstawie zwiazku (22) mamy przyblizona zalezno$é
(23) x(t, c+Ac)—x(t, ¢) = u(r, )de.

Jesli wiec wyznaczymy, lub oszacujemy funkcje u(z, ¢), wtedy na mocy (23) mozemy
wyznaczyé w przyblizeniu, lub oszacowad zmiane funkcji x(¢, ¢) wynikla wskutek zmiany
parametru ¢ o warto§¢ Ac. Mozna réwniez sformutowaé zadanie odwrotne, wyznaczenia

takiej zmiany 4c parametru ¢, aby odchylenie rozwiazania x(¢, ¢) powstale pod wplywem
tej zmiany, nie przekroczylo z géry zadanej wartoéci, :
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Réwnanie rozniczkowe dla funkcji #(¢, ¢) otrzymujemy, réiniczkujac rovnanie (21)
wzgledem parametru ¢ '

o0 0D % o dx o ox o _
9c 9% dc  8x dc  dx'dc  dc
Stad mamy

.odf . o of
(24) u“"gu—g;u = —a-c_—_-
Poniewaz rozwiazanie x{f, ¢) uwazamy za znane, wiec znane sg réwniez funkcje

aft, ¢) = —%, p(t,c) = ——gg, p(t, ¢) = g

Roéwnante (24) przybiera wigc postac
{25) it a(t, i+, cu =y, ).

Zwréémy uwage na to, ze dla réwnania nieliniowego (21) réwnanie réZniczkowe
wrazliwo$ci (25) okazuje si¢ liniowym réownaniem rézniczkowym o zmiennych wspdlezyn-
nikach. Waznym praktycznie przypadkiem rozwazanego zagadnienia, jest wrazliwosé
réwnania rézniczkowego o statych wspéfczynnikach, na zmiany wspélczynnikéw réw-
nania. Niech réwnanie (21) ma na przyktad postaé

(26) X+ax+bx = f(1).

Chcemy zbada¢ wrazliwo$¢ rozwigzan tego rownania, na zmiane wspétczynnika na przyk-
tad b, ktéry w rozwazanym teraz przypadku odgrywa rolg parametru c¢. Rézniczkujace
réwnanie (26) wzgledem parametru b, otrzymujemy na mocy (22) (dla b = ¢)

7 u+aid-bu = —x.

Rownanie rézniczkowe wrazliwo$ci ma wige taka sama postaé jak réwnanie (26),
lecz po prawej stronie wystepuje ten skladnik réwnania (ze znakiem minus), ktéry w réow- -
naniu wyjsciowym (26) wystgpowal wraz ze wspéiczynnikiem b.

Rezultaty badania wrazliwo$ci na zmiany wspéiczynnikéw réwnan liniowych sg os-
tatnio z powodzeniem stosowane przy pewnym rodzaju syntezy ukiadéw mechanicznych
1 elektrycznych, zwanym zagadnieniem modyfikacji ukladu. '

Sposréd omdwionych rodzajéw statecznodei uktadéw dyskretnych, dla wigkszoSci
potrzeb wystepujacych w zastosowaniach technicznych, najlepiej przystosowana jest sta-
teczno$¢ techniczna. Pojecie statecznosci w sensie Lapunowa, zawiera niejednokrotnie
zbyt ostre wymagania w stosunku do potrzeb techniki w chwili obecnej, mimo tego sta-
teczno&é ta jest w technice szeroko stosowana, ze wzgledu na najlepiej opracowane metody
jej badania. Pojecie statecznosci w sensie Lagrange’a jest bez modyfikacji, z punktu wi-
dzenia potrzeb technicznych zbyt szerokie, ze wzgledu na dowolnoéé stalej, ograniczajace;j
rozwigzanie modelu matematycznego. Niedogodnoéci powstajace przy stosowaniu réz-
nych poje¢ stateczno$ci w technice, zostaly w znacznej mierze usuniete, przez wprowa-
dzenie pojecia statecznodei technicznej, odpowiadajacej najblizej potrzebom techniki.

Nalezy zaznaczyé, ze metody badania réznego rodzaju statecznodci, wywodza sie¢ w du-
zym zakresie z metod opracowanych dla badania statecznodci w sensie Lapunowa. Tak

€
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wigc stosowanie metod badania statecznoéci za pomoca tak zwanych funkcjonaléw La-
punowa, nie oznacza zawsze, ze badana jest stateczno$¢ w sensie Lapunowa. Z tego wzgledu
zaznajomienie sig z metodami badania statecznosci réznego rodzaju, celowe jest rozpo-
czyna¢ od metod, opracowanych dla stateczno§ci w sensic Lapunowa.

3. Podstawowe roéinice migdzy statecznoscia modeli matematycznych ukladéw dyskretnych i cigglych

Norma stosowana w definicjach o statecznosci (na przyktad w sensic Lapunowa)
modeli matematycznych utadéw dyskretnych, iest miarg odleglodci migdzy rozwigzaniami,
miedzy innymi rozwigzan x(¢) od rozwigzania idealnego, niezaburzonego ¢ = 0. Istotna
sprawa jest fakt, Ze normy w przestrzeniach o skoriczonej ilo§ci wymiardw sg topologicznie
réwnowazne. Inaczej méwiac, jesli dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego, opisujacego
uklad o skoniczonej ilosel stopni swabody, stwierdzimy stateczno$é rozwigzania na przyk-
tad & = 0 wzglgdem pewnej normy, to jest ono stateczne rowniez wzgledem dowolnej
innej normy. Natomiast wlasno$¢ ta nie ma na ogél miejsca, w przypadku nieskoficzonej
iloéci wspoirzednych stanu, co odgrywa zasadnicza role w sformutowaniu i badaniu sta-
teczno$ci rozwiagzan réwnari o pochodnych czastkowych, opisujgcych dynamike oérodkéw
cigglych. Proces opisujacy zachowanie si¢ oSrodka cigglego, moze by¢ stateczny wzgledem
jednej normy, za$ wzgledem innej niestateczny. '

Drugg wazna okolicznofcig, ktdra trzeba bra¢ pod uwage przy badaniu statecznodci
jest fakt, ze w przypadku réwnan réZniczkowych zwyczajnych opisujacych ukiady dys-
kretne, wartoéci poczatkowe sa liczbami, za$ istnienie i jednoznacznoéé rozwiagzania sa
zalezne tylko od regularnoéci prawej strony f(¢, x) réwnania rézniczkowego (1). W przy-
 padku réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych, opiswjacych ruch ukladéw
cigglych, wartosci poczatkowe sg na ogét funkcjami. Istnienie i jednoznaczno$¢ oraz ogra-
niczono$¢ rozwiagzan zaleza wtedy nie tylko od regularnosci samego réwnania, lecz row-
niez od regularnosci funkcji przedstawiajacych wartosci poczatkowe.

Rozwazmy blizej to zagadnienie na przykladzie réwnania. liniowego typu hiperbolicz-
nego drugiego rzedu, opisujacego drgania poprzeczne struny lub podiuzne preta.

Pu 0% '
(28) _87_(1—372—’ 0<x<l, t>0.
Niech warunki brzegowe majg postaé
29) u(0,8) =0, wu(l,t)=0.
Zakladamy, ze warunki poczatkowe maja postaé
© Ju(x,0
(30) | ue, 0) = 90, 2400 _ e,

Stosujac formalnie metode rozdzielenia zmiennych, mozemy rozwiazanie zagadnienia
przedstawi¢ w postaci

[+ o0

.
(31) u(x, ) = 2 tuy(x, 1) = Z (A,, cosnTnat+B,,sinLlﬂ—at Sin-n—lﬂ—x.

n=1 n=1
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Funkcja ta spelnia warunki brzegowe (29). Warunki poczatkowe przedstawiamy
w postaci

1 .
u(x,0) = ¢(x) = 2 @nsin n—lnx,
n=1

du(x, 0 o .
n=1
gdzie
7
2 . 2 .
Pn =T f(p(f)smnTnfd&, Yu =T f (&) sm?&l&
0 b

Na mocy (31) otrzymujemy

l
7na

(32) Ay = P, B, =

Yn-

Formalnie zbudowany szereg (31) przedstawia rozwigzanie zagadnienia (28)-(30),
jesli szereg ten jest jednostajnie zbieZzny wraz z szeregami, ktére otrzymujemy przez dwu-
krotne rézniczkowanie (31) wzgledem x i ¢. :

Ciaglos¢ funkcji u(x, t) wynika z jednostajnej zbieznosci szeregu (31), ktmego ogdlny
wyraz jest funkcjg ciggly. Biorac pod uwage nierownosé

Jun (e, )] < |44] +1By|
widzimy, ze szereg

D14l +1B,)
n=1

jest majoranta szeregu (31), ktérej zbieinos’é zapewnia jednostajna zbiezno$¢ szeregu (31),
to znaczy ciaglosc u(x, 1). Analogicznie zbieznoéé jednostajna a wigc i ciaglo§é pochodnych

ou *u  Pu . C .
wynika ze zbieZznos$ci majorant

TR e
@ o0
an
TZ”('AH|+|BH|)’ an(lAnl‘l'anD
n=1 n=1

Wobec tego dowdd zbieznoéci szeregu przedstawiajacego funmkcie (31) i szeregdw

przedstawiajacych jej pochodne do rzedu drugiego wlacznie, sprowadza sig do dowodu
zbieznodci szeregéw

w

(33) Dk, k=0,1,2,
n=1 ‘

(34) Sy, k= -1,0,1,

n=}
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Mozna udowodnié, Ze warunkiem wystarczajgcym zbieznodci szeregow (33) jest, aby
funkcja @(x) miala ciagte pochodne do drugiego rzedu wigcznie i trzecia pochodng od-
cinkami ciagla oraz aby @(0) = ¢(l) = 0, ¢”(0) = ¢”(l) = 0.

Dla zbieznosci szeregéw (34) wystarczy, aby funkcja y(x) miata ciagta pierwsza po-
chodng i drugg pochodna odcinkami ciggla oraz aby 9(0) = (/) = 0.

Gdy wartosci poczatkowe @(x) i ¢(x) nie spelniajg wskazanych wyzej wamnkéw na
przykiad sa one tylko ciggle, wtedy u(x, ¢) nie jest na ogdt rozwiazaniem zagadnienia
(28)—(30) w sensie klasycznym. W tym przypadku wprowadza si¢ pojecie rozwiazania
uogdlnionego w sensie Sobolewa, ktére dla pewnych chwil ¢ = t* moze przybraé charakter
dystrybucji.

7 powyzszych rozwazan jest widoczne, Ze rozwigzanie réwnania rézniczkowego o po-
chodnych czastkowych, zalezy od regularno$ci warto§ci poczatkowych, co nie mialo miejsca
dla réwnan rézniczkowych zwyczajuych. Ma to istotne znaczenie dla poprawnego sfor-
multowania zagadnienia graniczmego, zapewniajgcego ciggla zalezno§¢ rozwigzania od
wartosci poczatkowych oraz dla sformutowania stateczno$ci rozwigzan w sensie Lapunowa
w przypadku ukfadéw cigglych, gdyz zagadnienia te bada si¢ przy zaburzeniu wartosci
poczatkowych. Stad jest widoczne, ze bezposrednie i bezkrytyczne przenoszenie pojeé,
definicji 1 metod dla statecznosci rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych, na sta-
teczno$é rozwigzan réwnan rézniczkowych czastkowych, moze doprowadzi¢ do zasadni-
czych nieporozumien i niejasnoéci.

Jednym z najwazniejszych zagadnien, jest jak wynika to z dotychczasowych rozwazan,
ustalenie odlegloédci migdzy rozwigzaniami zaburzonymi i rozwiazaniami niezaburzonymi.
Warunki nalozone na t¢ odleglo$¢, powinny zapewniaé miedzy innymi takie ograniczenie
stapu w chwili poczatkowej, aby proces niezaburzony byl stateczny, w sensie przyjgtej
odlegtosci. Trzeba przy tym liczyé sig¢ z faktem, Ze dowolne zaburzenie nawet bardzo
regularnego stanu poczatkowego, moze po zaburzeniu doprowadzié do takich wartosci,
ktére generuja rozwiazania.uogdlnione. Sprawa przyjecia wlasciwej odleglosci, ma wigc
dla badania stateczno$ci proceséw cigglych podstawowe znaczenie.

Rozwazmy to zagadnienie blizej, na przyktadzie réwnania struny (28) z warunkami
(29) i (30). Wprowadzamy odleglo$é migdzy procesami zaburzonymi u(x, ¢) i procesem
niezaburzonym u = 0 w postaci

0
(35) o = sup |u|l+ sup e
xe[0,] xef0,2]| Ot

Ograniczenie ¢ w chwili ¢ = 0, jest wigc réwnowazne ograniczeniu wartosci poczatko-
wych w tym sensie, Zze jeSli.g|;~o jest mate, 1o réwniez male jest wychylenie i predkosé
punktéw struny w chwili # = 0 i na odwrét. Tego rodzaju ograniczenie wartoéci poczat-
kowych, przyjmuje si¢ dla badania statecznosci w sensie Lapunowa rozwigzan réwnan
rézniczkowych zwyczajnych i dla tych réwnan, ograniczenie to pociaga za soba np. dla
oscylacyjnego rozwiazania réwnania liniowego o stalych wspdlczynnikach, ograniczenie
wychyleri i predkosci w dowolnej chwili z. Takiej wlasnosci spodziewamy sie na ogdt,
badajac stateczno$¢ ruchu.

Pokazemy, ze dla proceséw ciaglych, ograniczenie wychyleni i predkoécei 'poczqtkowych,
to znaczy odlegtosci ¢ w chwili 1 = 0, nie pociaga za sobg na ogdt ograniczonosci wychylen
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i predkosci w dowolnej chwili 7. Przyktad ten wskazuje wyraznie, Ze przenoszenie pojeé
i przyzwyczajell ze statecznosci réwnan rézniczkowych zwyczajnych, moze doprowadzié
do niepowodzenia, w przypadku badania statecznosci proceséw ciaglych.

Na mocy (31) 1 (35) mamy
2 ?a ( —A"sin$a1+ B,,cosn—lnat) .

[2e]
Z(A cos 1 at+B sm T az)
n=1

n=1

0= +

Dla ¢ = 0 mamy

o0 0

Sl

n=1 ! n=

(36) oli=o =

Niech funkcje poczatkowe @(x) i w(x)-beda takie, ze

[ ni
& A= b=

T
. . iy , < :
Wtedy szeregi w wyrazeniu (36) sa zbieine, gdyz szereg ZFJest zbiezny dla o > 1

i rozbiezny dla o < 1. Stad jest widoczne, Ze pl|,_q jest wielko$cia ograniczona i zmierza
do zera przy & — O.
Jednakze o nie jest wielkoscia ograniczona, gdyz dla wartosci ¢ = ¢* dla ktdérych

. hm N hm .
sm—Tat* =1, cosTat* =0

mamy

G8) 7 ol ,*_‘2

n=1

[va]
|/ £ 4 a & -
T Ly | na nd? [ ni?

n=1

St

Ten meoczeklwany na pozor rezultat mozna waaémc zaréwno z matematycznego jak
i fizycznego punktu widzenia.

Z matematycznego punktu widzenia, w réwnaniu (28), oprécz pochodnej wzglgdem ¢,
wystgpuje pochodna wzgledem zmiennej przestrzennej x, co nie ma miejsca w przypadku
réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Natomiast odleglo$é (35) nie naktada zadnych ogra-
niczen, na pochodne wzgledem zmiennej przestrzennej x. Wobec tego szeregi przedstawia-
jace te pochodne, mogg okazag sig rozbiezne przy pewnych warto$ciach ¢, jak to ma miejsce
w przypadku rozwigzan uogdlnionych.

Z fizycznego punktu widzenia ograniczenie wielkoSci u i a—? dla ¢+ = 0, to znaczy
ograniczenie poczatkowych wychylen i predkosci punktéw struny, zagwarantowanie
ograniczeniem odleglosci w postaci (35), nie ogranicza jej poczatkowej energii potencjal-
nej, zaleznej od pochodne;j -g* Energia potencjalna przeksztalca sig podczas drgan

X

P

struny w energi¢ kinetyczng i moze spowodowaé nieograniczony wzrost ¢ dla pewnych

2 Mech. Teoret. i Stos. 4/78
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wartosci ¢ = t*. Oczywiscie nie dotyczy to struny rzeczywistej, lecz jest konsekwencja
przyjetego modelu matematycznego majacego powyzsze wiasnosci, ktdre trzeba braé pod
uwage przy formutowaniu i badaniu statecznoici.

W rozwaZanym przypadku energia potencjalna ma postac

!
1 u\’
39) E, = 5 J To (Ec_) dx.
Na mocy (31) mamy
(40) E =c¢ an (A,,cosnTnat—kB,,sinf[f—at) ,
n=1

gdzie ¢ oznacza stala nieialean od n. Dla ¢ =0 mamy

(41) _ E, =c > n2d2,
n=1
Dla warto$ci A4, zgodnych z (37) otrzymujemy
(42) : E, = ¢ 2/2"1
’ n=1

Szereg ten jest rozbiezny dla dowolnie malego ¢ > 0, a wigc energia potencjalna struny
E, ma w rozwaZzanym przypadku dla ¢ = 0 nieskoriczenie wielka warto$¢.

Latwo sprawdzié, ze w przypadku rozwiazania klasycznego, ograniczenia dla wartoéci
poczatkowych prowadzace do wzorédw (37) nie moga mieé miejsca i majg postaé zapewnia- -
jaca zbiezno$é szeregu (41). Zatem w przypadku klasycznym, energia potencjalna jest dla
t = 0 ograniczona i ograniczono$¢ przemieszczen i prgdko$¢ w chwili poczatkowej, po-
cigga za soba ograniczono$¢ tych wielko$ci w dowolnej chwili 7, wzglegdem przyjetej od-
legtoéci.

[}

4. Sformulowanie zagadnienla statecznosci dia proceséw ciaglych

Zalézmy, ze uklad ciagly jest opisywany modelem matematycznym, w ktérym wyréz-
niamy parametr 7 oznaczajacy czas. Takie zaloZenie obejmuje te praktycznie interesujgce
przypadki, gdy zmiana stanu ukladu odbywa si¢ z biegiem czasu. Niech rozwazany model
matematyczny ma postaé réwnania
(43) - [F](u(P, 1)) =0,
gdzie [F] oznacza dowolny liniowy, lub nieliniowy operator o pochodnych czastkowych.
Niech réwnanie (43) opisuje pewne zjawisko w obszarze ograniczonym £2 majacym brzeg I
Symbol P oznacza zbidr zmiennych przestrzennych.

Do réwnania (43) dolaczamy warunki brzegowe, ktore przedstawiamy symbolicznie
w postaci : C '

(44 u(P, Ny =0
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araz warunki poczatkowe, ktére przedstawiamy symbolicznie w postaci
(45) u(P,0) = p(P).

Oznaczenia (44) i (45) maja charakter symboliczny dlatego, ze moga one symbolizo-
waé wieksza ilo§¢ warunkdéw, w ktérych moga wystgpowaé réwniez pochodne.

Zakladamy, Ze rownanie (43) ma przy zerowych wartoéciach poczgtkowych rozwia-
zanie zerowe u(P,t) = 0, ktére bedziemy rozwazaé jako proces niezaburzony. Bedziemy
badali statecznoé¢ rozwigzania niezaburzonego, wzgledem zaburzen wartosci poczatkowych,
zakiadajac, ze samo réwnanie (43), jak i warunki brzegowe (44) nie ulegaja zmianie.

Odchylenie proceséw zaburzonych od niezaburzonego bedziemy mierzyli za pomoca
odlegloéci ¢ = p(u, t) spelniajacej warunki
1) o(u, 1) =0
2) 0(0,1) =0
3) dla dowolnego procesu u(P, t) funkcja rzeczywista p(u(P, t), t) zmiennej ¢, jest ciagla

wzgledem ¢.

Nalezy zaznaczy¢, Zze odleglos$¢ o(v, 1) nie musi spetnia¢ aksjomatéw odleglosci w prze-
strzeniach metrycznych. .

Wraz z odlegloscig o(u, 1) wprowadzamy odleglo$¢ p,(x) na ogdt rézna od gy,
spelmiajaca warunki (1)1 (2) dla ¢ = t,. Odlegloé¢ ta nie zalezy jawnie od czasu f i za po-
‘moca tej odleglosci, bedziemy ograniczali stan poczatkowy. Sposérdd wszystkich mozli-
wych stanéw poczatkowych odlegloéé g, wyodrebnia tylko te, dla ktérych pozostaje ona
ograniczona.

Stosowanie roznych odleglosci g, oznacza, Ze proces idealny, niezaburzony u = 0,
moze by¢ poddany zaburzeniom poczatkowym réZznego rodzaju, to znaczy o réznym stopniu
regularnosci. Dla konkretnego obiektu (struna,. belka, ptyta itp.) rodzaj zaburzen wynika
z charakteru jego pracy i odleglosci o i p, dla procesu opisujacego matematycznie ten
obiekt, powinny by¢ wybierane na podstawie przeslanek fizycznych. Stosowanie odleg-
foéci g, ograniczajacej stan poczatkowy, pozwala na rozpatrywanie zaburzenn wartoéci
poczatkowych o mniejszym stopniu regularnosci niz klasyczny, dopuszczajacym réwniez
rozwiazania uogdlnione.

Przy rozwazaniu dwdéch odleglosci ¢ i p, wprowadza si¢ jeszcze jeden warunek dla
odleglosci ¢ a mianowicie
4) odlegtod¢ o(u, 1) jest ciagla wzgledem odlegtosci g, (1) dlaz = ¢, to znaczy dla dowolnego
€> 011 =1y, istnieje takie n(e, £;) > 0, ze nieréwnosé g,(u) < (e, ty) pociaga za soba
nieréwnos$¢ p(u, t)|e=:, < &. Nie zakladamy natomiast, Ze jest na odwrdt, to znaczy od-
leglo§¢ o, mie musi byé ciagta wzgledem odleglo$ci ¢ dla 7 = f,. WeZmy na przykiad

(46) o= [wie, ¢, - ﬂf [uz+ Z(_@u_)]dg

3x,~
2

W tym przypadku, dla dowolnego ¢ > 0 mozna zawsze znalez¢ takie nn = 1(¢) > 0, Ze
jest g < ¢ jesli tylko g, < n(e), na przyklad 7(e) = &. Natomiast z nieréwnosci o < 7(¢)
nie wynika, Ze p, < .

T
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Definicja: Niezaburzony proces ciggly # = 0 nazywamy statecznym w sensie Lapunowa
wzgledem dwoch odleglosci g i g, w przedziale [z, c0) jedli
1) wszystkie procesy u(P,t) sa okre§lone w przedziale [z, co)

2) dla dowolnego & > 0 istnieje 7(s, #,) > O takie, ze dla dowolnego procesu u(P, t)
nieréwno$¢ o, < n(e, f,) pociaga za sobg nieréwno$¢ ¢ < & dla wszystkich 7 > ¢,.
Jesli ponadto g — 0 przy ¢ — co, wtedy niezaburzony proces nazywamy asympto-

tycznie statecznym.

W szczegdlnym przypadku moze by¢ g, = pli=r, Wiedy stan w chwili poczatkowej
i dowolnej charakteryzuja sig ta sama odlegloscia. Powiadamy wtedy, Ze stateczno$é¢ ba-
damy wzglgdem jednej odleglosci.

Definicje statecznosci wzgledem dwdch odlegloscei dla procesu ciaglego podal Mowczan
i z tego wzgledu stateczno$¢ ta bywa nazywana statecznoscig w sensie Lapunowa-Mow-
czana.

Badanie statecznosci w sensie Lapunowa, zarédwno proceséw dyskretnych jak i ciggtych
mozna przeprowadzié, opierajac sie bezpo$rednio na definicji, lecz udaje si¢ to rzadko,
dla bardzo prostych modeli matematycznych. W bardziej ztozonych przypadkach, do-
godniejsze jest stosowanie tak zwanej bezposredniej metody Lapunowa.

Metoda bezposrednia Lapunowa dla uldadéw dyskretnych jest dobrze znana i opra-
cowana. Z tego wzgledu ograniczymy si¢ do omdéwienia ogélnych aspektow tej metody
dla proceséw ciggtych.

Métoda bezposrednia Lapunowa dla proceséw ciaglych polega na wprowadzeniu
funkcjonatu V(u, t), ktéry dla dowolnej funkcji (P, t) i danej chwili czasu ¢ > ¢, jest
liczbg rzeczywistg. Odleglodci ¢ i g, 53 tez funkcjonatami tego rodzaju. Funkcjonal V rézni
si¢ od p tym, Ze zmienia si¢ on monotonicznie z biegiem czasu, za$ wlasno$é tg moze
mieé, lecz nie musi, funkcjonat p. Jesli do funkcjonatu V(u, r) podstawimy funkcje u(P, ¢)
przedstawiajaca konkretny proces, to V staje si¢ pewna funkcja czasu, ktora oznaczamy
przez V = V(¢). Analogicznie odleglo$¢ o(u, t) dla pewnego procesu u(P, t) oznaczamy
przez ¢ = o(¢). '

W celu zbudowania podstaw bezposredniej metody Lapunowa, trzeba wprowadzié
pewne okreslenia dotyczace funkcjonatu V, a mianowicie zdefiniowaé stalo$¢ i okre§lo-
no$¢ co do znaku funkcjonalu V wzgledem odlegtosci o i ciggtosé funkcjonatu wzgledem
odleglosci ¢, dla ¢ = #,. Pomijajgc szczegélowe przedstawienie tych okreslen, przejdziemy
do twierdzenia, bgdacego podstawa bezposredniej metody Lapunowa badania statecznosci
procesow cigglych wzglgdem dwdéch odleglodci.

Twierdzenie Lapunowa-Mowczana (o statecznoécl)

Warunklem koniecznym i wystarczajacym na to, aby proces niezaburzony u(P,t) = 0
byl stateczny wzgledem dwéch odlegloéei ¢ 1 o, dla ¢ = 1, jest, aby istnia. funkcjonat V
1) dodatnio okreslony wzglegdem odlegtosci g
2) ciagty wzgledem odleglosci p, dla ¢ = ¢,

3) nie rosnacy wzgledem czasu, wzdhiz dowolnego procesu zaburzonego u(P, ¢) dla
12 1.
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Jes$li ponadto jest imV = 0, to proces niezaburzony u(P, t) = 0 jest asymptotycznie

— o0

stateczny.

Zwréémy uwage, na niektére zagadnienia zwigzane z badaniem statecznosci proceséw
ciagtych metoda funkcjonaléw Lapunowa. Jak juz wiemy, do badania stateczno$ci procesu
u = 0 dogodnie jest stosowaé dwie odlegloéci p i g, Wybdr tych odlegloéci w konkretnej
postaci, zalezy od réznych, czgsto przeciwstawnych wzgledow. Jedli badamy stateczno$é
w oparciu o twierdzenie Lapunowa-Mowczana, wtedy trzeba sprawdzi¢ ciagloé¢ funkcjo-
nalu 'V wingdem odlegtosci poczatkowej g, dla t = t,. Najprosciej jest to uczynié, osza-
cowujac funkcjonal Lapunowa V, przez odlegloéé poczatkowa p, dla ¢ = t,. Jednakze
jesli funkcjonat V ma ztoZong posta¢, wtedy oszacowanie takie atwiej otrzymaé, gdy ¢,
ma posta¢ podobng do V, co nie zawsze jest dla nas odpowiednie, z.punktu widzenia
“ograniczenia stanu poczatkowego. Jesli mozna przeprowadzi¢ badanie statecznosci wzgle-
dem jednej odleglosci ¢ i ¢, = @li=r, 1 zastosowaé funkcjonal V w tej samej postaci co
odlegtoéé o, wtedy sprawdzenie warunkéw z twierdzenia o statecznoédci znacznie sig up-
raszcza, gdyz warunki (1) i (2) tego twierdzenia sa wtedy automatycznie spelnione i po-
zostaje tylko sprawdzenie warunku (3). Z drugiej strony informacja zawarta w nieréwnosci
¢ < & w przypadku gdy ¢ ma zfozong posta¢, moZe okazac si¢ malo interesujgca i nieczy-
telna z fizycznego punktu widzenia. Najbardziej interesujacy praktycznie jest przypadek,
gdy z nierdwnofci ¢ < ¢ mozna otrzymaé nieréwnos¢ |u| < M(¢, €, Py, to). Uzyskanie
takiego rezultatu jest utatwione gdy ¢ ma odpowiednia do tego celu postaé, ktéra nie ko-
niecznie jest wtedy réwnie dogodna dla innych celow, wynikajacych ze stosowania twier-
dzenia o stateczno$ci. Nalezy przy tym podkreéli¢, Zze rezultat taki moZna uzyskaé tylko
wtedy, gdy proces zalezy od jednej zmiennej przestrzennej. Jest to zwiazane z faktem, ze
ciagla zaleino$¢ samego rozwigzania od wartodci poczatkowych, nawet dla prostego linio-
wego réwnania o pochodnych czastkowych typu hiperbolicznego drugiego rzgdu, ma miejsce
tylko w przypadku jednej zmiennej przestrzennej. Inaczej mowiac, w przypadku jednej
zmiennej przestrzennej, male zmiany funkcji poczatkowych, pociagaja za sobg male zmiany
samego rozwigzania, przy okre$lonej regularnosci wartoéci poczatkowych. W przypadku
dwdch Iub wigkszej iloéci zmiennych przestrzennych, male zmiany funkcji poczatkowych
nawet o duzym stopniu regularnoéci, pociagaja za soba co najwyzej male zmiany catki
z kwadratu rozwigzania, obliczonej w obszarze przestrzennym.

Wszystkie te zagadnienia sa w istotny spos6éb zwigzane z wyborem funkcjonatu V
i odlegtodci g i g,, ktdrego dokonujemy dla zbadania statecznoéci procesu ciaglego nie-
zaburzonego u = 0.

Analogicznie do przedstawionych tu rozwazan, mozna sformulowacé teorie statecznosci
dla réwnan typu parabolicznego, opisujacych zjawiska przewodnictwa cieplnego i dyfuzji,
oraz dla réwnan typu eliptycznego, opisujacych na przykiad zjawiska réwnowagi sprezystej
cial statych. Mozna stwierdzi¢, ze najtrudniej poddaja si¢ badaniom réwnania typu hi-
perbolicznego, opisujace zjawiska dynamiczne w cialach statych.

Konstrukcje funkcjonaléw Lapunowa dla proceséw zachowawczych mozna na ogét
zrealizowac obierajac catkowitg energie uktadu jako funkcjonat Lapunowa V. W przypadku
proceséw thumionych, staramy si¢ zmodyfikowaé odpowiednio postaé calkowitej energii
uktadu, aby wykazag, ze V < 0. Funkcjonaty Lapunowa w takiej zmodyfikowane]j postaci



434 R. Gurowski

nazywamy catkami energetycznymi. Modyfikacja energii catkowitej ukladu, prowadzica
do pewnego wariantu catki energetycznej, odbywa sig czesto na drodze w znacznej mierze

intuicyjnej. Dla liniowych réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych i ich ukia-

déw, opracowano réwniez bardziej systematyczne metody poszukiwania funkcjonatéw
Lapunowa, w postaci catkowych form kwadratowych. Istnieja réwniez nieliczne rezultaty,

dotyczace zagadnien nieliniowych i poczyniono pierwsze kroki, dotyczace konstrukcji
optymalnych funkcjonatéw Lapunowa, zapewniajacych najw1kazy obszar parametrow,

dla ktorych rozwigzanie jest stateczne.

Dla réwnan rézniczkowych o pochodnych czastkowych, mozna wprowadzaé¢ rowniez
inne pojecia statecznosci, niz sformutowana poprzednio stateczno$¢ w sensie Lapunowa-
Mowczana, zwigzana z zaburzeniem warto$ci poczatkowych. Przede wszystkim mozna
rozwazaé zaburzenia warunkdéw brzegowych przy niezmiénnych wartosciach poczatko-
wych, lub tez rozwazaé jednoczeénie zaburzenia wartoéci poczatkowych i warunkéw brze-
gowych. Oprdcz tych zaburzend mozna rozwazaé dodatkowo zaburzemia samej postaci
réwnania rozniczkowego, co prowadzi do pojecia statecznosci przy stale dziatajacych za-
burzeniach. Sformufowanie pojec statecznosdcei przy wymienionych zaburzeniach wzgledem
odleglosci w sensie Lapunowa-Mowczana nie nastrgcza zasadniczych trudnoéci, dlatego
ciste ich zdefiniowanie pomijamy.

Sposréd statecznosci odmiennych od stateczno$ci w sensie Lapunowa-Mowczana
warto zwrdci¢ uwage na stateczno$¢ w sensie Lagrange’a. Model matematyczny przedsta-
wiony réwnaniem o pochodnych czastkowych linlowym lub nieliniowym jest stateczny
w sensie Lagrange’a, gdy kazde jego rozwigzanie jest okreSlone dla P e 21 ¢ € [¢,, o0) oraz
gdy spetniona jest nastgpujgca nieréwnosé

(47) o(u(P. 1)) < Dle, 1), Blc,) >0, PeQ, t€[to, ),

gdzie statla ¢ = const > 0 zalezy tylko od obszaru zmienno$ci warunkéw granicznych,
za$ p oznacza odlegto$é. W szczegdlnym przypadku moze byé @(c, t) = M(c) = const >0.
w sformulowanm (47) funkcja @(c, t) jest dbwolna, to znaczy wystarczy wykazac, Ze
Jakakolw1e1r funkcja @ ograniczajaca odlegio$é p istnieje, aby model matematyczny byk
stateczny w sensie Lagrange’a. JednakZe istnieje wiele problemdw fizycznych i technicz-
nych dla ktérych trzeba podaé warunki dostateczne przy ktérych odleglo$é o jest ograni-
czona funkcja, lub stata, na ktére natozone sa dodatkowe warunki.

Warunki te polegajg czgsto na Zadaniu efektywnego wyznaczania funkcji lub stalej
ograniczajacej i przy tym w taki sposéb, aby istniala mozliwo§¢ wplywania na ich war-
togci — na przyktad poprzez dobdr wartosci poczatkowych, wspétezynnikéw réwnania itp.
Mozna dopuéci¢ réwniez funkcje @(c,t) rosnace, lecz w tym przypadku chcemy mieé
informacje o predkosci jej wzrostu i mozno$¢ wplywania na t¢ predkosé. W tym ostatnim
przypadku, chodzi na przyklad o to, aby uklad regulacji, ktory zaczyna dziata¢ w chwili,
gdy rozwigzanie przekroczy pewien okre§lony poziom warto$ci, mial czas na sprowadzenie
rozwigzania do nowych wartosci wyjéciowych. Tak sformutowane zagadnienie statecznosci
w sensie Lagrange’a, dla ktérego naktada si¢ dodatkowe ograniczenia i zadania na funkcje
@D(t, ¢) wynikajagce z przestanek fizycznych, nosi nazwe zmodyf 1kowaneJ stateczno$ci
w sensie Lagrange’a.
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Zagadnienie statecznoSci technicznej dla proceséw ciaglych mozna sformutowaé naste-

pujaco.
Niech bedzie dane réwnanie w postaci

(48) [(Flu(P, 1))+ a(P,t) =0, Pef, tell, T]
Niech warunki brzegowe majg postaé
49 u(P, 1)+B(P, t)|r =0,

gdzie a(P, t), B(P, 1) sa funkcjami zmiennych P i ¢. Funkcje a(P, 1) i (P, t) przedstawiaja
stale dzialajace zaburzenia w obszarze {2 i na jego brzegu I".

Zakladamy, ze rownanie (48) ma dla zerowych wartoci poczatkowych oraz ¢ = 0
i B = 0 rozwigzanie zcrowe u = 0, ktére begdziemy rozwazali jako proces niezaburzony.
Pozostale rozwigzania u(P, t) sa generowane przez rézne wartoci poczatkowe, ktére
oznaczamy symbolicznie przez u(P, t,).

Stan poczatkowy i aktualny procesu bedziemy charakteryzowaé za pomocg dwodch
odlegtosci p,(u) i o(u, t). Stale dzialajace zaburzenia bgdziemy charakteryzowaé za pomoca
odlegtosci p,(a), 0s(#) okreslanych na zbiorze funkcji a(P, ¢), f(P, 1), P 82, t€ [t,, T]

Niezaburzony proces ¥ = 0 nazywamy statecznym technicznie przy stale dziatajacych

zaburzeniach o i # i danych ograniczeniach g, @,, 0« 05 gdy dowolne rozwiazanie réwnania
(48) spetnia nieréwnos¢

(50) Q(u’t) s é’, te [IO’T]’
jesh tytko
(51) Qp(u) < Op Qa(a) S Qﬁ(ﬂ) < 0p

dla dowolnych zaburzen «(P,t), (P, ), dla ktorych.istnieje rozwigzanie rozwazanego
réwnania (48) odpowiadajace wartosciom poczatkowym u(P, ¢,). Wielko§¢ g, jest stata,
za$ 0, 0«, 0p 52 Na ogot funkcjami czasu. (w szczegSlnym przypadku moga to byé réwniez
stale).

Dla modeli matematycznych procesdw cigglych formuhlje si¢ réwniez zagadnienie
wrazliwoéci strukturalno modelowej majace to samo znaczenie, jak oméwione poprzednio
dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Przypominamy, Ze chodzi tu o wrazliwo$¢ wybra-
nej grupy wiasnosci jako§ciowych, lub cech ilo§ciowych, na mate zaburzenia postaci mo-
delu, czyli male zmiany samego réwnania. Zilustrujemy to zagadnienie na przypadku
szczegdlnym wrazliwoSci iloSciowej rozwiazan prawie liniowego réwania struny, na zmiany
wspStczynnikéw czeéei liniowej réwnania.

Rozwazmy réwnanie poprzecznych drgan struny w postaci

o*u Pu du du
(52) 012 +2ﬂ——+au ka 7 fx,t,u,j_;,-—aT).
Niech warunki poczatkowe majq postaé '
ou(x, 0
(3 ux, 0) = g, 20

i niech warunki brzegowe maja postaé
4 u(0,1) =0, u(l,t) =0.
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Rozwiazanie rownania (52) z warunkami (53) i (54) bgdziemy>uwa2ali Za znane. Za-
gadnieniem, ktére chcemy zbadaé, jest wrazliwo$¢ rozwigzan réwnania (52) na zmiang
parametru ¢ réwnego o lub f lub k. W tym celu wprowadzamy funkcj¢ wrazliwosci w postaci

u(x, t,c+4c)—u(x, ¢, Cl _ Ou

(55) w(x, t,c) =Al.l:r_1'10 r =

Na podstawie (55) mamy przyblizony zwigzek
{56) u(x,t,c+4c)—u(x, 1, ¢) = w(x, t, c)dc.

Jesli wigc wyznaczymy lub oszacujemy funkcje w(x, ¢, ¢), wtedy na podstawie wzoru
(56) mozemy w przyblizeniu wyznaczy¢, lub oszacowad zmiang funkcji u(x, ¢, ¢) powstala
w wyniku zmiany parametru ¢ o warto$§¢ de. '

Wyprowadzimy réwnanie rézniczkowe dla funkcji w(x, t, ¢). RéZniczkujgc réwnanie
(52) wzgledem ¢ = a, 8, k otrzymujemy réwnanie rézniczkowe w postaci

O ARG = kg o g G e,
gdzie
—udlac=ua
: ou ou _28_u dla c=§
(58) U = s U= H = ot .
aZ

U
3;2— dlac—-k

Warunki poczatkowe i brzegowe dla funkcji @ maja postaé
©(x,0, Q) = u(x,0,0) = -2 g(x) = 0
X, :C_acu L] __30¢x_ s

ot ¢ ot = 5c ¥ =0

dw(x,0,c) 8 [c')u(x, 0, c)] 9
o T dc

(59) 3
w(0,1,0) = _B?H(O’ t,c) =0,

w(, t,c) = —aa?u(l, t,c) =0

Zagadnienie polega teraz na $cistym, lub przybliZonym rozwiazaniu réwnania (57),
lub zbadaniu wlasnosci jego rozwigzan, to znaczy na przyklad ustalenia warunkéw dosta-
tecznych ich ograniczonoéci i zmierzania do zera przy ¢ — co.

" Wprowadzamy oznaczenia

_af af af
(60) 24 = -

= P =

sy O >
du, Juy
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Wtedy réwnanie wrazliwo§ci moZemy napisa¢ w postaci

ow J*u
U’W"f"(a—'ﬂ)w = ka—xz—"i‘H

*w dw
61) 2= D~

Poniewaz rozwigzanie u(x, ¢, ¢) traktujemy jako znane, wigc funkcje (60) sa znane.
Roéwnanie wrazliwoéei (61) jest wiee réwnaniem liniowym o zmiennych wspdlczynnikach.
W przypadku liniowego réownania struny /* = 0, ktadziemy w réwnaniu (61) 1 = o =v =0
i otrzymujemy réwnanie rézniczkowe liniowe o stalych wspé}c%ynnikach, wymuszone
rozwigzaniem (lub jego pochodnymi), ktérego wrazliwo$é badamy.

W przedstawionych wyzej rozwazaniach dokonany zostat przeglad pojeciowy najwaz-
niejszych poje¢ statecznosdci ruchu, dla modeli matematycznych dyskretnych i cigglych,
z punktu widzenia potrzeb technicznych. Pominigte zostaly mniej istotne wariarity pojet
statecznodci oraz catkowicie pominigto zagadnienia statecznosci proceséw losowych, wy-
magajacych osobnego opracowania. Dla wszystkich przedstawionych tu rodzajéw sta-
tecznosci istnieja mniej lub bardziej zaawansowane metody ich badania. Metody te sg
znacznie bardziej zaawansowane dla modeli dyskretnych, niz dla modeli ciaglych. Przedsta-
wienie nawet pobieZznego przegladu istniejacych metod przekracza znacznie ramy niniej-
szego opracowania. Systematyczne zapoznanie si¢ z metodami badania statecznosci ruchu
ofrodkéw dyskretnych i ciaglych, wymaga siegniecia do Zrédlowej literatury.
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