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1. Wprowadzenie

Przedmiotem  pracy  jest  laminarny  ustalony  dwuwymiarowy  przepływ  lepkiej  cieczy
nieś ciś liwej w płaskim, lub osiowo- symetrycznym  kanale o zmiennym przekroju oraz o prze-
puszczalnych  i  rozcią galnych  ś ciankach.  Przepuszczalność  ś cianki  opisana  jest  prawem
okreś lają cym  liniowy  zwią zek  mię dzy prę dkoś cią   filtracji  a róż nicą  ciś nień po obu stronach
ś cianki.  Rozcią galność  ś cianki  powoduje,  że  jej  prę dkość  może zmieniać  się   wzdłuż  ka-
nału  w  zadany  sposób.  Zmienność przekroju  oraz  przepuszczalność  i  rozcią galność  ś cia-
nek są   trzema efektami, których oddział ywanie na przepł yw jest badane w niniejszej  pracy.
Ograniczymy, się   przy  tym  do  przypadków,  gdy  przepuszczalność  ś cianki  jest  nieduż a,
zaś  prę dkość  ś cianki  i  szerokość  symetrycznego  kanału  zmieniają   się   powoli.  Ponadto
w  niniejszej  pracy  bę dziemy  zakł adać, że  ciś nienie  na  zewną trz  kanału  jest  stałe  i  pole
przepływu  jest  symetryczne  wzglę dem  osi  kanał u.

Okreś lony  w  ten  sposób  problem  nawią zuje  do  niektórych  zagadnień  dotyczą cych
przepływów  w  kanał ach  o  ś ciankach  nieprzepuszczalnych  [1—5]  i  porowatych  [6—13],
a  także pompowania perystał tycznego  [14] i  teorii  smarowania  [1—4]. W  wię kszoś ci prac
na  temat przepł ywów  w kanał ach  o ś ciankach porowatych autorzy przyjmują   jednorodny,
z  góry  zadany,  rozkł ad prę dkoś ci  poprzecznej  na  ś ciance.  Jedynie  w  artykule  [12]  i  [13]
prę dkość ta została uzależ niona od róż nicy ciś nień po obu stronach ś cianki, co jest zbież ne
z  założ eniem przyję tym  w  niniejszej  pracy.

Nowym  elementem  wprowadzonym  przez  nas  jest  założ enie rozcią galnoś ci  ś cianek,
które ponadto mogą   być porowate  i które mogą   ograniczać kanał   o zmiennym przekroju.
Takie  sformuł owanie  problemu  wynikł o  przy  okazji  badań nad  zjawiskami  hydromecha-
nicznymi  towarzyszą cymi  przę dzeniu  włókien  chemicznych,  gdzie  wszystkie  trzy Wymie-
niane  efekty  stają   się   istotne.

D o  wyznaczenia  przepł ywu  wewną trz  kanału  wykorzystane  zostanie  założ enie,  że
wielkoś ciami  niewielkimi,  ale  danymi  są   przepuszczalność  oraz  zmiany  prę dkoś ci  ś cianki
i  szerokoś ci  kanał u.  N a  tej  zasadzie  bę dziemy  przyjmować,  że przepływ wewną trz  kanału
winien  niewiele  odbiegać  od  przepł ywu  okreś lonego  lokalnie  rozwią zaniem  Poiseuille'a,
W odniesieniu do którego  zastosujemy  metodę  mał ych zaburzeń. Należy jednak  zauważ yć,
że w przyję tym  tu rozwią zaniu  Poiseuille'a wystę puje nieznany zmienny gradient ciś nieniâ
a znajomość  rozkł adu ciś nienia wzdł uż kanału jest niezbę dna do wyznaczenia pozostał ych
parametrów  przepł ywu.  Podstawowym  zadaniem  bę dzie  wię c  znalezienie  rozkł adu  ciś-
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nienia wzdłuż ś cianki,  nastę pnie wyznaczymy  główne  człony  dla  pola  prę dkoś ci,  po  zna-
lezieniu  których  zajmiemy  się   również  wyznaczeniem  w  liniowym  przybliż eniu  członów
zaburzają cych  wzdłuż ną   składową   prę dkoś ci  i  rozkł ad  ciś nienia.

2.  Równania  i  • warunki  brzegowe

Wprowadzamy  prostoką tny  lub  cylindryczny  ukł ad  współ rzę dnych,  którego  oś  z  po-

pokrywa  się  z osią   symetrii  kanał u, a oś x jest do niej prostopadła (rys.  1). Skł adowe prę d-

koś ci  wzdłuż osi  z  i  x  oznaczymy  symbolami  w  i u, a. ciś nienie przez p.  Poł owa  szerokoś ci

(lub promień) kanału okreś lana jest jako R(z), zaś symbole  Wiz) i  U(z) oznaczają   odpowied-

nio  prę dkość  ś cianki  i  prę dkość  przepływu  filtracyjnego  skierowanego  prostopadle  do

ś cianki.

Rys.  1.  Schemat  kanału  o  zmiennym  przekroju,  ze  ś ciankami  porowatymi  i  rozcią galnymi

Równania ruchu lepkiej  cieczy nieś ciś liwej,  o stałej gę stoś ci  Q i o stał ym kinematycznym
współczynniku  lepkoś ci  v, napiszemy  w  postaci  nastę pują cej:
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[ 0  '  dla  ukł adu  prostoką tnego,

1  dla  ukł adu  cylindrycznego.

Warunki  brzegowe,  które  wynikają   z  symetrii  przepł ywu  oraz  z  cią głoś ci  prę dkoś ci
na  ś ciance  mają   formę

(2.5a- d) u(R,ź ) =

w(R, z)  -

W(z)R'(z)+U(z)

W(z)- U(z)R'(z)
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Prę dkość filtracji  U(z) przez ś ciankę kanału jest okreś lona relacją wynikają cą z warunku
przepuszczalnoś ci

(2.6)  U(z) =  W ( z ) ,

gdzie  K(z) jest  współ czynnikiem  przepuszczalnoś ci, a

(2.7)  P(z) =  —[p(R,z)- pA],
r

jest wielkoś cią zwią zaną z róż nicą ciś nień wystę pują cą  po obu stronach ś cianki (fi =  const
jest  dynamicznym współ czynnikiem  lepkoś ci,  a. pA~  const jest  zewnę trznym  ciś nieniem
atmosferycznym).  W  przypadku  przepł ywu  w  kanał ach  nieprzepuszczalnych,  za  pA

podstawiać  bę dziemy  wybrane  ciś nienie  odniesienia. Zależ ność  (2.6) wynika z liniowego
prawa  Darcy, w którym  pochodną ciś nienia  zastą piono  odpowiednim ilorazem róż nico-
wym,  przy  czym  współ czynnik  K uwzglę dnia  zarówno  wł asnoś ci  filtracyjne  ś cianki jak
i  jej  gruboś ć.

Funkcje  R(z), W(z) i K(z), które okreś lają  geometrię, kinematykę i przepuszczalność
s'cianki  są  traktowane jako  dane.

3. Ł inearyzacja  i rozwią zanie równań  ruchu

Ponieważ poł owa szerokoś ci  (lub promień) kanału R(z) i prę dkość ś cianki  W(z) winny
się zmieniać powoli, a przepuszczalność ś cianki winna być nieduż a, bę dziemy  poszukiwać
rozwią zania  naszego  prolemu w formie  mał ego zaburzenia  lokalnego przepł ywu Poiseui-
lle'a

(3.1 a- c)  w =  wp+w,   M =   u,  p~pA

gdzie

(3.2)  wp =   W(z)- R2(z)P'(z)  W0(C)

jest rozwią zaniem Poiseuille'a o parabolicznym  rozkł adzie prę dkoś ci opisanym  bezwymia-
rową  funkcją  (rys. 2)

(3- 2a)  WQ =  - ^~  (1 -  e),  I  =   x/ R{z),

a symbolem  (~) oznaczono małe zaburzenia przepł ywu gł ównego.
Zależ ność (3.2) jest formalnie  identyczna z funkcją  opisują cą  rozkł ad prę dkoś ci w ka-

nale o stał ej szerokoś ci  2R, ze ś ciankami nieprzepuszczalnymi  poruszają cymi  się ze stałą
prę dkoś cią  W, przy  stał ym  gradiencie  ciś nienia  P'(z) — const. W niniejszej  pracy do-
puszczamy zmienność wielkoś ci R, W, F  z odległ oś cią z, ale zmienność na tyle sł abą, aby
w(x, z), u(x, z),p(x,  z)  i ich pochodne były  małe w porównaniu z odpowiednimi wiel-
koś ciami wp,p  i ich pochodnymi z przepł ywu gł ównego. Zwię kszenie  rzę du mał oś ci  daje
również  róż niczkowanie  wzglę dem  z.  Zajmiemy  się jedynie  wyznaczeniem  najniż szego,
liniowego przybliż enia  ze wzglę du na tak okreś lone małe zaburzenia lokalnego przepł ywu
Poiseuille'a. Trzy czynniki  zaburzają ce  przepł yw Poiseuille'a podane zostały w poniż szym

. zestawieniu:

(3.3a)  K(z)  ?Ł  £,  przepuszczalność  ś cianek,
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(3.3b)  R'(z)  ^  O,  zmienność  przekroju  kanał u,

(3,3c)  W  (z)  ^  0,  rozcią galność  ś cianek.

Wielkość  P(z)  jest  tymczasem nieznana.
Wprowadzając  zał oż oną postać rozwinięć  (3.la  -  c) do równań  (2.1—3) i do  warunków

(2.5a -  d),  (2.7), oraz pozostawiając  jedynie  wyrazy  najniż szego  rzę du ze wzglę du na małe
zaburzenia,  otrzymujemy  nastę pują cy  uproszczony  ukł ad  równań:

v  8  I  8w  k\   _  8wp  «,  8wv
( 3' 5)  xT - fe  \ "5T *  ; "  "p ^ "  " "  "^e

z  jednym  niejednorodnym

(3,7)  S( *, *) = *  f̂ (z) •  R'(z) + KP,

i  z  czterema jednorodnymi  warunkami  brzegowymi

(3.8a,b)  H ( 0, 2) «0,  f^

(3.8c, d)  H>(i?, z)  =  0,  jJCR, z) =  0.

Rozwią zanie  równania  cią gł oś ci  (3.4)  speł niają ce  warunek  symetrii  (3.8a)  które  ma
postać nastę pują cą:

moż na było znaleźć niezależ nie od pozostał ych równań  i  warunków.
Ze  wzoru  (3.9)  w  kombinacji  z  warunkiem  brzegowym  (3.7)  uzyskujemy  równanie

róż niczkowe zwyczajne,  które zawiera  P(z) jako  fukcję  niewiadomą

(3.10)  '  [P'Rk+3]'- (k+3)- (4R)k- KP=  2k  •   (k+3)(W- Rk+1)'.

Za pomocą równania  (3.10) moż na wzór  (3.9) sprowadzić do postaci

(3.11)  u  -

gdzie  bezwymiarowe  funkcje

(3.Ha)  tfl(0..I

(3.11b)  ;  uz(£) = ~

okreś lają  wzglę dny  rozkł ad  skł adowej  poprzecznej  prę dkoś ci  u =   M W poprzek  kanału
pod  wpł ywem  zmiany  prę dkoś ci  (W  &  0, R'  =  0, K-   0),  bą dź  też  przepuszczalnoś ci
(K  #  0,  W  =  0, i?' =  0)  ś cianki  (rys.  2). Zmiana przekroju  (i?'  ?t  0) xiieruchomego  kaT



PRZEPŁ YW  LAMINARN Y W  KANAL E 333.

nału  (W=  0)  o  nieprzepuszczalnej  ś ciance  (K  =  0) daje  również  rozkł ad  opisany  przez:
t / jd) .  N atomiast przy  ł ą cznym wpł ywie  kilku  czynników  poprzeczne  rozkł ady prę dkoś ci;
M w róż nych przekrojach nie muszą być do siebie podobne.

Rys.  2.  Funkcje  WQ(£),

Q5  1,0

) ,  U2(6)  wystę pują ce  we  wzorach  (3.2)  i  (3.11)

Równanie  (3.10)  wymaga  okreś lenia  dwóch  warunków  brzegowych,  które  należy

dobrać  w  zależ noś ci  od  konkretnego  rozpatrywanego  przypadku.  Rozwią zując  równa-

nie  (3.10)  uzyskujemy  funkcję  P(z)  opisują cą  w  pierwszym  przybliż eniu  rozkł ad  ciś nie-

nia  w kanale,  pozwalają cy  na  podstawie  wzorów  (3.2)  i  (3.11)  wyznaczyć  gł ówne  skł a-

dowe  rozkł adu prę dkoś ci  wp(x,  z)  i  u{x,  z).

Otrzymane w fen  sposób  rozkł ady ciś nienia i prę dkoś ci  moż na traktować jako  podsta-

wowe  przybliż one  rozwią zanie  naszego  problemu.  Rozwią zanie  to  nie  zależy  w  sposób

jawny od liczby Reynoldsa. Bę dziemyje  wykorzystywać do uproszczonego opisu przepł ywu,,"

W szczególnoś ci  do  wyznaczania  lini i  prą du.

Wydatek  Q pł ynu przez pole  (nx)k  x przekroju poprzecznego jest okreś lony cał ką

(3.12) Q  ~  (2n)k  /   w(x,  ź )xkdx  =   const.

Podstawiając  w  w  wp  ze  wzoru  (3.2)  i wykonując  cał kowanie otrzymujemy  równanie-

lini i  prą du  rozgraniczają cej  obszar  stał ego  wydatku:

(3.13) Q R2(z)P'(z)
(A:+ !)(«: + 3)

Po  znalezieniu  gł ównych  czł onów  opisują cych  w  przybliż eniu  rozkł ad  wzdł uż ny  ciś --

nienia p—pA  «  nP{z)  oraz  pole  prę dkoś ci  w  «  wp,  u  x  ii  przystą pimy  do  wyznaczenia

pozostał ych  czł onów  zaburzają cych  przepł yw  typu  Poiseuille'a,  mianowicie  do  wyzna-

czenia  w  i  p.

Podstawiając  prę dkość w„   (3.2) i  u  (3.11) do równań  (3.5) i  (3.6) oraz cał kując te rów-
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nania z uwzglę dnieniem warunków  brzegowych  (3.8b -  d) znajdujemy  poszukiwane  człony

zaburzają ce:

i(D -

+ (WR'+KP)[w-

gdzie

(3.14a)

(3.14b)  W2

(3.14c)-

(3.14d)  WĄ - .

oraz

(3.15)  p

gdzie

(3.15a)

Wykresy  funkcji

rys.  3.

36(3/c + 5)

I - !2

) ,  WJJs)  oraz  P0( D  przedstawione  zostały  na

Rys.  3. Funkcje  PPi(|), ), i

1,0

wystę pują ce  we wzorach  (3.14)  i  (3.15)
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4.  Przykł ady

Uzyskane wyniki zilustrujemy  kilkoma przykładami, w każ dym 2 których uwzglę dniony
bę dzie wpływ tylko jednego z trzech czynników  (3.3) zaburzają cych  przepływ Poiseuille'a.
Wszystkie przykłady odnosić się  bę dą   do przypadku osiowo- symetrycznego  (k =  1), o do-
datkowej  symetrii-  wzglę dem płaszczyzny z = 0.

W przykładach tych, dla równania (3.10) przybierają cego  postać

(4.0.1)  (P'R*y- l6RKP=  8- (WR2)',

dwa warunki brzegowe dla funkcji  P(ź ) dane bę dą  w punkcie z  -   0.
Definiujemy  bezwymiarową   funkcję   17(C)  jako

(4.0.2)  17(0  = ^j- ,  f = « 4 r 4  a « l ,

za pomocą  ciś nienia  odniesienia P  i małego parametru  a, które zostaną   okreś lone dalej,
oddzielnie dla każ dego przykładu. Mały parametr a pojawił  się  w definicji  bezwymiarowej
współrzę dnej  C,  ze wzglę du na powolną   zmienność parametrów przepływu w kierunku  z.
Wprowadzając  ponadto wielkoś ci odniesienia:  ,

(4.0.3a -  c)

oraz  bezwymiarowe

(4.0.4a -  c)

funkcje

ho-

rn,

R

"T'

K-

H)

Ra2

16  '

K

"  r w(0

PRoc
8

W

"W
przekształcamy równanie  (4.0.1) do nastę pują cej  postaci

(4.0.5)  (IT'R4y- KRlI=  (WR2)'.

Linie prą du bę dziemy  opisywać stosując  bezwymiarowy  wydatek

) =

Dla każ dego z przykładów przedstawimy kolejno  składowe prę dkoś ci  wp\u,  równanie
lini i  prą du  <2(f, f)  = const  oraz  perturbacje  składowej  podłuż nej  prę dkoś ci  i  ciś nienia
w \p, obliczane odpowiednio ze wzorów (3.2), (3.11), (3.13), (3.14) i (3.15).

4.1.  Przepł yw  przez  nieruchomą,  cylindryczną   rurę   porowatą   o  stał ym  współczynniku  przepuszczalnoś ci.

Wprowadzając

(4.1.1)  a =   Ą

otrzymujemy  K=  1, a.  ponieważ z założ enia R =  1 oraz  W =   0, równanie (4.0.5) przyj-
muje  postać

(4.1.2)  i I " - i T = 0.

Równanie to rozwią ż emy  dla dwóch szczególnych  przypadków:
a)  W przekroju  z = 0 ciś nienia po obu stronach ś cianki  rury  są  jednakowe P(0) = 0,

a główny przepływ odbywa się  w kierunku osi z pod wpływem gradientu ciś nienia o stałym
znaku. Wartość gradientu P'(0) w płaszczyź nie z =   0, iest dana.
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Definiując  ciś nienie odniesienia jako

(4.1.3a)  P  = P'(0)  ̂ -

przedstawimy  warunki  brzegowe  w  postaci

(4.1.4a)  77(0) =  0,77'(0)  -   1,

a speł niają ce je rozwią zanie  równania  (4.1.2) wyraża się wzorem

(4.1.5a)  77(0  =  shf.

b)  W  przekroju  z  =  0  rury  porowatej  panuje  dane  ciś nienie  róż ne  od  zewnę trznego
(P(0)  ^  0),  a  rozkł ad  ciś nień  jest  symetryczny  wzglę dem  tego  przekroju  (P'(Q) -   0).

Przyjmując  wielkość  odniesienia:

(4.1.3b)  P  = P(G)

i  formuł ując warunki  brzegowe,

(4.1.4b)  77(0) = 1 ,  77'(0)  =  0,

otrzymujemy  nastę pują ce  rozwią zanie  równania  (4.1.2):

(4.1.5b)  77(0  =   ehf.

A  oto pozostałe parametry przepł ywu,  ł ą cznie  dla  obu przypadków,  z  tym  że  funkcje
£ podane w górnej frakcji  nawiasu klamrowego  odnoszą się do przypadku  (a), zaś w dolnej
do  przypadku  (b).

(4.1.8)  Q = l 2 ( 2 - a {̂   = const,

P  8

(4.1.10)  »  - ==   - i.

gdzie Re jest charakterystyczną  liczbą  Reynoldsa

Obraz linii prą du, opisany równaniem (4.1.8), przedstawiony został  dla obu  przypadków
odpowiednio  na  rys.  4.la  i  b. W  przypadku  (a), panują ce  po  lewej  stronie  od  przekroju
z  =  0 nadciś nienie powoduje  wytł aczanie pł ynu z rury przez ś ciankę na zewną trz, natomiast
podciś nienie  wystę pują ce  przy/ />  0,  wywoł uje  zasysanie  pł ynu  z  otoczenia  do  wnę trza
fury.
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W przypadku  (b), wydatek  płynu przez płaszczyznę  symetrii  z — O, znika. Jeś li P(O) < O,
to  róż nica  ciś nień po  obu  stronach porowatej  ś cianki  jest  na  całej  długoś ci  rury  ujemna,
co powoduje zasysanie pł ynu z otoczenia do wnę trza rury. Gdy P(0)  >  0 to obraz przepływu
jest podobny, z tą  róż nicą, że zwroty prę dkoś ci  zmieniają   się  na przeciwne.

Rys.  4.1.  Przepł yw  przez  n ieruchomą   porowatą   rurę   o  stał ej  ś rednicy,  1 = 1 , ^ = 1 ,  W  —  0

4.2.  Przepł yw  przez  kanał   zbież no- rozbież ny  o  zadanym  kształ cie,  ze  ś ciankami  nieprzepuszczalnymi

i  nieruchomymi. Rozpatrzymy przepływ z danym wydatkiem Qo  przez  kanał  o kształcie okre-
ś lonym wzorem

(4.2.1)  J U  (1 + f2)1/ 4.

W przypadku  tym mały parametr  a  (4.0.2) charakteryzuje  powolność zmian  przekroju
poprzecznego.  Wprowadzając  promień  krzywizny  Qk  konturu  kanału  w  punkcie z  =  0,
moż emy  okreś lić

a2  = 2RJQk.

Równanie  (4.0.5) przybiera  wówczas postać

(4.2.2)

Przyjmując  za  pA  wartość  ciś nienia w gardzieli  kanału pA  =  p(0),  oraz  wprowadzając
ciś nienie  odniesienia

(4.2.3)

przedstawimy  warunki  brzegowe  w  postaci

(4- 2.4)  77(0)  =  0,  n'(0)=- l.

Spełniają ce  je  rozwią zanie  równania  (4.2.2) ma postać

(4.2.5)  i l =   - a rc tg?,

a pozostałe parametry przepływu przedstawiają   się   nastę pują co:



338 A.  SZANIAWSKI, A.  ZACHARA

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)  i

(4.2.10)  ~

gdzie  Re jest  liczbą  Reynoldsa

W  .  J/ l +  f2

- |2 ) =   const,

Re  =
WR Go

Rozkł ad  lini i  prą du,  okreś lony  przez  (4.2.8)  przedstawiony  został  na  rys.  4.2.  Należy

zwrócić uwagę  na monotoniczny  rozkł ad ciś nienia  (4.2.5), który  realizuje  się  mimo  zbież-

no- rozbież nego kształ tu kanał u.  Taki  charakter  rozkł adu ciś nienia moż liwy  jest w  warun-

kach przyję tego  w niniejszej  pracy  przybliż enia,  przy  zał oż eniu szczególnego  kształ tu ka-

nału  opisanego  wzorem  (4.2.1).

Rys.  4.2.  Przepływ  przez  kanał   zbież no- rozbież ny  o  ś ciance  nieruchomej  i  nieprzepuszczalnej  R —

4.3. Przepływ przez cylindryczną   rurę  nieprzepuszczalną  o rozcią ganej ś ciance. Rozważ my  cylindry-

czną   rurę , unieruchomioną  w przekroju  z = 0 i rozcią ganą   symetrycznie  w  obu kierunkach.

Ograniczymy  się  do rozpatrywania  dodatniej strony osi z przyjmują c,  że dla z >  0 prę dkość

ś cianki zmienia się  według wzoru

(4.3.1)  W

Mał y  parametr  a  charakteryzuje  tu  powolność  narastania  prę dkoś ci.  Wprowadzając

K  =  0, A  =  1, sprowadzamy  równanie  (4.0.5)  do postaci

(4.3.2)  •   .  i 7"  =  e- 5,

przy czym ciś nienie odniesienia, na podstawie wzoru  (4.0.3c) wynosi
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(4.3.3) p —

Rozwią zanie  równania  (4.3.2)  przy  wynikają cych  z  symetrii  przepływu  warunkach  brze-

gowych:

(4.3.4)  -   77(0) =  0,  77'(0)  =  0,

wyraża  się   wzorem

(4.3.5)  i l = e - c + t - l,

a  pozostałe parametry  przepływu  mają   postać

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

(4.3.9)

(4,3.10)

gdzie

4 |
W

Q  =  _ =   const,

w
W

Rys.  4.3.  Przepływ  przez  rurę   o  nieprzepuszczalnej,  rozcią ganej  ś ciance,  K=   0,  R=  1,  ^ =   1—e-C

\
Obraz  lini i  prą du  wyznaczony  na  podstawie  (4.3.8) przedstawiony  został  na  rys.  4.3.

Płyn znajdują cy  się  w okolicy  ś cianki porusza się  w kierunku zgodnym z jej  ruchem, a płyn
w  okolicy  osi  rury  w  kierunku  przeciwnym,  co powoduje  przepływ  cyrkulacyjny.  Obszar
cyrkulacji  kurczy  się  w miarę  oddalania od płaszczyzny z =  Oiw  granicy  istnieje  wył ą cznie
przepływ  równoległ y,  z  lini ą   prą du  Q '=   — 0,25, oddzielają cą   dodatnie i  ujemne  kierunki
prę dkoś ci.

5. Uwagi koń cowe

Wskutek  poczynionych zał oż eń upraszczają cych  zakres  stosowalnoś ci  podanej metody
jest  ograniczony  do  przypadków,  w  których zdefiniowane  w  rozdz.  3  zaburzenia  u, w,  p
są   małe  w  stosunku  do  odpowiednich wielkoś ci  z  przepływu  Poiseuille'a  przyję tego  jako
przepływ  główny.  Opis  przepł ywu  przy  pomocy składowych  prę dkoś ci  wp  (3.2) i  w (3.11)
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z wykorzystaniem  funkcji  P{z)  wraz z poprawką   p  (3.15) mieś ci się  w  ramach przybliż enia
Stokesa,  odpowiadają cego  pominię ciu  członu  bezwładnoś ciowego  w  równaniu  pę du.
Uwzglę dnienie  w  uproszczony  sposób  pominię tego  czł onu  obejmuje  jedynie  poprawka
w  (3.14).

We  wzorach  (4.1—3.7),  (4.1- 3.9),  (4.1—3.10)  przedstawiają cych  u,  p,  w  wystę puje
bezwymiarowy  parametr  a wyraż ają cy,  odpowiedni  dla  konkretnego przypadku,  czynnik
zaburzają cy,  którym może być przepuszczalność bą dź rozcią galność ś cianek oraz zmienność
przekroju  kanał u.  We  wszystkich  rozpatrywanych  przypadkach  struktura  wzorów  jest
podobna,  zgodnie z którą   mamy

(5.1a- c)  u  ~  a,  p  ~  a2,  iv  ~  a-  R e.

Wynika  stąd  nie  tylko  ograniczenie  dla  parametru  a,  lecz  także  dla  iloczynu  a •  Re,
gdzie  Re =   WRjv  jest  charakterystyczną   liczbą   Reynoldsa  przepł ywu  podł uż nego, przy
czym  ze wzglę du na  (5.la) moż emy iloczyn  ten interpretować jako  liczbę   Reynoldsa prze-
pływu  poprzecznego  Re* =  a •  Re. Należy  zwrócić  uwagę,  że  mał ość iloczynu  a •  Re nie
ogranicza stosowalnoś ci modelu do małych liczb Reynoldsa, o ile nie zostanie przekroczony
zakres  stabilnoś ci  przepływu  laminarnego, nie  rozpatrywany  w  niniejszej  pracy.  Widzimy
też,  że zaburzenie  ciś nienia p  jest  małą   wyż szego  rzę du ~w  stosunku  do pozostał ych zabu-
rzeń  i w  obecnym przybliż eniu  może być  pominię te. W  przedstawionych  w  rozdz. 4  przy-
Jcładach wymienione ograniczenia były na ogół  spełnione, poza niektórymi obszarami  o cha-
rakterze  lokalnym.

Okreś lenie  zakresu  stosowalnoś ci  przedstawionych  wyników  nie  było  celem  niniejszej
pracy, dlatego  nie podajemy  tu  szczegółowych  szacowań,  które  z koniecznoś ci  musiał yby

10

100 200  300 400 500 600

Rys.  5. Porównanie obecnego modelu z modelem  [12]. — obecny model, •
Santisa  [12], R/ K =  1.9- 106

—  model Galowina i De
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być  zawę ż one  do  rozpatrywanych  przykł adów.  Podamy  natomiast  porównanie  naszych
wyników,  z wynikami  modelu Galowina i De Santisa  [12], o wyż szej dokł adnoś ci niż obec-
na  metoda, gdyż uwzglę dniony  był  w nim człon bezwładnoś ciowy  równania pę du. Porów-
nanie  dotyczy  przepł ywu  przez  rurę   porowatą   o  danym  stał ym  współczynniku  przepu-
szczalnoś ci  R/ K  =  1.9  •   106. W  przekroju  począ tkowym  z  =  0 dane były dla  bezwymiaro-
wego  ciś nienia  zdefiniowanego,w  [12] jako  II   —  (p—pA)lQ'  w>p(0, 0)  dwa  warunki  brze-
gowe:  wartość  ciś nienia  17(0) >  0  oraz  gradient  ciś nienia  II'(0)  =  — 4-   10~2.  Obliczenia
obejmowały  trzy  przypadki  odpowiadają ce  róż nym  wartoś ciom  ciś nienia  począ tkowego,

"z czym wią zały  się   róż ne liczby  Reynoldsa  Re* =   u{R,  0)R/ v. Wyniki  tych obliczeń przed-
stawione  zostały  na  rys.  5, wraz  z wynikami  uzyskanymi  na podstawie  obecnego  modelu,
przy czym wykorzystano  tu rozwią zania  (4.1.5a i b), w których dokonano jedynie odpowied-
niej  transformacji  zmiennych.

Moż na  stwierdzić  bardzo  dobrą   zgodność  mię dzy  wynikami  obu  modeli,  a  drobne
rozbież noś ci wystę pują   jedynie przy najwię kszej  liczbie  Reynoldsa  Rex  =  0.075. W  zakresie
liczb  Reynoldsa  rozpatrywanych  w  powyż szym  przykł adzie  nasz  model  daje  wię ksze  ko-
rzyś ci,  gdyż pozwala  na  otrzymanie  wyników  przy  pomocy prostych  kwadratur,  bez cał-
kowania  numerycznego, niezbę dnego  w przypadku  modelu  [12]. Natomiast w podobnych
przypadkach  przepływów przez  rury  porowate,  lecz z wię kszymi  liczbami  Reynoldsa,  roz-
patrywanych  np.  w  [13],  gdy  wskutek  efektów  dynamicznych  ciś nienie  statyczne  roś nie
w kierunku  przepł ywu, model  ten  dałby  wyniki  niepoprawne nawet jakoś ciowo.  To samo
dotyczy przepływów w kanał ach rozbież nych przy wię kszych  liczbach Reynoldsa i  wszelkich
innych przypadków,  gdy  nie są   spełniane warunki  małoś ci  a.  i a Re. W  takich  przypadkach
należy  stosować  metody  o wyż szym  rzę dzie  dokł adnoś ci, jak  np.  [5],  [13]  lub  jeszcze  do-
kładniejsze.
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P  e 3  JO  M   e

JIAMHHAPHOE  TE^IEHHE  B  KAHAJIE  C  I IEPEMEHHLIM
CE^EH H EM  H  C  ITOflBHJKHLIM H  H  LTOPHCTLIMH CTEHKAMH

Teieiffle  B Karane  npeflnojio*eHo  B BHfle  Majio  Bo3MymeHiioro  TeqeHHH nya3eftjia3  TaK  ^TO  ypaB-

H6HHH  H aBte- doKca  MOJKHO  HHHeapH30BaTB oTHOOTrejiBHo  Majibix  BO3MyrqeHHft.  PeraenHH  # JIH  napa-

MeTpoB  TeqeHHH nojiy^ienBi  B  aHajiirrH îecKOM   BHfle3  coflepmameiw  HeiMBecTHyio  diyHKqiii o  aaBJiemiH,

KOTopaa HBjiHeTca penieinieM  HeKotoporo nKHefiHoro o6biraioBeHHoro HHdicbepeimHaJiBHoro ypaBHei- mti.

3 T O  ypaBHenae  6MJIO  penieHo  AJIH  iieKoiopHx  npocTeflmnx  cjiy^aeB  rpaHH^Hbix  ycnoBHH3  npH^eiw

B  i<a>KfloM  H3 HHX  y^HTMBanca  TOHŁKO  oflHH H3 Tpex  BO3MyiĄ aiomHX  adp^eKTOBj Ha3BaHbrx B 3arnaBHn

3TOH paSoTbi. Tai<HM  o6pa3OM  MO>KHO 6biJio  iiaiiTH pacnpeflejieHHH flaBjieiiHH u  cKopoareśł  fljiH  raaBHoro •

H  ero  B03Mym;eHHft.  OfipamaeTca  BHHManiie Ha HeKoTopbie  orpaHHieHHH npeflcTaBjieHoft  MO-

BO3HHKaKimne  H3 ee  npH6jiH3HTejiBHoro  xapaKTepa.

Summary  •   \

LAMINA R  FLOW  IN A  CHANNEL OF A  VARIABL E  CROSS- SECTION WITH  MOVABL E
AN D  POROUS WALL S

The  problem is considered  as a slightly disturbed  Poisseuille flow, so the Navier- Stokes  equations can
be linearized with respect to small perturbations. The solution is obtained in an analytical  form, containing
an  unknown pressure  function  which can be found  from  the  ordinary  linear  differential  equation  derived
here. The equation has been solved  for  some simple  axisymmetric  flows,  each of  them  being  influenced
by only one of the three disturbance effects  mentioned in the head of  this paper. In this way  pressure  and
velocity  disturbance for  the main flow and its perturbations has  been obtained. Some remarks  on the limi-
tations of  the method presented have also been  included.

INSTYTUT  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHNIKI   PAN
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