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1. Wprowadzenie

Przedmiotem pracy jest laminarny ustalony dwuwymiarowy przeplyw lepkiej cieczy
nieécisliwej w ptaskim lub osiowo-symetrycznym kanale o zmiennym przekroju oraz o prze-
puszczalnych i rozciaggalnych §ciankach. Przepuszczalno$¢ §cianki opisana jest prawem
okreélajacym liniowy zwiazek migdzy predkoscia filtracji a réznicy ciéniert po obu stronach
$cianki. Rozciggalnoéé Scianki powoduje, ze jej predko§é moze zmieniaé sie wzdhuz ka-
nalu w zadany sposob. Zmienno$¢ przekroju oraz przepuszczalnosé i rozciagalno$é $cia-
nek sg trzema efektami, ktérych oddzialywanie na przeplyw jest badane w niniejszej pracy.
Ograniczymy si¢ przy tym do przypadkéw, gdy przepuszczalno$é §cianki jest nieduza,
za$§ predkos$é Scianki i szeroko$¢ symetrycznego kanalu zmieniaja si¢ powoli. Ponadto
w niniejszej pracy bedziemy zakladaé, Ze cifnienie na zewnatrz kanatu jest stale i pole
przeptywu jest symetryczne wzgledem osi kanahu.

Okrelony w ten spoééb problem nawiazuje do niektérych zagadnien dotyczacych
przeplywéw w kanatach o $ciankach nieprzepuszczalnych [1—S5] i porowatych [6—13],
a takZe pompowania perystaltycznego [14] i teorii smarowania [1—4]. W wigkszoéci prac
na temat przeptywéw w kanalach o éciankach porowatych autorzy przyjmuja jednorodny,
z gory zadany, rozklad predkoéci poprzecznej na é_cié.nce. Jedynie w artykule [12] 1 [13]
predko$é ta zostala uzalezniona od réznicy ciénien po obu stronach §cianki, co jest zbiezne
Z zaloZeniem przyjetym w niniejszej pracy.

Nowym elementem wprowadzonym przez nas jest zaloZenie rozciggalnoéci émanek
ktdére ponadto moga byé porowate i ktdre moga ograniczaé kanal o zmiennym przekrOJu
Takie sformulowanie problemu wynikto przy okazji badan nad zjawiskami hydromecha-
nicznymi towarzyszacymi przedzeniu widkien chemicznych, gdzne wszystkie trzy wymle—
niane efekly staja sie istotne.

Do wyznaczenia przeplywu wewnatrz kanafu wykorzystane zostanie zaloZenie, Ze
wielko$ciami niewielkimi, ale danymi s3 przepuszczalno§¢ oraz zmiany predkoscei $cianki
i szerokosci kanatu. Na tej zasadzie bedziemy przyjmowaé, ze przeplyw wewnatrz kanatu
winien niewiele odbiegaé od przeplywu okre§lonegd lokalnie rozwiagzaniem Poiseuille’a,
w odniesieniu do ktérego zastosujemy metodg malych zaburzen. Nalezy jednak zauwazyc,
Ze w przyjetym tu rozwigzaniu Poiseuille’a wystepuje nieinany zmienny gradient ciénienia,
a znajomo$¢ rozkladu ci$nienia wzdhuz kanatu jest niezbgdna do wyznaczenia pozostailych
parametréw przeplywu. Podstawowym zadaniem bedzie wiec znalezienie rozkiadu cis-
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nienia wzdtuz §cianki, nastgpnie wyznaczymy gléwne cztony dla pola predkosci, po zna-
lezieniu ktérych zajmiemy si¢ réwniez wyznaczeniem w liniowym przybliZeniu czlonéw
zaburzajacych wzdtuzna sktadowa predkoscei i rozklad cisnienia.

2. Réwnania i warunki brzegowe
Wprowadzamy prostokatny lub cylindryczny uktad wspdtrzgdnych, ktérego 0§ z po-
pokrywa si¢ z osig symetrii kanatu, a of x jest do niej prostopadia (rys. 1). Skladowe pred-
kosci wzdhuz osi 71 x oznaczymy symbolami w i u, a ciénienie przez p. Polowa szerokodci
(lub promies) kanatu okrelana jest jako R(z), za$ symbole W(z)i U(z) oznaczaja odpowied-
nio predko§é Scianki 1 predko$é przeptywu filtracyjnego skierowanego prostopadie do
$cianki. A

Z
0 -

Rys. 1. Schemat kanalu o zmiennym przekroju, ze $ciankami porowatymi i rozciggalnymi

Réwnania ruchu lepkiej cieczy niefci§liwej, o stalej gestosci g i o statym kmematycznym
wspolczynniku lepkoéci », napiszemy w posta01 nastgpujacej:

ow 1 x
@1 Gt e =0,
. ow ow 1 9p 2w 1 4
@2 Yo TV T T o +”{Tzz +3W;( )}
u du 1 dp o*u o] 1

@3) Pttt T {322 + 8x[ Frac x")]}
gdzie -

' 0 " dla ukfadu prostokatnego,
Q.49 k=

1 dla ukiadu cylindrycznego.

Warunki brzegowe, ktére wymkajq z symetrii przeptywu oraz z cu}glosm prgdkoécn
na §ciance maja formq

Bw(O z)
T ax
W(z)R'(z) + U(z)
VI+R@F
W(z)— U(z2)R'(z)
VI+ RGP

w(0,2) = 0, =0,

(2.52-d) wR,2) =

W(R, Z) =
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Predkost filtracii U(z) przez Sciankg kanatu jest okreslona relacia wynikajaca z warunku
przepuszczalnosci .

(2.6) UG) = K@PQ),

gdzie K(z) jest wspolczynnikiem przepuszczalnodei, a

@ P®=%wmﬂwd

jest wielkoscia zwigzana z réznica ci§nief wystgpujaca po obu stronach $cianki (u = const
jest dynamicznym wspdiczynnikiem lepkosci, a p, = const jest zewnetrznym ci§nieniem
atmosferycznym). W przypadku przeplywu w kanafach nieprzepuszczalnych, za p,
podstawia¢ bedziemy wybrane ci$nienie odniesienia. Zalezno$¢ (2.6) wynika z liniowego
prawa Darcy, w ktérym pochodng ci$nienia zastapiono odpowiednim ilorazem réznico-
wym, przy czym wspélczynnik K uwzglednia zaréwno wilasnoéei filtracyjne §cianki jak
i jej grubos¢. |

Funkcje R(z), W(z) i K(2), ktére okreélaja geometrig, kinematyke i przepuszczalno§é
$cianki sg traktowane jako dane.

3. Linearyzacja i rozwiazanie réwnan ruchu

Poniewaz polowa szerokoéci (lub promief) kanalu R(z) i predkosé §cianki W(z) winny
si¢ zmienia¢ powoli, a przepuszczalnoé¢ Scianki winna by¢ nieduza, bedziemy poszukiwaé
rozwigzania naszego prolemu w formie mafego zaburzenia lokalnego przeptywu Poiseui-
lle’a

(3.1 a-c) w=wy+W, u=1u p-p,= ulPE)+7pl],
gdzie l
(3.2) w, = W(z)— R?*(z) P'(z) Wy(§)

jest rozwiazaniem Poiseuille’a o parabolicznym rozkladzie predkoéci opisanym bezwymia-
rowa funkcja (rys. 2)

(3.22) Wo= g (1=, & = x/R(),

a symbolem (~) oznaczono mafle zaburzenia przeptywu gféwnego.
Zalezno$é (3.2) jest formalnie identyczna z funkcja opisujaca rozktad predkosci w ka-
- nale o stalej szeroko$ci 2R, ze §ciankami nieprzepuszczalnymi poruszajacymi sig ze stala
predkoscia W, przy stalym gradiencie ciénienia P’(z) = const. W niniejszej pracy do-
puszczamy zmienno$¢ wielkosci R, W, P’ z odlegtoscia z, ale zmienno$¢ na tyle slaba, aby
w(x, z), ti(x, z), p(x, z) i ich pochodne byly mate w porédwnaniu z odpowiednimi wiel-
kofciami w,, p 1 ich pochodnym] z przeptywu giéwnego. Zwigkszenie rzgdu maloSci daje
réwnieZ réi_lficzkowanie wzgledem z. Zajmiemy si¢ jedynie wyznaczeniem najniZszego,
liniowego przyblizenia ze wzgledu na tak okreslone male zaburzenia Jokalnego przeplywu
Poiseuille’a. Trzy czynniki zaburzajace przeplyw Poiseuille’a podane zostaly w ponizszym
. Zestawieniu:

(3.32) . K(z) #0, przepuszczalno§ §cianck,
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. (3.3b) R'(z) # 0, zmiennoé$¢ przekroju kanalu,
(3.3¢) W'(z) # 0, rozciggalno$§é Scianek.
Wielkoé¢ P(z) jest tymczasem nieznana.
Wprowadzajac zalozong postaé rozwinigé (3.1a - ¢) do réwnan (2.1—3) i do warunkéw

(2.5a - d), (2.7), oraz pozostawiajac jedynic wyrazy najniZszego rz¢du ze wzgledu na male
zaburzenia, otrzymujemy nastgpujacy uproszczony uklad réwnan:

' 1 0 ug 0wy
G4 | P P
y 9 [dw , Wy |~ Wy
S EF?E(?;x) W TE
op o111 0 ..,
G&H - “T—Khwﬁmﬂ
Z jednym niejednorodnym
3.7 (R, z) = W(z)' R'(2)+KP,
1 z czterema jednorodnymi warunkami brzegowymi
~ _ 3w(0 z)
(3-83'7 b) u(O, Z) - ’ ax 0)
(3.8¢, d) w(R,2) =0, p(R,z)=0.

Rozw1qzame réwnania ciaglosci (3.4) spelniajace warunek symetm (3.8a) ktére ma
postaé nastepujaca:
. 1 . (P'RY P 31
G2 “‘"?“W””FTJ“ Wy
mozna bylo znaleé niezaleznie od pozostalych réwnafi i warunkéw.

) " Ze wzoru (3.9) w kombinacji z warunkiem brzegowym (3.7) uzyskujemy rowuame
rézniczkowe zwyczajne, ktdre zawiera P(z) jako fukcje niewiadoma

(3.10) © [P RE3) —(k+3)-(4R)* - KP = 2% - (l+3)(W: R¥1Y .,
Za pomoca réwnania (3.10) mozna wzor (3.9) sprowadzi¢ do postact |

3.11) i = (RW'— Lf,:’i) Uy (&)+ (WR +EP)U,(8),

gdzie bezwymiarowe funkcije

(3.110) - Ui(®) = 5 61~ £,

(3.115) 2GR (TR

okre§laja wzgledny rozklad skladowej poprzecznej predkoéci u = # w poprzek kanatu
pod wplywem zmiany predkosci (W’ # 0, R' = 0, K = 0), badZ tez przepuszczalnoci .
(K#0,W =0,R = 0) §cianki (rys. 2). Zmiana przekroju (R’ 5 0) nieruchomego ka-
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pali (W = 0) o nieprzepuszczalnej $ciance (K = 0) daje réwniez rozklad opisany przez:
U, (). Natomiast przy facznym wplywie kilku czynnikéw poprzeczne rozklady predkosci:
#t w réznych przekrojach nie musza by¢ do siebie podobne.

£
7
e R ~oma TS
Uppax =139 .
3/3|——
05 & A
A
U \ ¥ (€
l
Uyl Wy
0 Wple) 05 10 -

Rys. 2. Funkcje W, (&), U (&), U(£) wystepujace we wzorach (3.2) i (3.11)

Réwnanie (3.10) wymaga okre§lenia dwéch warunkow brzegowych, ktére nalezy
dobra¢ w zaleznofci od konkretnego rozpatrywanego przypadku. Rozwigzujac réwna-
nie (3.10) uzyskujemy funkcje P(z) opisujaca w pierwszym przyblizeniu rozklad ciénie-
nia w kanale, pozwalajacy na podstawie wzordw (3.2) i (3.11) wyznaczyé gltéwne skla~
dowe rozkladu predkosci wy(x, z) i #(x, 2).

Otrzymane w fen sposéb rozktady cisnienia i predkosci mozna traktowaé jako podsta-~
wowe przyblizone rozwiazanie naszego problemu. Rozwiazanie to nie zalezy w sposéb
jawny od liczby Reynoldsa. Bedziemy je wykorzystywad do uproszczonego opisu przeplywu,’
w szczegblnodci do wyznaczania linii pradu.

Wydatek Q plynu przez pole (7x)* x przekroju poprzecznego jest okreélony catkg

L ]

x

(3.12) 0= @[ w(x, 2%*d% = const.
. 0

" Podstawiajac w &~ w, ze wzoru (3.2) i wykonujgc catkowanie otrzymujemy réwnanie-
linii pradu rozgraniczajacej obszar stalego wydatku:

.5" Us(8)
(k+D)(k+3)

Po znalezieniu gléwnych czlondw opisujacych w przyblizeniu rozklad wzdluzny cié-
nienia p—p4 &~ uP(z) oraz pole predkosci w & w,, u ~ i przystapimy do wyznaczenia,
pozostatych czlondw zaburzajacych przeplyw typu Poiseuille’a, mianowicie do wyzna-
czenia W i p. '

Podstawiajac predko$é w, (3.2) i # (3.11) do réwnan (3.5) i (3.6) oraz catkujac te réw--

(3.13) —(E}%—"R— = W(z)+* ;RZ(z)P’(z)



334 A, SZANIAWSKI, A. ZACHARA

nania z uwzglqdmemem warunkéw brzegowych (3.8b - d) znajdujemy poszuklwane czlony
zaburzajgce:

2D/ pt ’
(3.14) W=§{(RW' pr )[WW1(£) f;kﬁ Wz(é)]

+(WR’+KP)[W- Wi(6)— g:ﬁl W(é)]}

gdzie
(3.142) W, = 1(1 — g2, )
1—
(3.14b) W, = m {110k +3) — £2[4(4k +3) — (5k+3)62]}
(3.14oy Wy = g (1= E0-+5) e+ DE?),
iy |
oraz
G.15) - [(RW’ KRy ) +2‘(WR’+KP)] Po®),
gdzie | .
(3.152) Po(e) = K12 (1-£2).

Wrykresy funkcji Wl(E) Wz(:,’-‘) Wi(&), W.(&) oraz Py(é) przedstawmne zostaly na
rys. 3.

¢
10)s
05—
2R /tk?3)
b a =\
= ! ! & =) & -
0 W=y, 0% 05 075 0
Z e e
W W

Rys. 3. Funkcje Wy(£), Wa(8), Wa(E), Wa(8), i Po(£) wystepujace we wzorach (3.14) i (3.15)
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4. Przyklady

Uzyskane wyniki zilustrujemy kilkoma przyktadami, w kazdym z ktérych uwzgledniony
bedzie wplyw tylko jednego z trzech czynnikéw (3.3) zaburzajacych przeptyw Poiseuille’a.
" Wszystkie przykiady odnosi¢ si¢ beda do przypadku osiowo-symetrycznego (k = 1), o do-
datkowej symetrii- wzgledem plaszczyzny z = 0. '

W przykiadach tych, dla réwnania (3.10) przybierajacego postaé
“.0.1) . (P'R*Y —16RKP = 8+ (WRY',
dwa warunki brzegowe dla funkeji P(z) dane beda w punkcie z = 0.

Definiujemy bezwymiarowa funkcje Z7(¢) jako

_ P& el .
(4.0.2) () = 5 C—aﬁ, a <1,

za pomoca ciénienia odniesienia P i malego parametru a, ktére zostang okre§lone dalej,
oddzielnie dla kazdego przyktadu. Maly parametr a pojawil sie¢ w definicji bezwymiarowej
wsp6lrzednej £, ze wzglgdu na powolng zmienno$¢ parametrédw przeptywu w kierunku z,
Wprowadzajac ponadto wielkosci odniesienia: ’

— — 2 — P

(403 - ©) . R=R(0), K= R1°é , =
oraz bezwymiarowe funkcje

A _R A K W
4.04a-c RC = -, C)=T, WC = —,
( ) ) = ( % (9 =
przeksztalcamy réwnanie (4.0.1) do nastgpujacej postaci
(4.0.5) (IT'R¥Y — KRIT = (WR2)'.

Linie pradu bedziemy opisywaé stosujac bezwymiarowy wydatek
. A 0
0. - 0E D) = ==

(4.0.6) ( 7.

Dla kazdego z przykladéw przedstawimy kolejno skladowe predkosci w, i #, réwnanie
linii pradu Q(E, {) = const oraz perturbacje -skladowej podtuZnej predkosei i ciénienia
w i p, obliczane odpowiednio ze wzordw (3.2), (3.11), (3.13), (3.14)i 3.15).

4.1. Przeplyw przez nieruchoma, cylindryczng rure porowata o stalym wspélczynniku przepuszczalnosei,
Wprowadzajac

' K

1.1 =4 =

4.1.1) a=4 R

otrzymujemy K= 1, a poniewaz z zaloZenia R=1 oraz W= 0, réownanie (4.0.5) przyj-
muje postaé

- (4.1.2) 7" —I = 0.
Réwnanie to rozwigzemy dla dwéch szczegdlnych przypadkéw:
a) W przekroju z = 0 ci$nienia po obu stronach écianki rury sa jednakowe P(0) = 0,

a giéwny przeplyw odbywa si¢ w kierunku osi z pod wplywem gradientu cifnienia o stalym
znaku. Wartoé¢ gradientu P’(0) w plaszczyznie z = 0, jest dana.
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Definiujac cisnienie odniesienia jako

= R
(4.1.3a) P = P(0) -
przedstawimy warunki brzegowe w postaci
(4.1.4a) I1(0) = 0,1I'(0) = 1,
a spelniajgce je rozwigzanie réwnania (4.1.2) wyraza sig wzorem
(4.1.5a) II(0) = shi.

b) W pizekroju z = 0 rury porowatej panuje. dane ciénienie rézne od zewngtrznego

(P(0) # 0), a rozklad ciSniefi jest symetryczny wzgledem tego przekroju (P/(0) = 0).
Przyjmujac wielko$¢ odniesienia:

(4.1.3b) P = P(0)

. 1 formutujac warunki brzegowe,

(4.1.4b) II0) = 1, II'(0) = 0,

otrzymujemy nastgpujace rozwigzanie réwnania (4.1.2):

(4.1.5b) _ II({) = chd.

»

A oto pozostate parametry przeplywu, 1acznie dla obu przypadkéw, z tym ze funkcje
{ podane w gérnej frakcji nawiasu klamrowego odnosza si¢ do przypadku (a), zaé w dolnej
do przypadku (b).

Moo~ 8w, {Chg
(4.1.6) 7 (£ she’

u _ 1 sh¢
@1 = = 5 oU) {chg,

IS : Chc

(4.1.8) 0= £202-89 {ShC = const,
4.1.9 ‘ B2 p oy [shE
( ) _P 8 0(5) lChC’
(4.1.10) . —WW—_- - _;jocReW,;({E)sth,

gdzie Re jest charakterystyczna liczba Reynoldsa
WR  R? {P'(O)R
Re = " =
y 8 |aP(0).

Obraz linii pradu, opisany réwnaniem (4.1.8), przedstawiony zostal dla obu przypadkéw
odpowiednio na rys. 4.1a i b. W przypadku (a), panujace po lewej stronie od przekroju
z = 0 nadciénienie powoduje wytlaczanie ptynu z rury przez §cianke na zewnatrz, natomiast
podcisnienie wystepujace przy£ > 0, wywoluje zasysanie plynu z otoczenia do wngtrza
rury.
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W przypadku (b), wydatek ptynu przez plaszczyzne symetrii z = 0, znika. Jesli P(0) < 0,
to réznica cisnient po obu stronach porowatej Scianki jest na calej dtugosci rury ujemna,
co powoduje zasysanie plynu z otoczenia do wngtrza rury. Gdy P(0) > 0 to obraz przeptywu
jest podobny, z tq réznica, ze zwroty predkoéci zmieniajg sig na przeciwne.

Y

{ p 01z

4.2. Przeplyw przez kanal zbiezno-rozbieiny o zadanym ksztalcie, ze Sciankami nieprzepuszcz:;lnymi
i niernchomymi. Rozpatrzymy przeptyw z danym wydatkiem Q, przez kanat o ksztalcie okre-
§lonym wzorem :

(4.2.1) R = (1+2)ve,

W przypadku tym maty parametr « (4.0.2) charakteryzuje powolno§é zmian przekroju
poprzecznego. Wprowadzajac promien krzywizny g, konturu kanalu w punkcie z = 0,
mozemy okreslié

o? = ZR/QI‘.
Réwnanie (4.0.5) przybiera wéwczas postaé
422 HI'(1+23)]) = 0.

Przyjmujac za p, warto§é cisnienia w gardzieli kanalu p, = p(0), oraz wprowadzajac
ciénienie odniesienia

' - 8Qo
(4.2.3) P= wioa i
przedstawimy warunki brzegowe w postaci i
(4.2.4) ‘ II0) = 0, II'0) = —1.

Spelni'ajqce Jje rozwiazanie réwnania (4.2.2) ma postaé
(4.2.5) Il = —arctgl,

a pozostale parametry przeptywu przedstawiaja sie nastepujaco:
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w Wo ()
4.2.6 = =8,
i 4
@.2.7) %= U@ ey
(4.2.8) 0 = £2(2— &) = const,
=
(4.2.9) % = S Po(®) (lfw
(4.2.10) % = 4aReW2(E)—(r§2)m ,
gdzie Re jest liczbag Reynoldsa
Re = WR _ Qo
4 R

Rozktad lmu pradu, okreflony przez (4.2.8) przedstawiony zostal na rys. 4.2. Nalezy
Zwrdci¢ uwage na monotoniczny rozklad cisnienia (4.2.5), ktdry realizuje sig mimo zbieZ-
no-rozbieznego ksztattu kanatu. Taki charakter rozkladu ciénienia mozliwy jest w warun-
kach przyjetego w niniejszej pracy przybliZenia, przy zalozeniu szczeglpego ksztaitu ka-
nalu opisanego wzorem (4.2.1).

N /mp0)

—
—_—
—d
—

Rys. 4.2. Przeplyw przez kanal zbieino-rozbiezny o s’ciance nieruchomej i nieprzepuszczalnej R =
' = 1+ K=W=0. -

4.3. Przeplyw przez cylindryczna rure nieprzepuszczalng o rozeigganej Sciance. Rozwazmy cylindry-
czna rurg, unieruchomiona w przekroju z = 0 i rozciggang symetrycznie w obu kierunkach.
Ograniczymy si¢ do rozpatrywania dodatniej strony osi z przyjmujac, ze dla z > 0 predkosé
§cianki zmienia si¢ wedtug wzoru
@431y W= W(l—et).

Maly parametr a charakteryzuje tu powolno§¢ narastania predkosei. Wprowadzajqc
K= 0, R= 1, sprowadzamy réwnanie (4 0.5) do postaci
(4.3.2) : I =e -4,
przy czym cifnienie odmesmma na podstawie wzoru (4.0.3c) wynosi
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- 8w
(4.3.3) P=—7

Rozwiazanie réwnania (4.3.2) przy wynikajacych z symetrii przeptywu warunkach brze-
gowych:

434 - Iy =0, II'00) = Q,
wyraza si¢ wzorem
435 =e*+L-1,
a pozostale parametry przeplywu maja postaé
y Wp 2 -
(4.3.6) = ( _
A U,
4.3.7) 7 1 ,
43.8) 0 = — (- )1 —e%) = const,
: p -
(4.3.9) | 5 = -5 Po(®e™,
W .
(4.3.10) 7 aRe[W1(&)—2Wo(H)](1—e De %,
gdZie Re = WR A
. »
AE
) 0

Rys. 4.3, Przeplyw przez rur¢ o nieprzepuszczalnej, rozciaganej &ciance, K= 0, R= 1, W=1-et

Obraz linii pradu wyznaczony I}a podstawie (4.3.8) przedstawiony zostal na rys. 4.3.
Plyn znajdujacy sig¢ w okolicy écianki porusza si¢ w kierunku zgodnym z jej ruchem, a ptyn
w okolicy osi rury w kierunku przeciwnym, co powoduje przeplyw cyrkulacyjny. Obszar
cyrkulacji kurczy si¢ w miarg oddalania od plaszczyzny z = 0iw granicy istnieje wylacznie
przeplyw réwnolegly, z linia pradu Q = —0,25, oddzielajaca dodatnie i ujemne kierunki
predkodci. '

5. Uwagi koncowe

Wskutek poczynionych zaloZed upraszczajacych zakres stosowalnoéci podanej metody
jest ograniczony do przypadkdéw, w ktdérych zdefiniowane w rozdz. 3 zaburzenia %, W, p
sg male w stosunku do odpowiednich wielkoéci z przeptywu Poiseuille’a przyjetego jako
‘przeplyw gitéwny. Opis przeplywu przy pomocy skladowych predkosci w, (3.2) i # (3.11)
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z wykorzystaniem funkcji P(z) wraz z poprawka p (3.15) miesci si¢ w ramach przybliZenia
Stokesa, odpowiadajacego pominieciu cztonu bezwladnofciowego w réwnaniu pedu.
Uwzglednienie w uproszezony sposéb pominigtego cztonu obejmuje jedynie poprawka
W (3.14). ' , .
We wzorach (4.1—3.7), (4.1-3.9), (4.1—3.10) przedstawiajacych %, p, w wystepuje

bezwymiarowy parametr o wyrazajacy, odpowiedni dla konkretnego przypadku, czynnik
zaburzajacy, ktérym moze by¢ przepuszczalno$é badz rozciagalno$é écianek oraz zmienno$é
przekroju kanalu. We wszystkich rozpatrywanych przypadkach struktura wzordw jest
podobna, zgodnie z ktérag mamy

(5.1a-c) i~a, pe~a?, W~ oa-Re.

Wynika stad nie tylko ograniczenie dla parametru a, lecz takse dla iloczynu o Re,
gdzie Re = WR/» jest charakterystyczng liczba Reynoldsa przeptywu podiuznego, przy
czym ze wzgledu na (5.1a) mozemy iloczyn ten interpretowac jako liczbg Reynoldsa prze-
ptywn poprzecznego Re. = a ' Re. Nalezy zwrdci¢ uwagg, Ze matos¢ iloczynu o - Re nie
.ogranicza stosowalnoéci modelu do malych liczb Reynoldsa, o ile nie zostanie przekroczony
zakres stabilnodci przeptywu laminarnego, nie rozpatrywany w niniejszej pracy. Widzimy
tez, 2e zaburzenie cifnienia p jest malg wyzszego rzgdu w stosunku do pozostatych zabu-
rzefi i w obecnym przyblizeniu moze byé pominigte. W przedstawionych w rozdz. 4 przy-
kiadach wymienione ograniczenia byly na ogét spetnione, poza niektérymi obszarami o cha-
rakterze lokalnym.

Okreélenie zakresu stosowalno$ci przedstawionych wynikéw nie bylo celem niniejszej
pracy, dlatego nie podajemy tu szczegdtowych szacowafi, ktére z konieczno$ci musialyby

§ 10-pa)/pw?00)
15~

| | ' I I | Z/P_
0 100 200 300 400 500 600

Rys. 5. Por6wnanie obecnego modelu z modelem [12). — obecnty model, — —  model Galowina i De
Santisa [12], R/K = 1.9 10° ‘
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byé zawezone do rozpatrywanych przykfadéw. Podamy natomiast poréwnanie naszych
wynikéw, z wynikami modelu Galowina i De Santisa [12], o wyZszej dokladnosci niz obec-
na metoda, gdyz uwzgledniony byt w nim czton bezwladnos$ciowy réwnania pedu. Pordw-
nanie dotyczy przeplywu przez rurg porowata o danym stalym wspodlczynniku przepu-
szezalno$ci R/K = 1.9+ 10°. W przekroju poczatkowym z = 0 dane byly dla bezwymiaro-
wego ci$nienia zdefiniowanego .w [12] jako IT= (p=plo- w3(0, 0) dwa warunki brze-
gowe: warto$¢ ciénienia /7(0) > 0 oraz gradient cinienia /I'(0) = —4- 102, Obliczenia
obejmowaly trzy przypadki odpowiadajace réznym warto§ciom ci§nienia poczatkowego,

Tz czym wiqzal)} sig rozne liczby Reynoldsa Re, = i (R, 0)R/». Wyniki tych obliczen przed-
stawione zostaly na rys. 5, wraz z wynikami uzyskanymi na podstawie obecnego modelu, 4
przy czym wykorzystano th rozwigzania (4.1.5a i b), w ktérych dokonano jedynie odpowied-
niej transformacji zmiennych.

Mozna stwierdzi¢ bardzo dobra zgodno$é miedzy wynikami obu modeli, a drobne
rozbieznosci wystepuja jedynie przy najwigkszej liczbie Reynoldsa Re, = 0.075. W zakresie
liczb Reynoldsa rozpatrywanych w powyzszym przykltadzie nasz model daje wieksze ko-
rzysci, gdyz pozwala na otrzymanie wynikéw przy pomocy prostych kwadratur, bez cal-
kowania numerycznego, niezbednego w przypadku modelu [12]. Natomiast w podobnych
przypadkach przepltywow przez rury porowate, lecz z wigkszymi liczbami Reynoldsa, roz-
patrywanych np. w [13], gdy wskutek efektéw dynamicznych cisnienie statyczne ro$nie
w kierunku przeptywu, model ten datby wyniki niepoprawne nawet jakosciowo. To samo
dotyczy przeptywdw w kanatach rozbieznych przy wiekszych liczbach Reynoldsa i wszelkich
innych przypadkéw, gdy nie sa spelniane warunki matoséci « i o Re. W takich przypadkach
nalezy stosowa¢ metody o wyzszym rzedzie doktadnosci, jak np. [5], [13] lub jeszcze do-
kladniejsze.
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Peaome:

JJAMUHAPHOE TEUEHHWE B KAHAJE C ITEPEMEHHEBIM TIOIIEPEYUHBIM
CEUEHMEM U C ITOIOBMXXHLIMU M ITOPHMCTBIMH CTEHKAMM

Teuenne B KaHaJe IPEAIIOIOMEHO B BUJE Mano BoamylueHnoro Teuenust Ilyaseiina, Tax uro ypas-
nenna Haspe-CToxca MOYKHO JIMHeaPH30BaTh OTHOCHTENEHO MANLIX BO3MYLIeHHH. Perrenus st mapa-
METPOB TEUEHHsI TOJIYUEHL! B AHAJMTHUCCKOM BHAE, COXEPIKALEM HEUSBECTHYIO (DYHKINIO HaBIICHMSA,
KOTOpas ABJIETCA PELUEHHEM HEKOTOPOTrO JIMHEHHOTO 0GBIKHOBEHHOrO JuchhepPEHHANBHOTO YPABHEHMA .
70 ypaBHeHde ObUIO PELIeHO ANA HEKOTOPhIX IMPOCTEHIIMX CIIYYaeB TPAHHUHBIX YCIOBHH, NMpUHuém
B KAOKJIOM K3 HHX YUHTBIBAJICA TOJbKO OfMH M3 TPEX BO3MYyLUZOLUX 3(hdEKTOR, HASBAHLIX B 3aTNaBUM
aroii paborpl, Taxum o6pasom MoyHO OpII0 HAliTH pacpeneNenys JABIECHHUA U CKOPOCTel AN INaBHOrO
TeueHHsl M ero BO3MyLUeHnii. OGpallaercs BHAMANHME Ha HEKOTODbLIE OrPAHMYUEHIS TIPEICTABIEHON MO-
DeNH, BOBHUKAOL(HE U3 €8 NPUONHM3HTENEHOTO XapaKTepa.

Summary - \5‘

LAMINAR FLOW IN A CHANNEL OF A VARIABLE CROSS-SECTION WITH MOVABLE
AND POROUS WALLS

The problem is considered as a slightly disturbed Poisseuille flow, so the Navier-Stokes equations can
be linearized with respect to small perturbations. The solution is obtained in an analytical form, containing
an unknown pressure function which can be found from the ordinary linear differential equation derived
here. The equation has been solved for some simple axisymmetric flows, each of them being influenced
by only one of the three disturbance effects mentioned in the head of this paper. In this way pressurc and
velocity disturbance for the main flow and its perturbations has been obtained. Some remarks on the limi-
tations of the method presented have also been included.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 7 listopada 1977 r.



