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DYSKRETNE MODELE DYSLOKACJI
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1. Wstep

Dyslokacje sa to jednowymiarowe defekty sieci krystalicznej. Sa one odpowiedzialne
za plastyczne zachowanie si¢ ciat statych. Istnienie ich zostato potwierdzone eksperymen-
talnie przy uzyciu promieni Roentgena i mikroskopu elektronowego. Teorie opisujgce
zachowanie sig dyslokacji, ich oddzialywanie wzajemne oraz z innymi defektami sieci
krystalicznej, np. z defektami punktowymi, ich wplyw na wlasnosci mechaniczne ciat sg
przedmiotem badan od przeszto osiemdziesigciu lat. Stanowia one dziat mechaniki ciala
stalego. Przez wiele lat dyslokacje z duzym powodzeniem badano w ramach kontynualnej
teorii oS§rodkéw ciaglych. Pozwalalo to na stosowanie dobrze rozpracowanego aparatu
analizy matematycznej. Istnieje jednak wiele takich zagadnien, gdy konieczna jest wiedza
na temat szczegdtow dyskretnej budowy krysztalu, a wtedy powyzZsze podejicie staje sig
niezadowalajace. Jednym z takich probleméw jest zagadnienie naprezenia Peierlsa, czyli
minimalnego napre¢Zenia, ktére musi byé przylozone z zewnatrz do krysztatu, aby spowo-
dowaé ruch dyslokacji. Zaktada sig, ze dyslokacja podczas ruchu pozostaje prostoliniowa.
Nie uwzglednia si¢ rowniez wplywu temperatury.

Dyskretne modele dyslokacji maja znaczng niedogodno$é polegajaca na ogromnych
trudnosciach rachunkowych. Z tego wzgledu stosuje si¢ szereg przyblizer, co powoduje,
Ze otrzymane wyniki nie zawsze sg wiarygodne.

W niniejszej pracy przedstawiono przeglad dyskretnych modeli dyslokacji, w ktdrych
podjeto préby wyliczenia naprezenia Peierlsa. Zaprezentowano modele Frenkla-Kontorovej,
Peierlsa-Nabarro, Maradudina, Sandersa i Roguli oraz wspomniano o pSldyskretnych
modelach stosowanych w komputerowej symulacji dyslokacji w krysztatach.

-

2. Model Frenkla-Kontorovej

Model zaproponowany przez Frenkla i Kontorova byl jednym z pierwszych, w ktérym
starano si¢ oddaé dyskretna nature dyslokacji w krysztale.

W modelu tym krysztal jest podzielony my§lowo na dwie czgéci: gérna i dolna. Czeéé
gérna jest zastapiona przez jednowymiarowy laficuch punktéw materialnych (atomdw)
potaczonych identycznymi sprezynkami o stalej sprezystosci k. Oddzialywanie obu pot-
krysztaléw uwzglednia si¢ przez umieszczenie lancucha atomdéw w nieruchomym okresowym
potencjale W(x), o okresie réwnym b, gdzie b jest odleglo$cia miedzyatomowa.
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Dyslokacje krawedziowy wprowadza si¢ dostarczajac lub usuwajac jeden atom z nie-
skoriczonego taiicucha (rys. 1).
Energia potencjalna krysztatu wynosi

o0 o
k Y \ )

.1 U= § (P — )2+ } W),
—00 - 00

gdzie p; jest wychyleniem atomu o numerze j z j-tego minimum potencjalu. Rézniczkujac
(2.1) wzgledem v;, otrzymujemy warunek stanu réwnowagi j-tego atomu
@.2) K= 20y )= o),

i
ktdry glosi, ze atom znajduje sie w stanie rownowagi wtedy, gdy sity sprezystoéci spreZynek
sa réwnowazone silami potencialnymi zwigzanymi z potencjalem W{(x).

/Mw__ (a)

X
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o 0 o Q
° o
/W%M (e) y| ¢ @ e 8 o o o o
-2 -1 0 1 2 5 A
Rys. 1. Dyslokacja krawedziowa w modelu Rys. 2. Dyslokacja §rubowa w modelu Frenkla-
Frenkla-Kontorovej; (a) krysztat idealny; gdy Kontorovej
miniméw potencjaldw o 1 wigcej niz atomow: @ atomy laficucha, O atomy sieci (wg [1))

(b) konfiguracja stabilna; (c) konfiguracja nie-

stabilna; gdy atoméw o 1 wiecej niz minimow

potencjalu: (d) konfiguracja stabilna; (e) konfi-
guracja niestabilna

W oryginalnej pracy Frenkla i Kontorovej, jako potencjal przyjgto nastgpujaca
funkcje: .
Drew:
(2.3) Wiy;) = A(l —cos—%)

i rozwiazano zagadnienie dynamiczne

d?y; 2rd . 2ny;
@4 mE e =~ in T k- 2p ),
kladac
%y,
Vi = i~ 29+ R jx—zj %

gdzie skorzystano z przyblizenia dtugofalowego [1].

W modelu Frenkla-Kontorovej mozna badaé rowniez dyslokacje Srubowg. W tym celu
nalezy rozwazy¢ jednowymiarowy tancuch atoméw ruchomych lezacy na dwuwymiarowej
siatce atoméw nieruchomych (rys. 2). Ruch dyslokacji w kierunku x sprowadza si¢ do
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kolejnego przemieszczania si¢ atomoéw fafdcucha na odcinku o dhugosci A w kierunku y
na drodze 4y = bz jednego prostoliniowego szeregu atomow sieci na nastepny. Zaklada sie,
7e atomy z lafncucha oddzialywuja z atomami sieci za pomoca potencjatu, np. typu (2.3),
a energia oddzialywania atoméw z lancucha miedzy soba zalezy od ich wzglednego prze-
mieszczenia w kierunku y i wynosi

!
7)8(7714 =)
gdzie »; jest przemieszczeniem j-tego atomu z fancucha. Réwnanie réwnowagi dla atomow
lanicucha zapisuje si¢ wtedy nastgpujaco:

. 27w,
ﬂ(m+1—2m+m-l)—Asm-—[:7’~ =0

i problem sprowadza si¢ do zagadnienia dyslokacji krawedziowe;j.

Roéwnanie (2.2) z potencjalem (2.3) bylo rozwigzywane przez réznych autoréw, ale
przez sprowadzenie réwnania réznicowego do rézniczkowego. Pierwsze dokiadne nume-
ryezne rozwigzanie réwnania réznicowego dla konfiguracji symetrycznych pojedynczej
dyslokacji podali HoBART i CELLI [2], otrzymujac wyniki w postaci zbieznych szeregéw
potggowych przemieszczef atomowych.

HoBArT w pracy [3] przedstawil metode obliczenia naprezenia Peierlsa w modelu
Frenkla-Kontorovej, korzystajac z rownania (2.2) zapisanego w postaci
(2.5 k(pjp 1 —29+w- )+ —Z%isin%w—j = 0.

State k i 4 dadza si¢ przedstawié za pomoca stalych sprezystych », p i E [3], gdzie
v — wspéblczynnik Poissona, p.—— modut écinania, a E— modut Younga, w nastgpujacy
sposéb:

ubdc acE
(26) A= dra ¢ = 'b—(m,
gdzie a jest odlegloécia miedzy plaszczyznami réwnoleglymi do plaszezyzny poslizgu,
a abc jest objetoscia komérki elementarnej. Hobart wykazal, ze naprezenie Peierlsa jest
proporcjonalne do sily Ry, dzialajacej na atom n = O potrzebnej do utrzymania go
w odleglo$ci y, od potozenia réwnowagi i wynosi

E =D w
gdzie w(s)b jest szerokoscia dyslokacji, gdy znajduje si¢ ona w polozeniu sb dla 0 < s < 1.
Energia Peierlsa jest rowna pracy, jaka musi wykonaé owa sita R podczas ciaglego
przejécia dyslokacji od jednej konfiguracji réwnowagi do nastepnej
i :

1
@8) By = 5 [ RGO,
y
Rachunki mozna wykonaé tylko numerycznie. Metoda jest na tyle ogélna, Z¢ moze
mie¢ zastosowanie réwniez do innych potencjatéw. Hobart wykonat obliczenia dla

AW (y,) kb [ .| 2my; ) . ( 4o, )]
(2.9) @, e Psin B Qsin 5

@7 aE__ Ruvm
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w pracy [4] i dla

_ Aw(y) w4 [ 2y _gﬂr]
(2.10) &y b [(b) (b

w pracy [5]. Stwierdzono dla tych wszystkich potencjatéw, iz energia Peierlsa maleje wyklad-
niczo wraz ze wzrostem szerokosci dyslokacji, mimo oczywistych réznic w wyliczonych
warto§ciach energii. HoBART [6] podat réwniez spos6b przyblizonego obliczenia energii
Peierlsa przy uwzyciu metody zmiennej zespolonej. Otrzymane wyniki sa w do$¢ dobrej
zgodzie z metoda doktadna.

Dokladne analityczne rozwiazanie w modelu Frenkla-Kontorovej mozna znalezé, gdy
potencjat jest odcinkami paraboliczng funkcja przemieszczenia. Rozwigzanie takie znalezli,
KRATOCHVIL i INDENBOM [7] oraz WEINER i SANDERS [8]. Dokladna analiz¢ tego modelu
znaleZé mozna réwniez w pracy Rogurr [9].

T o o
(<P)b=—--=—- - - L |
. | i [ | 1
Ty o Lo
____.____._.I__ L - _— —
(52)0 o Q L? f 1 l Rys. 3. Podzial krysztatu na strefy w modelu Frenkla-

— ) .
EVINVIEREVERVE Kontorovej

Krysztat podzielono na trzy strefy (rys. 3), ze wzgledu na warto§¢ przemieszczen atoméw
w stosunku do parametru modelu:

II: (1—y)b < p; < b, M<Lj< 4o,
@11 . IL: o<y < (I=-9)b, —-M<j<M,
1: 0< p < b, —o <j< —M.

W strefie II jest 2M —1 atomdw polaczonych tzw. stabymi wigzaniami. Numery atoméw
przybieraja wartosci poldwkowe, gdy liczba stabych wiazanh jest parzysta i catkowite, gdy
nieparzysta. Konfiguracja 10wnow*1g1 opisana jest nastgpujacymi réwnaniami dla odpo-
wiednich stref’:

III: kV2y—ub(y;—b) = 0,

2uby b
(2.12) II: kV2yp;+ —2y (sz,—E) =0,

I: kVZ_zl)j—‘ubipj = 0.

Dla danej wartos$ci ¥ mamy zawsze dwie konfiguracje réwnowagi o M réznigcym sie
o 1/2. Gdy M jest poléwkowe, to konfiguracja stabych wiazan jest symetryczna wzgledem
maximum, a dla M catkowitego jest symetryczna wzglgdem minimum potencjalu. Stabilna
jest ta konfiguracja, ktéra ma mniejszg liczbe stabych wiazan.

Gdy do krysztatu przylozone jest naprezenie scmamce 7, to na kazdy atom dziata sita
[ = —1b® Rozwigzania szuka si¢ w postaci

. : 2]
(2.13) = yite-— *Tu—-,
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gdzie ; jest rozwiazaniem przy v = 0, a —7b/u jest przesunigciem atomu w nieskon-
czonodci wywotanym dziataniem naprezenia 7. Zada sie, by ¢; 5z 0.
Réwnania na ¢; dadza si¢ zapisa¢ w postaci
IT: V2p,—Pg; = 0,

Vg4 00— 2 =
(2.14) II.V(p,+Q(<p, 2#7) 0,

L: Vig;—Pg; = 0,
gdzie P = pblk, a Q = 2yP[(1—2y).
W stanie granicznym, gdy atom o numerze M znajduje sig¢ na granicy stref IT - IIT,
to wtedy s = (1—9)bi 7 = 7, wynosi
cos MO —fBcos(M—1)0 sinM0O— dsin(M--1)0

(2.15) Th T MY sinMB—ﬂsin(M- )0 cosMO—Gdcos(M—1)0"°
gdzie 6 = f /5‘ 2)/ g = [2+P l/ﬁ_-i'—“tiP] cosfl = ]—%

Rys. 4. Zmiany 7, w czasie ruchu dyslokacji w modelu Frenkla-Kontorovej

Gdy atom o numerze —M znajduje si¢ na granicy stref 1-1I, to y_py = ybi 7 = —1,.
Dla ustalonych u, p, k, a wigc i M, w czasie ruchu dyslokacji, np. w prawo, nastepuje na
przemian zmiana liczby stabych wiazan o +1 przy przejéciu ze strefy Il do IITi o —1 przy
przejSciu ze strefy I do IT, a -

(2.16) ~1, <7< T,
Mozemy wiec 7, utoZsamié z napn@zenlem Peierlsa. Zmiany 7 w czasie ruchu dyslokacji
pokazuje rys. 4.

It]

002

001

0

Rys. 5. Wykres 7,(y~') wg Kratochvila i Indenboma [7]

N oznacza liczbg atoméw w strefie 11, Liczby w nawiasach odpowindaja konfiguracjom niestabilnym; d = 1/(2y), fo = 1p
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Jezeli przejécia II - TIT1 I - II wystgpuja réwnoczeénie, to T, = —7,, czyli 7, = 01i dys-
lokacja moze przemieszczaé si¢ w krysztale bez przykiadania sit zewnetrznych, a liczba
stabych wiazan pozostaje bez zmian.

Na rys. 51 6 przedstawiono wykresy zmian 7, w funkcji y~* otrzymane przez KRATOCH-
VILA 1 INDENBOMA [7] oraz WEINERA i SANDERSA [8].

fl = D -
q mq ﬂ .

34 56 7 8 § 1 4 5 6 7 8 § 1
g 5
Rys. 6. Wykres 7,(y~!) wg Weinera i Sandersa [8]

3. Model Peierlsa-Nabarro

Model dyslokacji zasugerowany przez Orowana, a nastgpnie rozwiniety przez Peierlsa
i Nabarro wzbudzil wielkie zainteresowanie i wywart duzy wplyw na rozwdj teorii dyslokacji
w krysztalach. Wiasnie w tym modelu Peierls jako pierwszy oszacowal naprezenie po-
trzebne do przeprowadzenia dyslokacji z komérki do komérki.

Model Peierlsa-Nabarro zostal zbudowany przy nastgpujacych zaloZeniach (rys. 7):

a) krysztat skfada si¢ z dwu potaczonych ze soba, ciaglych, sprezystych polprzestrzeni;

b) wzdluz plaszczyzny potaczenia (ciecia) polprzestrzenie maja strukture atomowa;

¢) oddzialywanie atoméw z najnizszej warstwy gérnej potprzestrzeni z atomami najwyz-
szej warstwy dolnej polprzestrzeni jest typu sinusoidalnego, natomiast w kazdej z pét-
przestrzeni osobno spetnia ono prawo Hooke’a; :

d) przemieszczenia w kierunku prostopadlym do plaszczyzny poslizgu sa zaniedbywalnie
mate i nie sg brane pod uwage réwniez wszelkie efekty temperaturowe,

e) dyslokacja jest prostoliniowa.

Model ten moze by¢ oczywiScie modyfikowany, na przyklad przez zadanie, aby oddzia-
tywanie atoméw wzdhuz plaszczyzny ciecia bylo dowolna funkcja okresowa (np. LEICEK
[10]i KrouPA, LEICEK [11]), 0 okresie réwnym stalej sieci, byle tylko dla matych wzglednych
przemieszczen @; zachodzit liniowy zwigzek:

Opy = %@x(x) dla dyslokacji krawedziowej,
(3.1
Oy = —S—(Ji,(x) dla dyslokacji $rubowej,
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gdzie d jest odlegloscia miedzyplaszczyznowa. Szczegdlnie proste wyniki otrzymuje sig
jednakze wtedy, gdy przyjmie si¢ zaleznoé¢ sinusoidalna.

Poczatkowo przemieszczenie dolnej polprzestrzeni wzgledem gérnej (na rys. 7 linie
przerywane) wynosi

b2 x>0
—bJ2 dla <0

Po naloZzeniu na poiprzestrzenie takich przemieszczen, Ze tworzy si¢ odpowiednio
dyslokacja krawedziowa lub §rubowa:

(3.2) D= D) = {

2u+b/2 x>0
dla

2u,+b/2 x>0
dla

33 b= { 2u, —b/2 x <0

J
v =

Quy—b/2 x <0

(a)

Rys. 7. Dyslokacja krawedziowa (a) i §rubowa (b) Rys. 8. Wykres przemieszczenn w modelu Peierlsa-
w modelu Peierlsa-Nabarro (wg [12]) Na_barro (wg [12])

Ogdlnie, przemieszczenia zachowuja sie tak, jak pokazano na rys. 8. Z przemieszczeniami
zwigzane sg sity, wywolane zakléceniem wigzan w plaszczyZnie y = 0. Zgodnie z przyjetymi
zatoZzeniami, np. dla dyslokacji §rubowe;j

—ub . A4nu,
g S

Formalna teoria sprezystosci, jak réwniez zalozenie cigglego rozkladu dyslokacji wzduz
osi Ox, prowadzi do zwigzku

o0
du,(x')  dx’'
3. M f _
( 5) Gyz (x, 0) P P ) dx: xl —_X

(3.4) 0yx(x, 0) =

H

gdzie P oznacza, Ze calke nalezy rozumieé w sensie wartoéci gldwnej Cauchy’ego. Przy-
réwnujac (3.4) i (3.5) otrzymujemy réwnanie calkowe, ktérego rozwigzaniem jest

b x
3.6 = —
(3.6) U, : arctg—,
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gdzie n = df2. Naprezenie wyraza si¢ teraz réwnaniem
ub  x
2

Ostatni wzdr wskazuje na istotng ceche modelu Peierlsa-Nabarro: w zerze, czyli w jadrze
dyslokacji, nie ma osobliwosci napreZenia, ktére pojawiato si¢ w modelu kontynualnym
Osobliwo$¢ pojawia sig teraz w odleglosci +# od plaszczyzny poSlizgu.

(3.7 ‘ 0y (x,0) =

®~0 0o o o
T
RS 1
Q0 Ty I/
o o 0\\6\-@ j " l i :
(a) . (c)

.2 o o o Rys. 9. Symetryczne konfiguracje dyslokacji w modelu
-~ Tl ol [ ] Peierisa-Nabarro (wg [12])

\8\\ ° E-a g I ! , i | (a), (b) — dyslokacja §rubowa; (c), (d} — dyslokacia krawgdzio-
o o :3"\6\ o ’ ’ [T wa; O x oznaczajg atomy odpowiednio nad i pod plaszczyzng-

(h) —e (o poslizgu, a linie przerywane na rysunku dyslokacji krawedzio-

wej — polozenie rzgdéw atoméw, gdyby nie bylo dyslokaeji

Podczas ruchu dyslokacji nastgpuje zmiana energii potencjalnej krysztatu. Zalezno$é
energii potencialnej od polozenia dyslokacji jest funkcja okresowa, o okresie Téwnym
dhigoSci wektora Burgersa b, ze wzgledu na periodyczna budowe krysztatu. Aby przej§é
z jednej konfiguracji symetrycznej do drugiej (rys. 9), dyslokacja musi znalezé si¢ w kon-
figuracji niesymetrycznej. Oczekiwano, Ze ta ostatnia bedzie miala energie wyzsza, czyli
Ze naprezenie $cinajace powodujace zmiang konfiguracii tez bedzie si¢ zmieniaé okresowo.
W modelu zatozono, ze podczas ruchu dyslokacji energia sprezysta w obu pSlprzestrzeniach
nie ulega zmianie, zmienia si¢ natomiast tylko energia pochodzaca od zmiany wzglednych
przemieszczen, bgdaca suma po wszystkich atomach wzdhuz plaszczyzny cigcia i wynosi

ub*  ub? 4yr
3 = —
(3.9 Wia) o + 5. CXD 5 cosdam,

gdzie ab jest wychyleniem dyslokacji z jednej z konfiguracji symetrycznych. Rézniczkujac
otrzymany wzér po « mozna znaleZ¢ silg i naprezenie, jakimi nalezy dzialaé na dyslokacjg,
aby przesuna¢ ja z jednego polozenia réwnowagi w nastepne:

1 dW(e) - ] 1
39 = — -t = __F.
(3.9 T da 2,ubexp[ 5 sindar, Oy = F
Energia osigga maksimum, gdy cos4ar = 1, a minimum, gdy cosdar = — 1. Maksi-

mum mamy wigc, gdy o = 0 lub 1/2, a minimum, gdy « = 1/4. Wniosek jest niespodzie-
wany 1 sprzeczny z oczekiwaniami: najwicksza energie maja konfiguracje symetryczne,
a konfiguracja niesymetryczna jest obdarzona energia minimalna.

Naprezenie Peierlsa, czyli maksymalne naprezenie potrzebne do przeprowadzenia
dyslokacji do nastepnej komdrki, pojawia sie wtedy, gdy o = 1/8 i wynosi

(3.10) o, = 2,uexp[— jZ—n]

HirtH i LOTHE [12] uwazaja, ze nieoczekiwana postaé energii potencjalnej jest czgéciowo
skutkiem sumowania niezaleznie po plaszczyznach gérnej i dolnej. Metoda ta nie ma
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silnego uzasadnienia fizycznego i pociaga za sobq zbytnie wygiadzenie funkcji w poblizu
jadra dyslokacji. Sugeruja, ze sumowanie energii pochodzacej od wzglednych przemieszczen
par rzedéw atoméw powinno poprawi¢ ten wynik.

4. Model Maradudina

MARADUDIN [13] zaproponowat prosty model dyslokacji §rubowej w sieci krystalicznej,
w ktérej kazdy atom oddziatywuje tylko ze swymi najblizszymi czterema wspéiptaszezyzno-
wymi sasiadami zgodnie z prawem Hooke’a. Odleglosci pomiedzy atomami w kierunku
prostopadlym do plaszczyzny przekroju sa state. Maradudin wyliczyl przemieszczenia
atoméw w dwu konfiguracjach dyslokacji §rubowej: w konfiguracji T, gdy dyslokacja
znajduje si¢ w §rodku komérki elementarnej i w konfiguracji I, gdy dyslokacja znajduje sie
na krawedzi komdrki elementarnej (rys. 10). Nastepnie podal wyraZenia na energie od-

oo ole o o G
o 0 o o o © 9 0 o o
: ©% 0’0 0¥ 6 o & o oF
Rys. 10. Konfiguracje dyslokacji §rubowej w modelu 0 0 6 0 0 o 6 9 o o o
Maradudina; (a) konfiguracja I; (b) konfiguracja IT (a) (b)

ksztatcenia powyZzszych konfiguracji. Réznica tych energii jest energia Peierlsa. Pionowe
przemieszczenie atomu o wspoétrzednych (rn, n) oznaczono w(m, n). Jest ono wielowar-
toSciowa funkcja poloZzenia atomu w tym sensie, Ze wzrasta o b po zatoczeniu konturu
Burgersa wokot linii dyslokacji. Aby unikna¢ ktopotéw zwigzanych z wielowarto$ciowoscia
pola przemieszczen wprowadzono ciecie wzdtuz osi Ox. PotozZenie tego ciecia jest w ogdlnosci
dowolne. ‘

Stan réwnowagi rzedu atoméw o wspoirzednych (m, m) jest opisany réwnaniem

(4 l) A(wm+ t.n— W,,,_ 1.:1) +B(wm,n+ 1 wm,n— 1) - (2A +2B) wm,n =
= Bb(Oui+ 172 6::,1/2 - (sm,k+l/2 5:,,—1/2) w konfiguracji I,
= Bb(6yn,1 0n, 172~ Om,x Op,—172) + Bb[2(0m,0 5n,1/2 ~ O, 0 On, - 1/2) w  konfiguracji I,
gdzie 4 i B sg stalymi sitowymi oddzialywania atoméw, odpowiednio w kierunku x i w kie-
runku y,ak =0,1,2,3 ...
MARADUDIN [13] rozwigzal réwnania (4.'1) metoda transformacji Fouriera, a BULLOUGH

1 TEWARY [14] metoda funkcji Greena. Otrzymali oni identyczne wyniki, mianowicie:
dla konfiguracji I

. /2
b b siny  sin2mxsin2my
4.2 ng—“"_f‘f : - : dd,
4.2 W, 4 72 Jow  sinx Csin?x+sin?y *
dla konfiguracji II
| bob (] in2my sinpsin?
cosxsin2my  sinysin2ny
4.3 mnp = T T T4 . n 0 4[1/’,
(43) W, 4 x2 ff sinx Csin?x +sin?y x4
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gdzie C = A/B. W granicy, gdy Am?+ Bn? jest duze, wzory te przechodza w dobrze znany
zwiazek z kontynualnej teorii dyslokacji

b Y7al n
(4-4) Wy = '_Z;arCtgl/ ¢ —’;,Z—'

Jest on identyczny dla obu konfiguracji, gdyz w teorii kontynualnej nic bierze si¢ pod
uwage szczegéldw budowy jadra dyslokacji.

Energia odksztalcenia zostala policzona w pracy [13] jako praca wykonana przez sity
zewnetrzne na krysztale podczas wprowadzania do niego dyslokacji. Otrzymano naste-
pujace wyniki:

E = %]/AB{]112)/~ %]n H‘;C + pi—lnC+ln

4.5)

=
Vi |

b — 1. 1+C 1 . C 1 R
Ey=—~-VABn2y— —ip—— + f—:_—(-n:—arcsm ]/——) —InC+In—7—=—1%,
11 47_:‘/ {Hy 2]11 4 ]/C 1+C +4ln "{'I'l]/é_"7
gdzie y jest statg Eulera, Iny = 0,57722, R zewng¢trznym promieniem krysztalu (przyjmuje

sig, ze krysztat ma ksztalt walca), {, » odleglo§cia migdzy sasiednimi rzgdami atomdw
odpowiednio w kierunku x i y. Tak wiec

Bb \ /' C
(4.6) | E"—E,=4—Tc(n—arcsm]/m).

Otrzymana w ten sposdb rdéznica energii jest nadmiernie duza. CELLI [15] poprawil wynik
Maradudina wprowadzajac dla dwu rzeddw (0, 1/2) 1 (0, —1/2) w konfiguracji II poten-
cjat -
4.7 Zthb;(l +cosﬁz}rw ),
co dla dyslokacji [110] w NaCl obnizylo warto$é energii Peierlsa o rzad wielkoscei.
HOLZLER | Siems [16] stwierdzili, Ze jesli zastosuje sie poprawke Celliego do modelu
Maradudina dla dyslokacji [001] w krysztale sze$ciennym, to réznica £~ E; staje si¢
ujemna. Jest to spowodowane faktem, ze najwicksze wzgledne przemieszczenia beda teraz
w konfiguracji 1. Zaproponowali wiec, aby wprowadzi¢ sinusoidalng zalezno$¢ sit od
przemieszczen dla wszystkich wigzaf, co obnizytloby wzgledne przemieszczenia réwniez
w konfiguracji I i zmniejszyloby E; w ten sposéb, Ze réznica energii znéw bytaby dodatnia.

5. Model Sandersa

SANDERS [17] zbudowal dyskretny model dyslokacji krawedziowej w krysztaie o sieci
sze§ciennej prostej przystosowany do badania wplywu naprezenia $cinajacego przytozonego
z zewngtrz na geometri¢ dyslokacji. Zalozyl on liniowe oddzialywania pomigdzy najbliz-
szymi sasiadami (oprdcz plaszczyzny poslizgu) uwzgledniajac sity centralne i niecentralne.
Rozwazane byly tylko cztery rzedy atomow najblizsze plaszczyzny poélizgu. Przemiesz-
czenia atoméw w tych rzedach dane sa nastepujgcymi wzorami:

.1)

uyy = uytultep,  uegy = ulggtuly ),
Aoy = Wy, Uy = ulg Ul
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gdzie u;; jest poziomym przemieszczeniem atomu w i-tym rzgdzie i w j-tej kolumnie, uj; jest
przemieszczeniem atomu wywotanym jednorodnym naprezeniem $cinajgcym 7 przylozonym
w nieskonczonoéci z zewnatrz do krysztahu:

2
L= 7{’2 (i—1) i>0,

I

u

(5.2)
uly = llf-(f+1) i<0
if = /(2 >
gdzie k, jest miara sit niecentralnych (co wynika z poréwnania z kontynuvalna teorig

sprezystosci, gdyZ ki = cqab = ub), a u;] jest odksztalceniem potrzebnym do wprowa-
dzenia dyslokacji:

(—b/4 >0 bj4 jz0
(5.3) uf; =1 0 dla j=0; ¥ ;= dla
b4 j <0 ~bj4 j <0

Po wprowadzeniu dyslokacji atomy doznajg relaksacji i zajmujg poloZenia réwnowagi,
co okredlaja funkcje @i, @i, v; 1 9] zmierzajace do zera, gdy j —» 0.

W poblizu jadra dyslokacji przemieszczenia sa tak duze, Ze porzucono tutaj zaloZenie
o oddzialywaniu tylko najblizszych sasiadow i uwzgledniono oddzialywanie atoméw
zrzgdu 1 zdwoma atomami z rzedu — 1 (linie przerywane narys. 11). Sita oddziatywania jest
funkcja poziomej odlegloéci @;; pomigdzy oddzialywujacymi atomami, gdzie @D;; jest
odlegloécig pomigdzy i-tym atomem z [ rzedu i j-tym atomem z rzedu —1. '

P &
2‘\ )TT S
b
1?—1\‘ AN
/ M

N

-1 kY, T F =Rl -%-;;'
-1 _ ./ ¥
NI Pl
[ oo s
| Ch— N 7
1

(b \\//
Rys. 1l1. Dyslokacja krawedziowa w modelu Rys. 12, (a) Trzy typowe atomy w poblizu plasz-
Sandersa czyzny poslizgu; (b) wykres sily dzialajacej na

atom C pochodzacej od atomu A (linia ciagta)
i od dwu atomoéw ponizej plaszczyzny poslizgu
(linia przerywana); w modelu Sandersa

Roéwnania réwnowagi zapisuja sie nastgpujaco:

dla atoméw usytuowanych daleko od plaszczyzny poélizgu
(5.4 koo (g g+t — 20, ) Fla (g j+ oy, 5 —2u) = 0,
gdzie k, jest miarg sit centralnych;

dla atoméw, z czterech rzeddw najblizszych do plaszezyzny poslizgu

(5.5) ka(u—uy)+h @y oy Fuy o1 —2u;) = F o —F;

i

k2(u—2,1_u—1,j)+k1(u—1,j+1+“—1.j—1—2u—1.j) = F—F,j.
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F; jest sita oddziatywania i~tego atomu z rzedu 1 z j-tym atomem z rzedu — 1. ZaloZono
nastepujacy charakter zalezno$ci F(®P):

@/b 0< dlb <y,
(5.6) Flikyb) =1 —a@/b+y(1+a), y<Pb<1-y,
0 Dbz 11—y,

gdziey = @./b = F.[(k,b) = 7./b, o0 = y/(1—2y), T, oznacza krytyczne napigcie §cinajace
krysztatu doskonalego (rys. 12).

6x10° .
[ g9 20,
6 f=01225
Przemeszczenie
dyslokac!
©
@ Ao09
-969
-3 © 0 4 20 0 4
AR / \AARARY /
0 3 -3 0 3
_ )
MM M R 8 n@%%xmé A A
\ / R D 3 3
CMfT 0T M (Read- NG
wigzanie wiazani . - 4
stabe sjlneanle SVW

Rys. 13. Przyktadowy rozklad wigzan wzdiuz
plaszezyzny polizgu w modelu Sandersa. M, i M,
sa to numery, liczone od &rodka, tych atoméw,

Rys. 14. Przyklad zmiany naprezenia zewnetrz-
nego i konfiguracji slabych wigzan w czasie ruchu
dyslokacji w modetu Sandersa

ktore pierwsze sa polaczone silnymi wiazaniami

Gdy wzgledna pozioma odlegloéci pomiedzy dwoma atomami z dwu sasiednich po-
ziomych rz¢d6w jest z przedziatu [0, y], to méwimy, Ze atomy sa polaczone silnym wigza-
niem, a gdy ta odlegto§é jest z przedziatu [y, 1—y], to méwimy, Ze wigzanie jest slabe
(rys. 13). Tak wigc, plaszczyzne poslizgn mozZna podzieli¢ na trzy czedci:

j< "‘Mz, F}'j Silne, F:i,j—l = O,
M, +1<j< M,=1, Fj;iF.,,slabe,
2

j=z M, F; y_4 silne, F; = 0.

Sanders badal quasi-statyczny ruch dyslokacji (przejscie z jednej komorki do nastgpnej)
dla R = 1,0, 2,0, 5,0 (R = k,/k,) i dla r6znych wartosci y. Typowy przebieg zaleznosci
przemieszczenia dyslokacji od przytoZonego naprezenia o = /b pokazuje rys. 14.

Poczatkowa konfiguracja C* jest stabilna (dodatniemu naprezeniu odpowiada dodatnie
przemieszczenie), natomiast konfiguracja C> jest niestabilna — w ruchu dynamicznym
dyslokacja powinna albo skoczyé do przodu, albo powrdcié z powrotem do konfiguracji
stabilnej. Naprezenie Peierlsa to maksymalne napreZenie wystepujace w tym cyklu wyno-
szgce 9,65 x 105,
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Oprécz cyklu oméwionego powyzej, Sanders zaobserwowat réwniez takie, w ktérych
konfiguracja poczatkowa byta niestabilna i takie, w ktérych byly dwie konfiguracje stabilne
w jednym cyklu. Koncowy wynik obliczen napreZenia Peierlsa pokazuje rys. 15. Uderzajaca
cechg jest okresowy przebieg 7, w funkcji y~1.

A4
o W\/\/\ /\ N ﬂ

& 7 6 9 w0 W 12 1B u BB g

Rys. 15. Zmiana naprezenia Peierlsa w funkeji 9=* w modelu Sandersa

6. Model Roguli

RoGguLA [18] zaproponowal dynamiczny, atomowy model prostoliniowej dyslokacji
$rubowej w sieciach Bravaisa. Wyprowadzil on wyrazenia na pola predkosei 1 dystorsji
oraz znalazt zalezno§¢ predkoséci poruszajacej sie dyslokacji od dziatajacego na krysztat
jednorodnego naprezenia zewngtrznego.

Model Roguli przystosowano [19] do quasi-statycznego ruchu dyslokacji, co pozwolito
znalezé statyczne naprezenie Peierlsa w funkcji parametru modelu y.

Rys. 16, Przekrdj poprzeczny przez sie¢ szeScienna prosta © o o o O o

Rozpatrzono sze§cienng, prosta, prymitywna sieé krystaliczna. Przekrdj poprzeczny
tworzy sie¢ kwadratows (rys. 16). Zalozono, ze w nieskonczonej sieci znajduje sie pojedyncza
dyslokacja srubowa o wektorze Burgersa b (|b| = 1) réwnoleglym do osi 0z. Dyslokacja
moZe zajmowaé rozne polozenia wewnatrz komorki, w ktérej umieszczono poczatek
uktada wspolrzednych. Ponadto zrobiono nastepujace zaloZenia:

a) ruch atomoéw dozwolony jest tylko w kierunku réwnolegtym do osi 0z (réwnolegle
do linii dyslokacji), przy czym odleglosci miedzy atomami w tym kierunku sg stale (atomy
84 «nanizane na sztywne prety», a kotko na rys. 16 oznacza jeden taki pret);

b) kazdy atom oddzialywuje tylko ze swymi czterema najblizszymi «wspdiptaszczyzno-
wymi» sgsiadami; )

c) energia oddziatywania atomdw jest odcinkami paraboliczng funkcja dystorsji fi(x, y),
k=1,2.
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Dystorsja f,(x, ¥) nazwano wielkosé

(6.1) Bi(x, ¥) = Dew(x, p)—ny,

gdzie D, jest operatorem réznicy centralnej, w(x, ) jest plonowym przemieszczeniem atomu
o wsp6irzednych (x, y), a n;, sa takimi liczbami calkowitymi, by |8, (x, )| <€ 0,5 (rys. 17).
Wielkodei B (x, ») = 0,51 fx(x, ») = —0,5 sa rownowazne. Po rozpisaniu wzoréw (6.1):
Br(x, p) = wix+1/2, y)—=w(x—1/2,y)—ny,

Ba(x,y) = wlx, p+1/2)—=w(x, y—1/2)—n,

widaé, ze dystorsje okre§lone sa w §rodkach odcinkdw laczacych atomy: §,(x, y) w §rod-
kach odcinkéw poziomych, a f,(x, y) w srodkach odcinkéw pionowych (rys. 16 i 17).

(6.2)

v
———————— aop =lpl) Yol
oo A &l
Weh }“”Vzﬂz)
0 X B 0 X
s Up-lp
./2.Vz

? L

Rys. 17. Dystorsja £,(0, 1/2)

¥
| 1
] 1
) [
P P A
B 5w F %
R Fe——
i I i
ﬁ‘

LiN
5k
-05 -f a5
AW K
i o
.\_ 7 A Rys. 18. Zalezno$é energii i sily oddzialywania atomow
B \05 od dystorsji w modelu Roguli. Rozktad sity oddzialywania
. na cze§¢ liniowa i nieliniowa

Na rys. 18 przedstawiono zalezno$¢ energii U i sily S, oddzialywania dwu atomdw
od dystorsji
ou(p)
6.3 =
63) S = a5
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Warto$¢ dystorsji f, = y, bedaca parametrem modelu, wyznacza granice liniowe]
zaleznosci sily oddzialywania od dystorsji. W zwiazku z tym przedzial wartoéei dystorsji
[—0,5, 0,5] podzielono na trzy czgsci (rys. 18): jesli warto§¢ dystorsji jest z obszaru I to
méwimy, ze odpowiednie wigzanie jest silne, za§ w przypadku, gdy warto§¢ dystorsji jest
z obszaru II lub III, to méwimy Ze, wigzanie jest stabe. Site oddzialywania atomdw z sasie-
dnich rzedéw mozna rozbi¢ na cze§é liniowa i nieliniowa:

(6.4) Si(x, y) = (SE™N+SFH) (x, ).
Nieliniowa czqéé. oddzialywania mozna wyrazi¢ przez liniowa, je§li wprowadzi sie
wielkosé '
(6.5) S(x,p) = —DpSE™(x, p), ,
gdzie f(x, y) jest wielkoécia taka, Ze b f(x, y) przedstawia silg, z jakq nalezy dziata¢ na atom
o wspdirzednych (x, y), aby otrzymadé taki sam efekt, jaki daje nieliniowa cze§¢ (6.4).
Sumaryczny wektor Burgersa zdefiniowano nastgpujaco:
(6.6) Zﬂk Dxy = J_S_; Ri .
C {ntC
Po lewej stronie réwnania sumowanie odbywa si¢ po odcinkach konturu C (gdyz DQ
oznacza przyrost wielkosci O na elementarnym odcinku konturu C), a po prawej stronie
réwnania po komdrkach zawartych wewnatrz konturu C. Tutaj
©.7) Ry=e¢eyDyy 1 k=1,2,
a &y jest antysymetrycznym tensorem jednostkowym
6.8) E11 = €23 = 0, £, = —&, = 1.
Wielko$¢ zdefiniowana jako

(6.9 Ripi(x, y) = a(x, y)
gra taka samg role, jak gesto$§¢ dyslokacji, w omawianym przypadku dyslokacji §rubowych,
w teorii kontynualnej. Pole a(x, y) jest okreslone dla catkowitych wartoéci x 1 y, a poszcze-
golne jego elementy moga przyjmowaé trzy wartosci: 0 — gdy w danej komoérce nie ma
dyslokacji i +1 — gdy w komérce znajduje si¢ dyslokacja o wektorze Burgersa réwnym
+b.
Ukiad réwnan

=D S™(x, ¥) = f(x, 1),

Rifu(x,y) = alx, y),
po prostych przeksztalceniach da si¢ sprowadzié do postaci

(6.11) : —aDkaﬂ, = D[f—‘aRla,

gdzie a = u jest modulem $cinania. Réwnanie to rozwigzano metoda funkcji Greena
i znaleziono, ze

(6.10)

1
(6.12) Blx,y) = Z—D,G*f—RiG*oc,
gdzie * oznacza splot dyskretny:

(6.13) O+P = 2 O(x~x, y—y YP(x', '),

2 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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a G jest funkcja Greena

cos(yg,) (2—cos g,/ (2—cosg)® ~ 1)l — 1 "
]/(2—cosq2)2—_1 >

(6.14) G(x,y)=71_;f
0

przy czym G(0,0) = 0,0.
Poniewaz dyslokacja znajduje si¢ w tej samej komérce, w ktérej jest poczatek uktadu
wspohrzednych, wiec
(615) (X(x, J’) = 6::0 5y0a
gdzie dy; jest delta Kroneckera, a wzory na dystorsje zapisuja si¢ nastgpujaco:
1 ! 7 ’ ' !
Buls, ) = — D) [GGr—x'+1/2, y=y) = Glr—x'=1/2, y=y)If(x', ) +
XLy .
+G(x’ y+l/2)_G(x5 y—1/2),
1 A ’ . ’ 7 I’ ’
Bolx,y) = — D) [Gli—x', y=y' +1/D=Gle—x', y—=y' = 12U, ) -

XLy
—G(x+1/2, »)+G(x—1/2, ).

(6.16)

RODZINA | <==s RODZINA | <= RODZINA II

05-025 05025 05-01817
Nie ma stabych Nie ma stabych (1_
wiazan. wigzan.
025:01134 { 025010 01817+ 0n47
5—‘- : IH— 14~
0N34:00752 14n+01024 0N47+00883
H E—H-— [ HLH{—— 1

== 00752:00562 01024+00917 I 00883+00817

il - I T~ I ICk---

It %—IH* i

00562+00449 00917-00709 0081700636
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Rys. 19. Trzy rodziny symetrycznych konfiguracji réwnowagi stabych wiazan przy ﬂ, = 0 w modelu Roguli,
Obok kazdej konfiguracji podano zakres p jej wazno$ci; | oznacza dystorsj¢ rowng 0,5

i

Whplyw naprezenia zewnetrznego zostal uwzgledniony przez wprowadzenie jednorod-
nego pola dystorsji ;. Tak wiec catkowita dystorsja jest dana wzorem

(6.17) B(x,y) = BR(x, )+ B
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gdzie BF(x, y) jest polem dystorsji wywolanym obecno$cig dyslokacji i dane jest wzorami
(6.16).

Zbadane zostaly dwa procesy:

a) proces zmian konfiguracji réwnowagi sfabych wiazan w funkeji y przy B = 0;

b) proces zmian konfiguracji sldbych wigzan w funkcji ﬂn,, przy ustalonym 1y,

W procesie drugim maksymalna ﬂk wystgpujaca w quasi-statycznym ruchu dyslokacji
poprzez komdrke elementarng jest proporcjonalna do napreZenia Peierlsa.

Sledzac proces pierwszy, stwierdzono istnienie trzech rodzin symetrycznych konfiguracji
stabych wiazan (rys. 19). W rodzinie IlI jedna z dystorsji jest réwna 40,5, czyli dyslokacja
znajduje si¢ na krawedzi komoérki, Wybierajac dowolna konfiguracje z rodziny I, ustalajac
y 1 zmieniajac odpowiednio ﬁ mozna dojs¢ tylko do jednej z konfiguracji z rodziny I
Zaden proces tego typu nie wyprowadza dyslokacji na krawedZ komdrki (rys. 20) (uwaga
ta nie dotyczy plerwszej konfiguracji (bez stabych wiazan) z rodziny I). Przy réwnoczesne]
zmianie obu /3,, otrzymano ciag konfiguracji o rosnacej liczbie stabych wigzan (rys. 21),
a w ostatniej konfiguracji z tego ciggu dwie dystorsje sa réwnocze$nie réwne 0,5. Proces
ten prowadzi do kruchego zniszczenia krysztatu. Tak wigc konfiguracje z rodziny I odpo-
wiadaja dyslokacjom utwierdzonym.

/=00
/s; a0 gomssz f 0026786 ,4} o
= X
y/i=00 = 010009
" %*'00 ﬂLH:
—— ® |l

%:UU =00
=0002665 =0
(2) %H» — o ILAH‘“*X

=0004353 (b}
i

= B00407

i M —i#—; @l 1
[k o

O [E-—x O 14-p—
%‘58809687

(s) :

o

Rys. 20. Przykiady zmian konfiguracii stabych wigzan w funkeiji /3, dla (a) 0,2500, 0,1817) ey = 0,2;
(b) (0,1817, 0,1134) e y = 0.12 w modelu Roguli

Konfiguracje z rodziny Il (oprécz pierwszej) maja Sci§le wyznaczong plaszezyzng s
poslizgu dyslokacji. Dyslokacja osigga konfiguracje z rodziny IIT (a wigc jest dyslokacja,
ruchoma) tylko wtedy, gdy naprgZenie zewnetrzne jest przylozone do krysztatu w taki

2%
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sposSb, Ze sita dziata na dyslokacj¢ réwnolegle do kierunku, w ktdrym jest najwiecej
stabych wigzan. Przyklady takich proceséw pokazano na rys. 22.

Na rys. 23 pokazano w funkcji y (w skali ~') zmiany konfiguracji stabych wigzan
(z rodziny X i If1) w trakcie zmiany polozenia dyslokacji . Gdy u = £0,5, to dyslokacja
znajduje si¢ na krawedzi komorki, a u = 0 jest réwnowazne u = 1. Liniami uko$nymi
zakreskowano obszary, w ktérych dana konfiguracja jest stabilna, co odpowiada minimum
energetycznemu, a liniami poziomymi obszary niestabilnosci konfliguracji (maximum

energetyczne).
£ §=025 £ F=0i817
T T
13 7=017
0004 00037
. =023 0003 0003
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e N ”
o s N 0010¢ )
100 [ 002877 0015 i f=015
ﬂj R 0004 ‘
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0.002204 Ay U] . TG
§ |-w. lj 0034537 818(1)8 <~ --00077
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| 0006058 =
O~ -
= ) = i i
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é": - *05\\L 0.034956
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l 0018347 =
-3 = L L | f
= = I4— = L= e Rt 2 L
Mo = (a) (b}
Rys. 21. Ciag konfiguracji w modelu Roguli dla Rys. 22, Zmiany?ﬂ w funkcji potozenia dyslokacji
y =0, 995 przy rownoczesnej zmianie ,§k, ke = # w modelu Roguli; (a) ye[0,1411, 0,1147];
=1,2;8, = /§2. Przy kazdej konfig,uracji podano (b) v € (0,1147, 0,1024}

osiagnieta wartosé f

Na rys. 24 podano schematyczne przekroje powierzchni energii ptaszczyzng prostopadla
do plaszczyzny poSlizgu dyslokacji. Linie poziome odpowiadajg tym wartosciom v, dla
ktérych naprezenie Peierlsa jest zerowe. Stwierdzono istnienie niesymetrycznych polozef
réwnowagi dyslokacji wewnatrz komérki.

Zalezno$¢ naprezenia Peierlsa od parametru modelu y pokazano na rys. 25, Je§li by nie
uwzglednia¢ punktéw, w ktdrych naprezenie znika, to oprécz zakresu y € [0.5, 0.25], wraz
ze wzrostem p~! maleje ono wyktadniczo.
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Rys. 23. Wykres zmian konfiguracji stabych wigzan Rys. 24. Schematyczne przekroje powie-
w modelu Roguli w funkeji v i u. ////}]] — obszary rzchni energii dyslokacji plaszczyzna pros-
konfiguracji stabilnych; = — obszary konfiguracji nic- topadig do plaszczyzny poslizgu w funkeji
stabilnych ¥ w modelu Roguli
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Rys. 25. Wykres zmian naprezenia Peierlsa w funkeji y=! w modelu Roguli. W nawiasach podano wartoéci

v dla ktérych nastgpuje zmiana konfiguracji; T, = af,
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7. Modele poldyskretne

W ciagu ostatnich kilkunastu lat w zwigzku z postgpem w dziedzinie budowy elektro-
nicznych maszyn cyfrowych, ktdre sg coraz szybsze i majg coraz wigksza pamigc, gwattownie
rozwinela sie nowa technika teoretycznego badania wiasnoéci materialéw, tzw. metoda
symulacji komputerowej. Przeglad zagadnien rozwigzywanych tg metoda mo:Zna znalezé
np. w pracach [20] i [21]. Wiele prac poéwigcono dyslokacjom przede wszystkim w struk-
turach szeSciennych centrowanych objetosciowo (bec) [22]. Wsp6lng cecha wszystkich
modeli dyslokacji rozwigzywanych metoda symulacji komputerowej jest podzial krysztatu
na dwie cze§ci: w obszarze I uwzglednia si¢ atomowa (dyskretna) budowg krysztatu,
natomiast w obszarze II korzysta sie z kontynualnej teorii spreZystoéci. Dyslokacja znajduje
sie oczywiécie w obszarze T (rys. 26). W obszarze I rachunki przeprowadza si¢ korzystajac
Z dwucialowybh p6lempirycznych potencjaléw, przy czym uwzglednia sie oddziatywanie

\‘&_‘_/'

Rys. 26. Potdyskretny model dyslokacji wg [23]. - Rys. 27. Péidyskretny model dyslokacji z elas-
Obszdr I (zakropkowany), w ktorym uwzglednia tyczng granica i nakladajacymi sie obszarami
sie dyskretng budowe krysztatu od obszaru II 1i II

(zakreskowanego), w ktorym korzysta sie z wy-
nikéw kontynualnej teorii sprezystosci oddziela
sztywna granica I

nie tylko najblizszych, ale i dalszych sasiadéw. Stosuje sie w tych modelach zasadniczo
dwa podejécia: gdy granica I" oddzielajaca cze§é atomowa modelu od ciaglej jest sztywna
(rigid boundary) i gdy granica ta jest elastyczna (flexible boundary). W metodzie pierwszej
wylicza si¢ polozenia atoméw na granicy zgodnie z liniowa lub nieliniowa [23] teoria
spreZystosci, izotropowa lub anizotropowsa, a nast¢pnie atomy w obszarze I poddaje sig
procesowi relaksacji. W podejéciu drugim (rys. 27) stosuje si¢ proces iteracyjny. W pierw-
szym kroku przeprowadza si¢ obliczenia w obszarze I ze sztywna granica I'; . Nastepnie
wykonuje si¢ obliczenia zgodnie z teoria sprezystosci w obszarze II biorac pod uwage
warunki brzegowe na I', otrzymane na podstawie kroku pierwszego. W trzecim kroku
wykonuje si¢ obliczenia w obszarze I z pozycjami atoméw na I'y ustalonymi przez drugi
krok. Metoda ta ma t¢ przewage nad pierwsza, Ze pozwala uzyska¢ podobne rezultaty przy
duzo mniejszym obszarze I, co z kolei przyczynia si¢ do znacznego zaoszczedzenia czasu
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maszyny. Po§wigcone tej metodzie sa np. prace TEODOSIU i NICOLAE [24] oraz TEODOSIU,
NICOLAE i PAVEN [25].

Przy pomocy powyzej zarysowanych metod badano w krysztalach miedzy innymi
wplyw naprezefi zewnetrznych na geometri¢ poslizgu dyslokacji, tak $rubowych, jak i kra-
wedziowych. Na przykiad, BASINSK]I, DUESBERY, TAYLOR [26, 27], stwierdzili, Ze dla dy-
slokacji §rubowej w sieci bcc sodu naprezenie Peierlsa zalezy od orientacji przyloZonego
naprezenia zewnetrznego i ma minimalng warto$é 0,0105 u dla poslizgu w kierunku bliz-
niakowania na plaszczyznach {112}. W fazie hcp sodu naprezenie to jest co najmniej
25 razy mnicjsze. Stwierdzono réwniez, Zze ruch dyslokacji $srubowej w sieci hep jest ogra-
niczony tylko do jednej ptaszczyzny poslizgu, gdy natomiast w sieci bec ma miejsce po-
przez jednostkowa translacj¢ po plaszczyznach {110} z prawem wyboru, ze dwa kolejne
przesunigcia nie moga mie¢ miejsca na tych samych plaszczyznach poslizgu.

8. Zakonczenie

Z przedstawionych modeli wida¢, ze problem naprgzenia Peierlsa jest bardzo ziozony.
Peierls i Nabarro otrzymali wynik sprzeczny z oczekiwaniami: konfiguracje symetryczne,
o ktdérych sadzono, Ze maja energie¢ mniejsza okazaly si¢ niestabilne. Préby obliczenia
naprezenia Peierlsa w jednowymiarowym modelu dyslokacji Frenkla-Kontorovej przez
KRATOCHVILA i INDENBOMA [7] oraz WEINERA i SANDERSA [8], w modelu dyslokacji $ru-
bowej SANDERSA [17] oraz w tréjwymiarowym modelu dyslokacji srubowej RoGurr [19],
wskazaly na jego nowsg istotna ceche: naprezenie Peierlsa oscyluje wraz ze zmiana para-
metru modelu y charakteryzujacego materiat, a dla niektdrych jego wartosci jest réwne
zeru, Oznacza to, Ze przewiduje si¢ mozliwoé¢ istnienia takich krysztatéw, w ktérych
dyslokacje moga przemieszczaé si¢ przy zerowych sitach zewnetrznych. Fakt ten dla wielu
badaczy wydaje si¢ byé mato prawdopodobny. Modele te potwierdzily réwniez wynik
Peierlsa i Nabarro. Stwierdzono mianowicie, iz fakt czy dane poloZenie réwnowagi
dyslokacji jest stabilne czy tez niestabilne zalezy od materialu, w ktérym badano dys-
lokacjg.

Duzym zaskoczeniem bylto stwierdzenie w modelu Roguli, ze w sieci sze$ciennej prostej
istnieja takie konfiguracje stabych wigzan, dla ktérych dyslokacje sa utwierdzone. Znaczy
to mianowicie tyle, Ze dyslokacja nie moze byé przepchnigta do sasiedniej komorki bez
spowodowania zniszczenia krysztalu. Sg to konfiguracje o najwyzszej, czterokrotnej sy-
metrii obrotowej, gdzie stabe wiazania ukladaja si¢ w ksztalcie krzyza. Dyslokacja staje
si¢ ruchoma, tzn. Ze mozna ja przeprowadzi¢ do sasiedniej komorki dopiero wtedy .
gdy konfiguracje krzyzowa stabych wiazan doprowadzi sig do konfiguracji w ksztalcie
paska.

We wszystkich dotychczasowych prébach obliczenia naprgzenia Peierlsa uwzgledniano
tylko oddziatywania dwucialowe. Jest rzecza prawdopodobna, Ze przynajmniej w jadrze
dyslokacji i jego najblizszym otoczeniu duzg role odgrywaja oddzialywania wielocialowe.
Tak wigc, nie bgdzie mozna méwié o pelnym sukcesie dopéty, dopdki nie zostanie roz-
wigzane zadanie oddzialywania wielu cial. Na obecnym etapie pozostaje tylko nadzieja, ze
do wygtadzenia krzywej o,(y) byé moze wystarczy uwzglednienie oddzialywania dalszych
sgsiadéw.
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Summary

DISCRETE MODELS OF DISLOCATIONS

The Frenkel-Kontorova, Peierls-Nabarro, Maradudin, Sanders and Rogula discrete models of disloca-
tions are discussed. Attempts to calculate Peierls stress in these models are briefly reviewed.
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
WARSZAWA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 8 kwietnia 1977 r.
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SAMOCZYNNE WYWAZANIE WIRNIKA PODPARTEGO SPREZYSCIE W DWOCH
KIERUNKACH

TADEUSZ M AJEW SK I (WARSZAWA)

Przebadano wirnik, ktéry jest niewywaZony statycznie i pod dzialaniem nieréwno-
waznych sit odérodkowych porusza si¢ ruchem plaskim w ten sposéb, ze o§ obrotu wir-
nika 0 moze przemieszcza¢ sig¢ wzdhuz osi x i y nieruchomego ukiadu wspdirzednych
xAy. W cylindrycznym podtoczeniu znajduja si¢ elementy swobodne, np. kulki. Schemat
takiego wirnika przedstawiony jest na rys. 1.

Rys. 1. Schemat ukiadu

W pracy [1] rozpatrzono zachowanie si¢ niewywazonego wirnika, ktdrego o§ obrotu
zostata podparta sprezyScie w jednym kierunku i wykazano, ze przy predkoSciach nad-
krytycznych w > wg, elementy swobodne przemieszczaja sie do polozen zapewniajgcych
wywazenie si¢ ukiadu.

W stosunku do uktadu z rys. 1 przyjmuje si¢ nastgpujace zaloZenia: bieznia,
po ktdérej poruszaja si¢ elementy wywazajace ma ksztalt okregu, ktérego S$rodek
pokrywa si¢ z osig obrotu 0, wirnik obraca si¢ ze stala predkoScia w = const, elementy
wywazajace poruszaja sie w plaszczyZnie poziomej i w zwiazku z tym pominigte zostang
sity cigzkodci, istniejace sity oporu sa proporcjonalne do predkoédci, elementy wywazajace
tocza si¢ bez poélizgu i oderwan oraz nie zderzajg sie.

Wazniejsze oznaczenia

M masa wirnika,
masa elementu wywazajacego,
Me niewywaZenie statyczne wirnika,
k., k, sztywnoéci podparcia sprezystego w kierunku osi x 1 y,
e, my,n;  wspSlezynniki oporu wiskotycznego dla wirnika i elementu,
r promief elementu swobodnego,
J masowy moment bezwladnoéci elementu wzgledem jego osi symetrii.

3
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1. Réwnania ruchu i warunki wywazenia si¢ ukladu

Wirnik z # elementami swobodnymi ma 2+ # stopni swobody, przy czym niezaleznymi
wspblrzednymi uogdlnionymi sg x, y, o;. Masy i promienie wszystkich elementéw przyj-
muje si¢ jednakowe. W oparciu o réwnania Lagrange’a utoZono réwnania ruchu ukladu.
Roéwnania te maja postaé

1O MAmm)i+nx+k.x = Meco%oswt-kaZ (w+6&;)2cos(wt +a;) +
i=1

+mR 2 d; sin{wt + o)
i=l
n
@ (M+mm)j+ny+ky = Mewsinwt+mR Y, (w-+i)sin(wr+ o)+
i=1

n
—mR i;’ o; cos(wt + o),
3) m, R&; = m[xsin{wt+ o) —Yycos(wt+ o)) —n, Ra;,
gdzie m, = m+Jjr2, i=1,2,..,n.

Roéwnania (1) i (2) opisuja drgania postgpowe osi wirnika 0 w kierunkach x i y. Na-
tomiast réwnania (3) opisuja ruch poszczegdlnych elementéw swobodnych wzgledem
wirnika.

Niewywazony wirnik wykonuje drgania pod dzialaniem sit odérodkowych. Na skutek
.jego drgan pojawiaja si¢ pewne sily, ktdre staraja si¢ przesunaé elementy swobodne wzgle-
dem wirnika. Moga one zatem zajaé takie poloZenia koncowe ay,, przy ktoérych uklad
bylby catkowicie wyréwnowazony. Wtedy prawe strony réwnan (1), (2) beda réwne
zeru dla dowolnej chwili z. Moze to zachodzi¢ wtedy, gdy wspodtczynniki stojace przy
funkcjach sinwt, cosw? sa rowne zeru. Stad otrzymujemy

mR Zsin o = 0,
1=
@ .
Me+mR Z;cosaik = 0.

Réwnania rézniczkowe (1) - (3) ze wzgledu na swoja ztozono$é, nieliniowoéé i wzajem-
ne sprzezenie sa trudne do rozwigzania. Rozwigzywano je numerycznie metoda RUNGEGO-
Kurty na EMC ODRA 1204. Przeprowadzono obliczenia dla szeregu wartoéci predkoéci
katowej w. Wykresy z rys. 2 i 3 przedstawiaja zachowanie sie w czasie wirnika i elementéw
wywazajacych w przypadku wywazania jedna kulka n = 1. Masa kulki jest tak dobrana,
Ze mR = Me. Zgodnie z warunkami (4) potozenie elementu, przy ktérym ukiad bedzie
catkowicie wywazony jest o = +m.

Wykresy z rys. 4 odnoszg si¢ do tego samego wirnika z tym, Zze do wywazZania uzyto
dwdch jednakowych kulek. W tym przypadku ich masy powinny byé takie, zeby 2mR >
> Me, a wsp6lrzegdne koficowe ayy, oo, przy ktérych wirnik bytby catkowicie wywazony,
okresla zalezno$é
(5) Oy = —o0py = arccos[— Me/2mR)].
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Rys. 2. Wywazanie jednym elementem
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Rys. 3. Wywazanie jednym elementem
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w0
Przykladowe przebiegi x(7), (), a(7) przedstawione na rys. 24 wskazuja, Zze przy
predkosciach © > woy, oy, gdzie wey = VoM, 0o, = Vk,[M, elementy wywazajace
rzeczywicie daza do poloZen oy, przy ktérych ukiad jest wywazony, a drgania wirnika
stopniowo zanikaja. Roéwniez dla pewnych predkosci wg, < w < woy, moZna uzyskaé
wywazenie sie ukiadu, jak pokazuja wykresy z rys. 3.

o« find] ©=240rd/sek  Me=Q65kgem  ni=01 kglsek
5 (1) = Gy =60idfsek  mP <QIBS kg Lm

" m

x=x(T)
f
N p bR as AD Arsnn A

AR ARARATARR TS ' 2
) - ==l
! 'ywnl . y=y(1)
0 o Rv/ 20 0 50 0 20 2 M Tl

-2 sy

ol 7120% 2| rad
di =120°=- 21100

Rys. 4. Wywazanie dwiema kulkami

2. Rozwiazanie uproszczone

n n .
Wyrazenia mR _\j o sin(wt+ o), mR Z @;cos(wt+ o) wystepujace w rownaniach (1)
i=1 =1
i (2) mozna pomingé bez obawy popelnienia wigkszego biedu, gdyz sa one duzo mniejsze
w stosunku do pozostalych ezlonéw i zanikaja jednoczesnie z zanikaniem drgan wirnika.
Po tym uproszczeniu prawe strony réwnan (1) i (2) przedstawiaja sume rzutéw sit od-
§rodkowych na of x lub y.
W zwiazku z tym mozemy przyjaé drgania wirnika jako sume drgan od poszczegélnych
sit odérodkowych dzialajacych na wirnik:
(1) = oxCos(@f = go) + ) i 00s(@r+a;— 1),
i=1

© n

W2) = agysin(wt—gpo,)+ ) aiysin(wr+a—gy,),

i=1

gdzie ay,, @i, Pox, Pix S8 amplitudami i katami przesuniecia fazowego dla drgan w kierunku
081 X, gy, Giy, Poy, Y1y 0znaczaja amplitudy i fazy dla drgan w kierunku y.
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Réwnanie (3) opisuje ruch i-tego elementu swobodnego pod dziataniem sily:
@) P; = m[¥sin(ws+ a)—y cos(wr+ ;)]

Zalezy ona od przyspieszen, jakie wystgpuja w poszczegdlnych ruchach skfadowych osi
wirnika. Jezeli przyjeto drganié wirnika jako sume drgai harmonicznych, to sita P;, po
wykorzystaniu zaleznosci (6), moze by¢ przedstawiona w postaci

n
(8) P;= —0,5mw*ela,,sin(a;+ Poc) +b Z aj, (I +a;/w)y?sin(o;~ o;+ @) —
=

—0,5mew?elog,sin(e; + @oy) + b Za}y(l +a;fw)?sin(a; — o+ ;)] —
j=1

n

—0,5mw2e[ag, sinRat+o; — @o ) +b 2 & (1 +&;/0)?sinQut + o+ o — ¢;)] +
=1

+0,5mw?elag, sin(2ewt +o;— o, ) -Hb E ajy(1+d;lw)*sinQot + a; + o — @j)],
j=1
gdzie b = mR|Me, ay= aple, da; = a;fbe.

W pracach [1, 2] wykazano, ze czlony okresowe wzgledem czasu wystgpujace w zaleznosci
(8), maja maly wplyw na ruch elementu wywazajacego. W dodatku wystgpuja one z prze-
ciwnymi znakami, przez co ich wptyw wzajemnie si¢ znosi. Do dalszych rozwazan mozna
przyjaé¢ usredniong sile P, jako

™

T
— 1
©) ) P =— {P,-dt, gdzie T =-—.
Tb )

Po wprowadzeniu oznaczen
Py = 0,5mw?e,

(10) Fiy = — [agysin(ay+ @) +b 21 a}.\-(l +dj/(l))2 xsin(ai—aj+(/’jx)]7
j=1
Fy = — [ag,sin(au+ o) +b ) ay(1+85/0)? Xsin(os—o;+¢3,)],
=1
‘Fi = F‘ix'*'}?ly)
site P; mozna zapisaé w postaci
(11) Fi = P;x+?>ly= PO(an+Fiy) = POFi-

Wyrazenie P, decyduje o wartoéci sity P;. Natomiast F; = Fi+F,, jest bezwymiarowa
funkcja okresowa wzgledem «; i przedstawia zmiane sily wymuszajacej P, w zaleznoci
od poloZenia poszczegélnych elementéw. Funkcje Fy., Fi, pochodza odpowiednio od
drgan wzdhuz osi x lub y. Jezeli predko$é katowa jest niezbyt duza, a jedna ze sztywnosci
Jest bardzo duza np. k,, tak ze v < gy, to wtedy F, - 01 wéwczas otrzymujemy ukiad,
ktéry moze drga¢ tylko w jednym kierunku. Gdy wirnik podparty jest w ten sposdb, Ze
sztywnos§ci w obu kierunkach sa jednakowe (k, = k,), a wspéiczynniki oporu réwne
(ny = n,), wowczas wg, = wo, 1 w dalszej kolejnosci Fy, = Fj,.
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W tym przypadku sifa wymuszajaca ruch i-tego elementu
(12) P; = P; = PoF; = 2P, Fix
jest dwa razy wieksza w poréwnaniu z sita wystepujaca w przypadku wirnika podpartego

sprezyécie tylko w jednym kierunku, a sity okresowe wzgledem czasu nie wystepuja.

W= Wy = =60 Wpp F
6=l

Rys. 5. Wykres funkcji F = F.+F,

2
=240 ek ﬁ?'/ £ =g=0;
A Qx = L0y <80 Yk

Rys. 6. Wykres funkcji F,
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Warto$é sity P; jest proporcjonalna do kwadratu predko$ci katowej wirnika. Przy-
ktadowo na rys. 5 przedstawiono funkcje F; dla przypadku wywazania jedna kulka. Prze-
bieg funkcji F; dla predkosci katowych wirnika w < wgy, w, jest inny niz dla predkosci
wiekszych od czesto$ei drgan wiasnych. Funkeja F; przyjmuje wartofci zerowe w dwéch
punktach, Jednym z nich jest poltozenie eleinentu o« = +mx, przy ktérym ukltad bylby
wywazony.

Wykres na rys. 6 przedstawia funkcj¢ Fy dla przypadku wywazZenia dwiema kulkami.
Funkcje F; i1 F, przyjmuja jednocze$nie wartosci zerowe, gdy oba elementy znajdq si¢
w polozeniach oy, oz, okreslonych zaleznosciy (4).

3. Statecznosé

Przyjmujac, ze elementy wywazajace zajely potoZenia a;,, przy ktérych uklad bylby
catkowicie wywazony wprowadza sie «male» zakldcenia ruchu i bada ten ruch. JeZeli bedzie
on zanikajgcy $wiadczy to o stateczno$ci uktadu. W przypadku, gdy elementy wywaZajace
oddalaja si¢ od potozen «;, oznacza to, Ze polozenia te nie sa poloZeniami rownowagi
trwalej.

Stateczno$¢ zostanie zbadana w oparciu o réwnanie ruchu
(13) my Ré; = P;—n, Ra;,
gdzie sile P; okreéla zaleznosé (11). Przebadano przypadek wo, = Woy = Wo. Wspdblrzedna
okre§lajaca poloZenie elementu wywaZajacego moze by¢ zapisana w postaci
(14) o = e+,
gdzie 7,(t) jest malym przemieszczeniem wzglgdem oy .

Po podstawieniu wyrazenia (14) do zaleznosci (11) na silg P;, rozwinigciu jej w szereg
Taylora i wzigciu pod uwage pierwszych dwéch wyrazdw rozwinigeia ofrzymujemy za-
leznod¢ na sitg, gdy elementy znajduja si¢ w sasiedztwie poloZef oy,. Po jej podstawieniu
do (13) otrzymujemy réwnania ruchu zaktéconego. W przypadku wywazania jedna kulka
réwnania te przyjmuja postaé
15) apti+an+a,n =0,
gdzieay = my,R/me, a; = 2aisinpy+ny Rlmwe, a, = —ajcosy,, a pochodne sa okreslone
wzgledem zmiennej T = wt.

Jest to réwnanie rézniczkowe o wspdiczynnikach niezaleznych od czasu. StatecZno§é
zbadano w oparciu o kryterium Hurwitza. Rozwiazanie réwnania (15) jest stateczne,
gdy jego wspdlczynniki speiniaja warunki: gy > 0, a; > 0, a, > 0. Pierwsze dwa sa
zawsze spelnione, natomiast ostatni warunek jest spelniony tylko dla predkosci kato-
wych wigkszych od predkosci krytycznych.

Réwnania réZniczkowe opisujace ruch zakidcony dwéch elementéw wywazajacych

majg postaé:
Ay +by N+ eiin +biaia+cian, =0,

(16) . . .
Ax2M2+baaMa+CaaMa+by Ny +caumy = 0.
Rozwigzan powyiszych réwnan szukamy w postaci

17 . Ny = A€, my = Ayer,
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a po ich podstawieniu do (16) i przyréwnaniu wyznacznika charakterystycznego do zera
otrzymujemy réwnanie czwartego stopnia

(18) ayr*+a, P +aritazr+a =0,

Stale a, b, ¢ w rownaniach (16) i (18) zaleza od parametréw uktadu, takich jak m, R, b,
¢, w, Pierwiastki rownania (18) maja ujemne cze$ci rzeczywiste, gdy wspdlczynniki tego
réwnania spefniaja cztery warunki:

a >0, ay>0, a,>0,

(19)
' as(a, ay—apgas)—asa? > 0.
o G0 nc0dkotet

biiie Gty 60 nifeek M Yy, m02%g

B e R R R

AR R R B R R R R b
++++++++++++++++++++++++++++++++;++++++

AR R R AR A A R R R R R e L

(R R F SRR R R RS R T R 2

IR R R AR R R R R Rt T

e e R s

L R S

R R R L

R R R R S L e R R

E R R e A s A A R L

D e e S S et R AR
S L LS S RS S TR
R R e SRR N

. [ R L R R S LS 2{ Rys. 7. Wykres statecznosci

{ 15 2 25 3 Obszar stateczny +, obszar niestateczny —

Warunek pierwszy i trzeci sg zawsze spelnione, za§ warunek drugi jest spelniony tylko
dla w > w,. Sprawdzenia wymaga czwarty warunek w zakresie predkoéci nadkrytycznych.
Stwierdzono, ze w zasadzie poloZenia elementdw wywazajacych oy, o,y sa poloZeniami
réwnowagi trwalej przy predkodciach w > wq. Jedynie bardzo blisko predkosci krytycznej
we 1 dla b =~ 0,7 pojawiaja si¢ obszary niestateczne. '

Ze wzrostem wartodci wspétczynnikdw thumienia drgan n., n, obszar niestateczny
powicksza si¢. Na rys. 7 przedstawiono zakresy predkoéci katowych wirnika, przy ktérych
poloZenia oy, o, 4 stateczne.

4. Rola oporéw toczenia

W poprzednich rozwazaniach uwzgledniono jedynie tlumienie typu wiskotycznego.
Wspdlczynnik oporu toczenia f jest mata wielkoécia. Jednak sita odérodkowa dziatajaca
na element wywazajacy jest znaczna, co powoduje, Ze wplyw oporéw toczenia na zacho-
wanie si¢ uktadu jest duzy. Bedzie on decydowal o dokladnosci ustawienia sie elementéw
wywazajacych, a przez to bedzie wplywal na dokladno$é wywazenia si¢ ukladu.

Przyjmujac, Ze ruchom elementéw wywazajacych przeciwstawiaja si¢ tylko opory
toczenia, réwnanie ruchu i-tej kulki lub rolki o promieniu r ma postaé

(20) m, R¥; = m[';ésin(cot+oc;)—jicos(cot+oc,-)]—N,'i'signo'c,
gdzie N; & mRw?.
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Roézniczkowe réwnania ruchu wirnika (1), (2) pozostaja bez zmian. Réwnania ruchu
ukladu rozwigzano numerycznie dla szeregu warto§ci predkosci katowych i wspélczynnikéw,
oporu otoczenia. Przykladowe rozwiazania réwnan (1), (2) 1 (20) sa przedstawione na
rys. 81 9.
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Rys. 8. Wywazanic dwiema kulkami
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Rys. 9. Wywazanie dwiema kulkami
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Przy predkosci katowej wirnika @ > wgx, oy 1 Oporze toczenia /' # O elementy wy-
wazajace zajmuja poloZenia koncowe przesunigte o Aoy wzgledem ay, przy ktérych uktad
bylby wywazony idealnie.

Element wywazajacy nie zacznie si¢ toczyé dopoki jest spelniony warunek

(1) [Pilr < Nif.

Wielkos§¢ szczatkowego niewywaZenia, jakie pozostaje przy niedoktadnym ustawieniu sig
elementow wywazajacych zostanie wyznaczona dla przypadku takiego podparcia wirnika,
Ze woy = woy = wgo. Traktujac odchytkg Ae; jako matla wielko$é, a nastepnie rozwijajac
wyrazenie (12) na sile dzialajacg na i-ty element i biorgc pod uwage pierwsze dwa wyrazy
rozwiniecia, otrzymujemy zalezno$¢ na site P;, gdy element wywazajacy znajduje si¢ blisko
potozenia a;,. Po podstawieniu do (21) obliczamy maksymalne odchylki damay, a nastgpnie
maksymalne niewywazenie J|Me|max jakie moZe pozostaé.
W przypadku zastosowania jednego elementuy wywazajacego:

R 1
(22) Aamm( = i_'_fvl_-__ >
er dap|cos gl
2RM, 1
(23) A|]‘4'6|mnx = ’nRAamnx = f 7 .
r ag|cos @l

Z zaleznosci (22) i (23) wynika, ze dla wirnika podpartego sprezyécie w dwéch kierunkach
biad ustawienia sie elementu wywazajacego Ao, jest dwa razy mniejszy w pordwnaniu
z identycznym ukladem podpartym sprezyScie tylko w jednym kierunku [1]. Odchytka
Aogax 1 niewywazenie szczatkowe A|Mel.. sa proporcjonalne do wspdtczynnika oporu
toczenia f. Blad ustawienia elementu i niewywaZenia szczatkowe zaleza od wyraZenia
1/aglcosgo|, ktére jest funkcja predkosci katowej wirnika (rys. 10). .

A
L IR
a, [05% L~
w2 B -

/A
wll | 1|

LY
a

G

f 2 3 4 5 & 7 38

Rys. 10. Wykres funkcji 1/agicospol Rys. 11. Ustawienie elementdw wywazajgcych -

Jezeli chcemy uzyska¢ mate niedoktadnosci, to operacje wywazenia nalezy przeprowa-
dza¢ przy predkosciach w niewiele wigkszych od woy I woy.

W przypadku uzycia dwdch kulek z warunku (21) otrzymujemy cztery rozwiazania
ze wzgledu na ich ustawienie si¢ wzgledem oy, o5, . Na rys. 11 przedstawiono dwie mozli-
woSci ustawienia sig kulek. W pierwszym rozwigzaniu obie kulki sa przesunigte w tym
samym kierunku czyli da; i Ao, maja ten znak (rys. lla):

| Mf  sin(ay+@o)
24 ’ —_— .
4 Aatimax mral 2sinaycos?ay
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Mf  sin(— oy + o)
mrag  2sin oy cos?oy

(25) A(x;mux =
Niewywazenie szczatkowe w tym przypadku wynosi

. MRf 1
(26) AlMe|fax = Trd, Tooson
Drugie rozwigzanie odpowiada przesunigciu si¢ kulek w przeciwnych kierunkach (rys.
. 11b): '
Mf  cos(u+ o)
mrag  2sine;cosoy

(27) Aalllmux =

M) cos(— op+ o)
mrag  2sino,cosey

(28) a'Zlmnx =

Niewywazenie szczatkowe dla tego rozwigzania wynosi

MRf 1
rag  Sinoy

(29) AlMelyox =

Pozostate dwa rozwigzania rézniq si¢ od otrzymanych tylko znakiem. Dla uktadu o pewnych
parametrach przebadano zwigzki (24)=(29) w zalezno$ci od predkosci katowej wirnika,
a wyniki przedstawiono na rys. 12. Dla predkoSci katowych @ znacznie wigkszych od

| Al mosl | Ao morl b A {Mel
| L ol L[ - t8|_[gem]
Acl 3 max )Ml
0 ' oL _ 6 B S
| Actumr /] Ak max / 4] |
8 | 8 q <" Mol
/ /A:(?T 4 /
5 /, / mox 5 // 2
4 4 0 ] Me =01 kgem
ol = 138° A =136° / ol =136°
2 [=000iem _| 2 £=0001cm | 8 f=0001m |
0 S R e I
[
203 4 5 & 1 2 3 4 58 1 2 3 4 58

Rys. 12. Zalezno§é bledéw ustawienia kulek i niewywazenia szczatkowego od predkosci katowej wirnika

\

predkosci krytycznej wo, mozna przyjaé @o & w i ag = 1 przez co zaleznodci (24)+(29)
znacznie sie upraszczajg. Odchylki Aon,, 1 niewywazenie szczatkowe 4|Me|y., maleja,
jezeli stosunek w/w, dazy do jednosci. Z podanych zaleznoéci wynika, Ze przy zachowaniu
stalego iloczynu mR niedokladnoéci ustawienia si¢ kulek i niewywazenie szczatkowe
sa tym mniejsze, im mniejszy jest promieni R. Jezeli dazy si¢ do jak najlepszego wywazenia
ukladu, to nalezy dobieraé elementy wywazajace o duzych promieniach r, lecz poruszajace
si¢ po torze o malym promieniu R. Im mniejsze sa opory toczenia f, tym mniejsze jest

3
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niewywazenie szczatkowe. Rdéwniez w tym przypadku niedoktadnoéci ustawienia kulek
i niewywazenie korficowe. s3 dwa razy mniejsze W poréwnaniu z Aomg, 1 4| Me|ga. dla
takiego samego ukfadu, ale z podparciem sprezystym tylko w jednym kierunku.

5. Badania

Zbudowano stanowisko doswiadczalne (rys. 13) odpowiadajace modelowi przyjetemu
do rozwazan teoretycznych i na nim sprawdzono efekt wyréwnowazania si¢ uktadu.

Wirnik I o masie M = 2,5 kg podparto sprezynami plaskimi pionowymi 2 i poziomymi
3. Takie zawieszenie umozliwia wzbudzanie drgai wirnika w dwdch. kierunkach x i y.
Elementami wywazajacymi byly dwie kulk1 tozyskowe 4 kazda o masie m = 18,7 gi §rednicy
16,7 mm. Drgania wirnika rejestr owano przy pomocy tensometrdw oporowych 5 nakle-
jonych na sprezynach pionowych. Wielko$é niewywazenia regulowano iloécia podktadek
pod $rubg 6.

Rys. 13. Stanowisko badawcze

Do napedu wirnika uzyto silnika o predkoSci obrotowej n = 1500 obr/min. Badanie
przeprowadzono tylko przy jednej predkoéci. Po ustaleniu si¢ predkosci obrotowej wirnika
kulki byly wruchamiane przez zwolnienie specjalnej blokady, a nastgpnie po ich ustawieniu
ponownie blokowane Kulki ustawiane w réznych polozeniach poczatkowych ayo, 030
Zawsze przemleszcza i i¢ do potozen bliskich warto§ciom teoretycznym. Odchylki ustawienia
kulek nie przekraczatly 8°.

Przykladowe wyniki pomiaréw:

1) Wirnik wywazony Me = 0. Poczatkowe niewywazenie ukladu jest spowodowane
przez kulki. W tym przypadku powinny one ustawic sie na jednej rednicy, tzn. oy, — dqy =
= 180°. Wyniki przedstawiono w tablicy 1.
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Tablica 1. : Tablica 2
_Nr Polozenie Polozenie Nr Potozenie Polozenie
pomiaru | poczatkowe koncowe pomiaru | poczatkowe koficowe
oo 020 ®pk oy 010 020 0 %z
1 140 ‘ 225 0 ‘ 187 3 77 100 142 230
) 195 ‘ 275 | 25 I 210 , 4 225 | 280 | 138 | 229
5 48 70 140 225

2) Niewywazenie statyczne wirnika Me = 0,12 kg cm. Potozenia kulek, przy ktérych
uklad bytby calkowicie wywaZony wyznaczone z warunkéw (4) wynosza «y, = 138°,
o = 222°. Wyniki przedstawiono w tablicy 2.

Oscylogram drgan wirnika dla pomiaru nr 3 jest przedstawiony na rys. 14.

Rys. 14. Oscylogram drgan wirnika

6. Whnioski

W pracy podano ogdlne réwnania opisujace zachowanie si¢ ukladu wywazanego n
elementami swobodnymi, ktérymi moga byé kulki lub rolki. Szczegélowe rozwaZania
dotyczyly przypadkéw, w ktérych stosuje si¢ jeden lub dwa elementy. Uzycie jednego
elementu jest skuteczne tylko dla okres§lonego niewywazenia. W tym przypadku element
nie ma mozliwosci «dopasowania» si¢ do wielkoSci niewywazenia, ktdre jest nieznane.
Jest to raczej problem teoretyczny, poniewaz z praktycznego punktu widzenia uZycie
jednego elementu jest mato przydatne. Stosujac co najmniej dwa elementy istnieje mozli-
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wos¢ «dopasowania» sie ukladu poprzez odpowiednie ustawienie si¢ tych elementéw,
w zaleznoSci od niewywazenia. Zatem wielko$¢ niewywazenia, jak i jego polozenie moze sig
zmienia¢ w pewnym zakresie, a elementy ruchome tak si¢ bedgq ustawiaé, Ze wirnik bedzie
zawsze wyréwnowazony. Na drodze rozwazan teoretycznych, jak réwnieZ w oparciu o wyniki
uzyskane z badan na stanowisku do§wiadczalnym stwierdzono, ze samoczynne wywazenie
wirnika podpartego sprezy$cie w dwoch kierunkach nastgpuje, jezeli jego predko$é obro-
towa jest wieksza od czgstodci drgan swobodnych wqy, we,.

Samoczynne wywaZenie mozna réwniez osiagna¢ przy predkosciach katowych wp, <
< 0 < wy,, ale nie w calym zakresie wox+woy, & dokfadnoéci jakie si¢ wtedy otrzymuje sg
male. Wynika to stad, Zze skladowe P;., P;, sily wymuszajacej ruch elementu maja prze-
ciwne znaki i odejmuja sie. A zatem sita wymuszajaca jest mata przy istnieniu znacznych
sit oporu. Bledy ustawienia kulek oraz niewywazenie szczatkowe sa wprost proporcjonalne
do wspdlczynnika oporu toczenia. Dlatego bieznia bgbna i elementy wywaZajace powinny
byé tak dobrane, aby wplyw tego oporu byl jak najmniejszy. Elementy wywaZajace powinny
by¢ jak najwieksze, a ich §rodek masy powinien poruszac si¢ po jak najmniejszym promieniu
R. W przypadku elementéw wywazajacych, ktére nie moga si¢ przetaczaé tylko $lizgaé
nalezaloby bra¢ pod uwage opér poélizgu. W stosunku do oporu toczenia jest on duzo
wigkszy. W zwiazku z tym bledy wtedy powstajace bylyby duzo wigksze i dlatego elementéw
takich nie nalezy raczej stosowac.

Do zalet tej metody nalezy zaliczy¢ to, Ze jest ona bardzo prosta, nie wymaga drogich
1 skomplikowanych maszyn, wywaZenie odbywa si¢ bez udziatlu czlowieka i nastgpuje
prawie jednocze$nie z pojawieniem si¢ niewywaZenia.

Wada tej metody jest jej skutecznoéé tylko przy predkosciach nadkrytycznych, natomiast
przy obrotach podkrytycznych elementy swobodne powigkszaja niewywazenie. Na skutek
istnienia oporu toczenia uklad nie wywaza si¢ do korica.

Literatura cytowana w tekscie

1. T. MAwwsKI, Samoczynine wywazenie wirntka podpartego spreiyécie w jednym kierunku, Arch. Bud-
Masz., 3 (1976). :
2. YO. YO. Bnexmay, Cunxponusayun Ounasmueckux cuciuesn, Mocupa 1971,

ABTOMATHYECKOE YPABHOBEUWIMBAHUE POTOPA,
NOOOEPXHUBAEMOT'O YIIPYT'O B IBYX HAIIPABJIIEHUSAX

Pesmome

B pabore onmuchIBaeTCs METOX aBTOMATHUECKOIO YPABHOBEINIBAHMS POTOPOB MPH IOMOLUM MO~
BIDIKHBIX 9JIEMEHTOB, TAKMX KaK Hanpumep WapHKu v ponuku. Ilpusoasres nubdepeHynanbusie ypas-
HEHMSI JIBMDKEHUS, ONMUCBIBAMIOLIME IIOBEJIEHUE CHUCTEMBI B Npoliecce ypaBHoBeruuBanus. HaxoTcs pe-
IUCHMA 3THX YPABHEHHH, BLINONHEHHBIE NPH NOMOLIH IJEKTPOHHO-BLIYHCIIMTEIBHOM MALIBHEI, U IPH-
Onwxennble pemtennsa. ITOKasbIBaeTCA, WTO NOABMIKHLIE 3NEMEHTH TIEPEMELAIOTCS B IIOIOMKEHMS,
KOTOPLIE COOTBETCTBYIOT NOJHOMY PAaBHOBECHIO CHCTEMbI. Bpuia IIPOBEJEHA IPOBEPKA YCTONUMBOCTH
TONOXKEHHHA 1IAPHIKOB, 0BECHeUMBAIOIINK NOJHOE PABHOBECHE CHCTEMBI. BBINO MCCNEXOBAHO BIUSHHE
CONPOTHBJIEHUA WaUeHWst HA CBONCTBEHHbIE DAHHOMY METOXY DOTPEIIHOCTH.
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Summary

AN AUTOMATIC BALANCING OF ROTOR ELASTICLY SUPPORTED IN TWO
DIRECTIONS

This work concerns the method of an automatic balancing of rotors by the movable elements such as
balls and rollers. The differential equations of motion describing the behaviour of the system during balan-
cing is derived. Numerical and simplified analytical solutions of these equations are presented. It is shown
that the adjustable elements move to the positions at which the system would be completely balanced.
This position is shown to be stable. The influence of roll resistance on the accuracy of the solution is dis-

cussed.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 maja 1976 r.
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ZAGADNIENIA SPREZANIA W OSRODKACH DWUFAZOWYCH*

JAN HOLNICKI-SZULC (WARSZAWA)

Podejécie do zagadniefn sprezania, jako do analizy wstgpnych standéw napreZenia
utrwalonych w ustroju, pomimo niewystgpowania obcigzed zewngtrznych prezentowane
byto w réznych aspektach w kilku pracach ostatnich lat [1 - 5].

Artykut ten stanowi kontynuacj¢ rozwazan na temat sprezania opisanych w pracy [6],

. ’ R . : r R »
gdzie analizowane byly wstgpne stany odksztalcein € i naprezen ¢ wywolane w o§rodku
cigglym przez wymuszenie pierwotnych stanéw odksztalcen & (dystorsji) lub zwigzanych
z nimi naprezen & niezgodnych z geometrycznymi i statycznymi wigzami o§rodka. Celem

. ) L R
wywolania stanéw wstepnych byla optymalna regulacja standéw koficowych € = e + ¢,

L R . L L . . . . . .
6 = ¢ +0, gdzie €, o sg ustalonymi stanami zwigzanymi z obciaZeniem zewnetrznym.

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest sprezanie ustrojow dwufazowych. Analizo-

. . R R,ZR R .
wane $a wstepne stany wywolane w kazdej z taz: ¢, €, ¢', o', na skutek wymuszenia

niezaleznych pél pierwotnych odksztatcef &', €” lub odpowiadajacych im pdl pierwotnych
naprezen ¢’, 6''. Stany wstgpne pozostaja trwale w ustroju pomimo braku obcigzeni ze-
wnagtrznych. Celem sprezania, czyli wymuszania stanéw wstepnych, jest optymalna regulacja
stanéw kodcowych w jednej lub w obu fazach, przy czym narzucony jest na stany wstepne
i koficowe warunek nierozdzielnosci obu faz.

Jako pierwowzér rozpatrywanego modelu ciaglego oérodka dwufazowego mozna
przyja¢ ofrodek ciagly z gesto rozproszona strukturg kratowa fazy sprezajacej (rys. 1).
Stosujac kontynualny model opisu tego kompozytu otrzymujemy wyidealizowany ciagly
ofrodek dwufazowy posiadajacy te ceche, ze kazdemu punktowi geometrycznemu z obszaru
V przyporzadkowane sa dwa punkty materialne nalezace do réznych faz.

Zaprezentowany zostanie og6lny opis sprezania dwufazowego, z ktdérego otrzymaé
bedzie mozna opisy przypadkdéw szezegdlnych: sprezania wewnetrznego [6] oraz sprezania
zewnetrznego (omawianego dalej w pracy) polegajacego na wprowadzeniu niezaleznych,
lecz spetniajacych wigzy geometryczne w kazdej z faz odksztalcenn pierwotnych €', €,

a nastgpnie na -zespoleniu obu faz, co zwiazane jest z wymuszeniem wsp6lnej deformaciji

.X, R R
wstepnej €’ = ¢’ = €.

W pracy oméwiono takZe przypadek szczegllny sprezania zewnetrznego, tzw. sprezanie
powierzchniowe (rys. 2), w ktérym obie fazy nie przenikaja sie, lecz stykaja sig wzdtuz
powierzchni kontaktowej S. Przyczyna wywolania stanéw wstepnych jest w tym przypadku

* Praca wykonana zostala w ramach wspélpracy polsko-amerykariskiej, (fundusz Marii Sklodowskiej-
Curie NO. INT 75-08722) na temat «Optymalizacja elementéw i systeméw konstrukcyjnychy.
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wprowadzenie niezaleznych deformacji pierwotnych brzegu S obu faz, a nastgpnie ich
zespolenie.

Po ogolnym sformulowaniu zagadnienia sprezania w ofrodkach dwufazowych o przeni-
kajacych sig fazach i wprowadzeniu formalizmu jego opisu (rozdz. 1) wyznaczono (rozdz. 2)
stany napreZent i odksztalceri wstepnych generowane w o$rodku przez dowolnie dane
pola dystorsji. W rozdziale 3 przeanalizowano spre¢Zanie powierzchniowe w oérodkach
o fazach rozdzielonych powierzchnig kontaktowa. W rozdziale 4 przedyskutowano rozwig-
zanie zagadnienia optymalnego sprezania ze wzgledu na minimalizacj¢ wytezenia w fazie
sprezanej w przypadku o$rodka o dwu przenikajacych sig fazach (4a) oraz w przypadku
sprgZzania powierzchniowego (4b). W rozdz. 5 przedstawiono przyklad sprezania powierzch-
niowego dwuwarstwowej rury ciSnieniowej. Przykladem zastosowania spr¢Zania zewngtrz-
nego w o$rodkach o przenikajacych sie fazach jest sprezanie elementdw siatkobetonowych.

1. Zaleznosci podstawowe dla sprezonego osrodka o dwu przenikajacych si¢ fazach

Rozpatrujemy dwufazowe ciafa liniowo spreZyste zajmujace w R obszar V ograniczony
brzegiem A = 4, u A, (rys. 1).

Na obcigZenie zewnetrzne (uzytkowe) ustroju sklada si¢ obciaZenie polem sit masowych
X w obszarze V, polem obcigzen brzegowych p na czgéci 4, brzegu oraz polem wymuszo-
nych przemieszczen Ul na cze§ci A4, brzegu. Ograniczamy rozwazania do zagadnien sta-
tycznych, do matych odksztatcen oraz do regularnych pdl tensorowych, ktérych skladowe
w ukliadzie kartezjanskim x,(k = 1, 2, 3) sa funkcjami klasy C?2.

Rys. 1.

Wstepne stany odksztalcen faz przedstawi¢ mozna jako sumy pdl dystorsji i odksztalcesi
zwigzanych prawem- Hooke’a z wywolanymi napreZeniami wstepnymi [7].
R . R R . R
(1.1) GI = €I+Blcl’ €” — ell +B”G”,
skad, defininjac:
(‘,/ — Alél, &Il = Aué”’

2 . . . .
(1 ) el — BIG’ ell — BIIGII
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otrzymujemy zmodyfikowane zwiazki konstytutywne stanéw wstgpnych:

! Al(gl_'el) g_l/ — A/l(él/_é//
s =

(1.3)

mx Qx
Il

R, . R R .
’ — Bl(cl+cl) eII —_ BII(G’I—'-G,’).

Zmodyfikowane zwiazki konstytutywne dla stanéw koncowych, bedacych superpozycja
stanéw wstepnych i stanéw uzytkowych wywolanych przez obcigZenia zewngtrzne: € =
R L R, L R, L , R, L, L
=€+€, € =€'+€’, ¢’ =o' +a', ¢ = ¢’+0" przyimuyja, postac:
p ¢ =A'(€—-¢€), ¢ =A"'("~-¢"),
(.I- ) €l — BI(GI_'_&I), €Il — BII(GII+&II).
Na koncowe stany naprezen narzucone sg wigzy statyczne
(1.5) R +¢"’',X,p) =0
rozumiane jako réwnania rownowagi
L6 div(e’+6”)+X =0 w obszarze V,
(1.6) (6+6¢)n=p nabrzegu 4,.

Na koncowe stany odksztalcet narzucone sa warunki wspélnej deformacji obu faz

(1.7) € =€ =€
oraz wiezy geometryczne
(1.8) ¢(e, ) =0

rozumiane jako warunki:
‘zgodnof$ci odksztalcen Saint-Venanta w obszarze V:

(1.9) rotrote = 0;

zgodnoéci pola deformacji e z przemieszczeniami & danymi na brzegu 4,.

W przypadku analizy sprezania oérodka cigglego gesto rozloZona wiazka ciggien
spr¢zajacych (np. model kablobetonu) naleZatoby uogélnié rozwazania dopuszczajac
rézne postacie wiezéw geometrycznych (1.7), (1.8) dla obu faz oraz wprowadzajac ograni-
czenia stanu naprezen w fazie sprezajacej do napr¢zed rozciggajacych.

Zamiast postugiwaé si¢ wielkosciami opisujacymi stany w poszczegdlnych fazach,
wygodniej bedzie wprowadzié ich symetryczne i antysymetryczne czgéci zwigzane odpo-
wiednio z wielko§ciami makroskopowymi, opisujacymi stany zastgpczego, «u§rednionego»
ofrodka, oraz z wielko$ciami mikroskopowymi, opisujacymi lokalne zaburzenia stanéw
makroskopowych w obu fazach.

Zdefiniujemy w zwiazku z tym symetryczne i antysymetryczne (wzglegdem obu faz)
czgéci pierwotnych stanéw odksztalcen i napreZzen oraz operatoréw konstytutywnych:

2 e,
(1.10)

Lar b
€ = -—2—(1-:'—5”),
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af%<+wx
(1.11)
df 1
o & =&);
df 1 ’ r
—(A +A"),
(1.12) 1
AT (A -A);
B. df i(BI BH),
(1.13) 1
df
____(BI B”).

Wyrazajac zwiazki (1.2) standw pierwotnych przez nowo zdefiniowane sktadowe,

otrzymujemy:
o' = A€+ A%,
" = A% A€
& = B%6*+B%”,
€ = B%*+Bo".

Wprowadzajac rozklad stanéw odksztalcenia €', €’ oraz standw napreZenia ¢’, ¢
na czesei symetryczne (opisujace makroodksztalcenia oraz makronapreZenia osrodka dwu-
fazowego) i antysymetryczne (opisujgce mikroodksztatcenia oraz mikronaprezenia w po-
szczegdlnych fazach), analogicznie do (1.10), (1.11), zmodyfikowane zwiazki konstytutywne
(1.4) przyjmuja postac:

(1.14)

(1.15)

¢’ = A*(€—€)+ Ae” — &%),

o = A — &)+ A¥(e®—¢&);

€ = B*(¢*+0¢°)+B*(s" + &),

€' = B’(¢*+0°)+ B%(6”+ 6%,

za§ roéwnania wigzéw (1.5), (1.7), (1.8) przyjmuja postaé:
(1.18) A(e*,X,p) =0, %(E€,u)=0, e =0.

Wstawiajac (1.16);, (1.14); do réwnani (1.18),,, oraz wykorzystujac (1.18); otrzymu-
jemy opis stanu odksztalcenia € = €°, wspdlnego dla obu faz w zaleznosci od standw
pierwotnych i obcigzefi zewnetrznych:

A(A%e—a*, X, p) =0,
%(e,n) = 0.

Widac¢ stad, ze wplyw pola dystorsji na stan odksztalcen e zalezy od niezgodnoéci 6

z wigzami statycznymi i jest identyczny ze stanem odksztalcenn wywolanych przez zastgpcze

obcigzenie zewnetrzne — #(¢%). Jest to uogdlnienie «analogii sit masowych» [7, 8] na
przypadek ofrodka dwufazowego.

(1.16)

(1.17)

(1.19)
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Wstawiajac (1.17), i (1.15); do réwnan (1.18),,,, natomiast (1.17), i (1.15), do warunku
(1.18); otrzymujemy opis makro- i mikronaprezen w zaleznosci od stanéw pierwotnych
i obcigzen zewnetrznych:

@(o‘s! X’ p) = 0’
(1.20) #(B*6°+ B¢ +&%, 1) = 0,
B6*+B6®+€* = 0.

Widaé stad, ze wplyw na stan napreZen wywolany przez pola dystorsji zalezy od nie-
zgodno$ci makrodystorsji € z wigzami geometrycznymi (por. «tensor niezgodnosci»
KRONERA [9]) oraz od niezgodnosci dystorsji z ograniczeniem dotyczacym wspolnoty
odksztalcen obu faz (mikrodystorsje &%),

Uklad zwiagzkéw (1.19) (1.20) opisuje najogdlniejszy przypadek sprezania dwufazowego.
Uwzgledniajac w nich znikajace stany pierwotne uzyskujemy opis stanéw odksztalcen

i naprezen ustroju niesprgzonego. Oznaczamy te stany jako stany uZytkowe lé, é‘, é" i trak-
towaé je bedziemy w rozwazaniach jako znane.

Podstawiajac w zwigzkach (1.19) (1.20), znikajace obcigZenie zewnetrzne: silowe
X = 0, p = 0 oraz przemieszczeniowe @t = 0, uzyskujemy opis wstgpnych stanédw odksztal-

cenia i naprezen gs, g“, ortogonalnych do stanéw uzytkowych w tym sensie, Ze nie daja
wktadu do globalnej energii sprezystej ustroju.
Z postaci réwnan (1.19), (1.20) widaé, ze w przypadku dwu faz o jednorodnych cechach

R

sprezystych (B® = 0) makro i mikrostany rozprzegaja si¢. Odksztalcenia wstgpne e imakro-
R . . e e . . .

napre¢Zenia wstepne o zaleza jedynie od makrodystorsji €°, za§ mikronapreZzenia wstepne

g“ zaleza jedynie od mikrodystorsji € i sa lokalnie samozréwnowazone.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z ustrojem jednofazowym, przyjmujac mikro-
wielkoéci jako znikajace, otrzymujemy z wypisanych zaleZno$ci zwiazki opisujace «spre-
Zanie wewngtrzne» [6].

«Sprezanie zewnetrzne» zdefiniujemy jako taki przypadek, w ktérym pola mikro-
i makrodystorsji spelniaja jednorodne wiezy geometryczne (1.8):

(1.21) %€y =0, %E)=0.

Techniczna realizacja tego sposobu sprgzania polega na wywolaniu niezaleZnych,
geometrycznie zgodnych deformacji pierwotnych obu faz, a nastgpnie na ich zespoleniu
i cofnigciu przyczyn wywohujacych deformacie pierwotne. Sposob ten moze by¢ zastosowany
do sprezania elementéw betonowych siatka ciegien.

2. Analiza stanéw wstepnych wywolanych sprezeniem

Przeprowadzimy konstrukcj¢ rozwiazania zagadnien brzegowych (1.19) oraz (1.20),
opisujacych wstepne stany napreZed i odksztatcef, po potozeniu X = 0, p= 0, & = 0.
Wykorzystajmy w tym celu rozktad pél odksztalcen i naprgzeh pierwotnych na (orto-
gonalne w sensie iloczynu f 6edv) czesei sktadowe opisujace odpowiednio stany zgodne
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z wiezami statycznymi (1.5) i oznaczone symbolem & oraz stany zgodne z wigzami geo-
metrycznymi (1.8) i oznaczone symbolem ¥ [6]:
@.1) € =Gt

€ = €, +€y;
& = &+,

2.2)

¢" = of,+6%,
przy czym:
05 A = AGY) = 0,
3) @) = B(E) = 0.

Zwiazki (1.14) i (1.15) wigzace stany pierwotne p1zyjmuja po uwzglednieniu (2.1), (2.2)
postaé:
G° = AS(€,+&,)+ A€, +ET),

@4 60 = AT(E5+EY) +ATES+EL);
& = BBl +63)+ B, +65),

€ = B(o +0%) +B (65 +0%).

Podstawiajac (2.2), do (1.19), i wykorzystujac (2.3), otrzymujemy z réwnan wiezow
statycznych

rR 1,
(2.6) € = Aql,.
Rozwigzanie to spelnia takZze réwnania wiezdw geometrycznych (1.19),, co wynika
z podstawienia (2.4), do (2.6)

@.7) | PO
oraz z uwzglednienia warunku (2.3),.

Zatem rozwigzania (2.6) lub (2.7) opisujg poszukiwane pola odksztalcen wstgpnych
wyrazone przez wywolujace je pola naprezen lub odksztalcerr pierwotnych.

Podobnie, wykorzystujgc zwiagzki (2.1);, (2.5) i (2.3), mozna sprawdzié, Ze stany:

g = '_6;29
8 g ot
_ o’ = —d*—-B*Bc}
stanowig rozwigzanie ukladu rownan (1.20), a zatem opisuja poszukiwane pola napreZen
wstepnych wywolane przez napreZenia pierwotne, Pola te mozna wyrazi¢ przez odksztat-
cenia pierwotne przeksztalcajac rozwigzania (2.8) przy uzyciu zwiazkéw (2.4), (2.5):
\ & = A%+ A%S,

09 R
‘ = —B°[€"+B (A% + A%€,)].

Podstawiajac w rozwigzapiach (2.6)+ (2.9) € = 0, ¢® = 0 otrzymujemy opis standw
wstepnych wywolanych sprezaniem wewnetrznym o§rodka dwufazowego, ktéry wzbogaca
rozwiazanie zagadnienia sprezania wewnetrznego o$rodka jednofazowego [6] o czlony

. , R . .
mikronaprezefi wstgpnych o wywolanych na skutek rdéznic sztywnoéci obu faz.
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W przypadku sprezania zewnetrznego (1.21) nalezy przyjaé¢ (por. (2.6)):
(2.10) €=¢, &=¢&, =3¢, ¢ =ad,
co prowadzi do rozwigzania w postaci:

R -1 -1

€ = A’} = €,+A°A%,

2.11) s = (),
-1 —1

o = —B%€, = —&%—BSB"(};}

= Q=

gubiacej w stosunku do rozwiazaf (2.6)+(2.9) makronaprezenia wstepne g", charak-
terystyczne dla spreZania wewnetrznego.
Zwiazki (2.11) pozwalaja okreéli¢ jednoznacznie stany wstgpne w obu fazach.
Cechg charakterystyczna spreZzania zewngtrznego o$rodka o dwu przenikajgcych sie
fazach jest mozliwo$¢ lokalnego sterowania stanéw naprezen w jednej z faz (w fazie spre-

. . » . e R
zanej I) przez wymuszanie odpowiednich mikronapr¢zen o. Wprowadzane w tym celu
dystorsje €% (realizowane np. przez sprezajaca faze siatki kratowej II) nie maja wplywu

R
na stan makronaprezen o-.

3, Sprezanie powierzchniowe

W poprzednich rozwazaniach zakiadali$émy, ze mamy do czynienia 2 rozmytym kompo-
zytem, ktdrego obie fazy oddzialywuja pa siebie w calym obszarze ¥. Mozna jednak
uog6lni¢ rozwazania na przypadki, w ktdrych obszar wzajemnego kontaktu obu faz jest
podobszarem V., Zajmijmy si¢ jednym z takich przypadkéw, gdy obie fazy oddzialywuja
na siebie wzdluz pewnej powierzchni kontaktowej S.

Xy
Xy

X

Rys. 2

Przyjmijmy, #e obszar rozpatrywanego ciafa sklada si¢ z dwu podobszaréw V' i V"
(rys. 2). Faza I wypelnia obszar V' za$ faza II wypelnia obszar ¥". Powierzchnia S jest
powierzchnig rozdziatlu obu faz, a zatem jedynym obszarem wzajemnego ich kontaktu.

Niech powierzchnie brzegowe S, S” obu faz doznaja pierwotnych zmian ksztaltu
opisanych jako niezalezne przemieszczenia pierwotne w’, u’. Je§li pomimo niezgodnoéci



48 J. HouNickI-SZzuLe

zdeformowanych pierwotnie brzegéw wymusimy ich zgodne zespolenie, to wywotane
. R R, . . R, R
zostana w obu fazach wstepne stany odksztalcenia €', € i naprezenia o', ¢”'. Wywotane

pole przemieszczen wstgpnych ﬁ jest polem ciggtym w catym obszarze V, natomiast pola
odksztafcen i naprezefi wstepnych sa ciagle w podobszarach V7 i V7, jednak ich skladowe
moga doznawaé skoku na powierzchni S. Opisany sposéb wprowadzania stanéw wstepnych
nazwijmy «sprezaniem powierzchniowym».

W rozwazaniach ograniczamy si¢ do rozpatrywania rozwiazan odpowiednio regularnych
i zakladamy w zwiazku z tym, Ze rozpatrywane funkcje sa w obszarach V' i V'’ klasy C=2.

Pierwotne deformacje brzegow S’ 1 S” bedg zatem wystgpowaly w powigzaniu z odpo-
wiednio regularng deformacja poszczeg6luych faz €' i €.

Zdefinjujmy deformacje pierwotne obu faz jako stany odksztalcert wyznaczone jedno-
znacznie przez zwiazki:

%’(A]é’) — 0,

(3.1) ey
- ¢E)=0;
1y .@”(A”é”) - O,
(32) @@ =0,

wszedzie poza S oraz przez warunki zgodnoéci €' i €’ odpowiednio z przemieszczeniami
W' i na powierzchni S.

Poniewaz deformacje pierwotne spelniaja wigzy geometryczne obu faz, sprezanie
powierzchniowe jest przypadkiem szczegdlnym sprezania zewnetrznego, w ktérym obszar
kontaktn obu faz ograniczony jest do powierzchni S.

Zdefiniujmy obcigZenia pierwotne brzegéw S’, S’':

3.3 P =A€n, P’ =A"€¢n".

Zwigzki (3.1), (3.3), oraz (3.3), przyporzadkowuja jednoznacznie funkcjom prze-
mieszczen pierwotnych &', u’ na .S funkcje obciaZzed pierwotnych na S, definiujac nam
w tym sensie powierzchniowe operatory konstytutywne of' 1 of'':

(3.4 =), P =A@,

Przyjmujac p’, P’ jako funkcje okre$lone na S, wyznaczyé mozna ze zwiazkéw (3.1)4,2,
(3.3), oraz (3.2),,, (3.3), jednoznacznie okreslone pola €' w V'i €’ w V*'. Zwiazki (3.1)3,4
(3.2)3,4 pozwalaja wtedy okre§li¢ z dokladno$cia do ruchéw sztywnych przemieszczenia
pierwotne U, u'’ przyporzadkowane jednoznacznie obcigZeniom p’, p”’.

Zwigzki (3.1), (3.2), (3.3) definiuja nam w tym sensie odwrotne powierzchniowe opera-
tory konstytutywne 2’1 %'':

3.5 w=4'0p), o =2"@(".
Dysponujac zdefiniowanymi operatorami konstytutywnymi, mozna sprowadzi¢ analizg

. . . . r . 7 R : . (4 RI RII
sprezania powierzchniowego do analizy wstepnych pdl przemieszczen u i obciaZzed p’, p
wywotanych na powierzchni S przez stany pierwotne @', &'’ lub p’, p”.

Postgpujac analogicznie, jak w rozdz. 1, otrzymujemy zmodyfikowane zwiazki kon-
stytutywne stanéw wstepnych:
R R, R .
(3.6) pl = Ml(ul—ul)’ pll — M’I(ull_ull);
R R Y RII 1! R)I Ly
(.7 u=Z0+p), u=2"@'+p").

£l
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Na wstgpne stany obcigZen narzucone s3 wigzy statyczne w postaci réwnan réwnowagi
na powierzchni §

R, R,

za$ na wstepne stany przemieszczen narzucone sg wigzy geometryczne w postaci warunku
nierozdzielnosci faz wzdhuz .S
R R R
(3.9) u’ = u” = u
Przeprowadzajac konstrukcje rozwigzan zagadnienia (3.6)+(3.9) wyznaczajacych
stany wstepne, analogiczng do konstrukcji opisanej w rozdz. 2 otrzymujemy

R -1
(3.10) w = 0+ L5 (1)
fub
—1
(3.11) = 5.

] - -1
W zwiazkach tych «/° oznacza operator odwrotny do &%, za§ o/% £/ oznacza super-

pozycje operatordw.
Opis wstepnych stanéw obciazenn przybiera postac:

I

Rs Rn a —:' a (S
(3.12) pF=0, p'= —p'—FH(p*)

lub
-1
(3.13) S0, P — B,

Zwiazki (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) opisuja jednoznacznie wstepne stany przemieszczen
i obciagzZen obu faz na powierzchni S.

-k

4. Optymalna regulacja koncowego stanu naprezenia w jednej z faz

Zajmijmy Si¢, na zakonczenie, zagadnieniem spreZania zewnetrznego ze wzgledu na
minimalizacje wytezenia w jednej z faz (w fazie sprezanej — np. w fazie 1). Faza I spenia
w tym przypadku rolg fazy sprezajacej. Koficowe stany w niej wywolane moga okazaé sig
niekorzystne, czym placimy za optymalng regulacje stanéw w fazie 1.

4.1. Sprezanie zewnetrzne w osrodku o dwu przenikajacych si¢ fazach. RozwaZmy na wstgpie
mozliwoéci wywolania w fazie 1 dowolnych stanéw wstepnych.

Z réwnan (2.11) wynika, ze mozliwe jest jednoczesne wywolanie w fazie 1 dowolnie

ustalonych, niezaleznych od siebie stanéw wstepnego odksztalcenia 2' 1 napreZenia g%,.
Nalezy w tym celu wprowadzi¢ do ustroju stany pierwotnych odksztalcen opisane zwiaz-
kami:
. r -~ R . R
4.1 € = € +A’AB's;, €' = —Boy.
Zwiazki (4.1) pozwalaja okre§li¢ pierwoine deformacje poszczegdinych faz. Jezeli

przyjmiemy, ze stany pierwotne wywolywane sa jedynie w fazie sprezajacej, czyli wprowa-
dzimy ograniczenie: ’

4.2) & =0, & =0,

4 Mech, Teoret. i Stosowana L/78
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to z rozwigzania (4.1) wynika, ze mozliwe jest wywolanie dowolnie ustalonego stanu
R . . .
naprezen wstepnych o, w fazie sprezanej przez wymuszenie odksztaicent pierwotnych fazy
sprezajacej
. R,
4.3) €'’ = 2Boy.

Wynika stad oczywisty wniosek, Zze przyjecie kryterium minimalizacji wytezenia J,
w fazie I, przy czym

i R L R, L
(4.4) J, = é J ¢'B'o’dv = % f (6, +&)B' (6, +6")dv,
prowadzi do rozwigzania
R L
(4.5) 0':(,-' = _0")

ktére zwiazane jest ze znikaniem stanu naprezen koncowych ¢’ = 0 w fazie spreZanej.
4.2. Przypadek sprezania powierzchniowego. Rozwazmy mozliwo$¢ wywotania na powierz-
chni § fazy sprezanej I dowolnych stanéw wstepnych.
Postepujac analogicznie jak w p. 4.1 mozna wykazaé, ze dowolnie przyjgte stany ﬁ’, I;)’
wywola¢ mozna przez wprowadzenie jednoznacznie okreélonych stanéw przemieszczed
pierwotnych:

=-
I

R =1 _ R
(4.6) / :Jr(‘s{s.wa‘l)%s(g)’
v =+ (L + 1) BD)
lub standw obciazen pierwotnych

—1 R R
@ P = (1—?:"53")&4‘“(2’)—2’,
P’ = (1 + BB () +p'.

Jeéli przyjmiemy, Ze stany pierwotne wywolywane sa jedynie w fazie sprezajace)
4.8) v=0, p=0, ’ ~
to rozwigzania (4.6) lub (4.7) okre$laja jednoznacznie stany pierwotne na powierzchni S
fazy II

(4.9) P = 2600
lub
(4.10) W= 2 (),

ktére wzbudzajg stany wstgpne ﬁ’ hub S’.

Ze wzgledu na mozliwoé¢ wywotania (w ogdlnym przypadku) dowolnych, niezaleznych
od siebie stanéw wstepnych ﬁ’, S’, zagadnienia optymalnej regulacji stanow koficowych:
€ = g’—ké’, o = §’+é’ ze wzgledu na kryterium (4.4) mozna rozpatrywaé, przy ustalonych
stanach uzytkowych é’, é’, jako poszukiwanie optymalnych warunkéw brzegowych ﬁ’,

R, . . N . ., R, R :
P’ na powierzchni S ograniczajacej V. Po wyznaczeniu stanéw u’, p’ na S, gwarantujacych
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optymalne rozklady ¢, € w V', mozna okresli¢ ze zwiazkéw (4.6) (4.7) stany pierwotne,
wywolujace pozadang regulacje stanéw koncowych.

Zagadnienie minimalizacji globalnego wyteZenia w fazie I jest w tym przypadku réwno-
wazne minimalizacji globalnej energii wewnetrznej Jg- fazy I:

-
(4.11) Jpr = —Z—J o'e'du.

v

W celu poszukiwania optymalnych warunkdéw brzegowych na S rozwazmy mozliwo$é
rozktadu standw koncowych o', € w fazie I na dwie ortogonalne czesci skladowe, z ktérych
jedna podlega regulacji przez spr¢zanie powierzchniowe, a druga nie:

(4.12) o' =0o,+06,, € =€ +e;.

Dla skonstruowania postulowanych rozkiadéw przyjmijmy z definicji pomocnicze
stany €,, 6, = A'e, jako stany wywolane sitowym obcigzeniem zewnetrznym dzialajacym
na faze [ przy warunku peinego utwierdzenia brzegu S. Opisane sa one zaleznoSciami:
(4.13) R, X,p)=0, %(,)=0
oraz warunkiem zgodnosci pola €, ze znikajacymi przemieszczeniami na S.

Zdefiniujmy analogicznie stany €}, o, = A’e, jako stany wywolane przemieszczeniami

@i’ brzegu A,,, przy warunku swobodnego brzegu S. Opisane sa one zaleznosciami:

(4.14) R@,)=0 C,@)=0 omn=0 na .
Niech czgéci rozkladu stanéw uzytkowych e;, 6 = A’e; stzmowiqéum@ okreslonych

wyzej standw:

3 7 dr I ’ I d[‘
(4.15) € = €,t€, 06 = 0,,+o',,

Ze wzgledu na jednoznacznoéé rozwigzan zagadmien brzegowych (4.13), (4.14) teorii
sprezystosci, stany €, , ¢, okreslone sg jednoznacznie.

Mozna zatem dokona¢ w sposob jednoznaczny rozkladu standw €', ¢’ na czesci skia-
dowe (4.12), przy czym czeici €, 6, stanowig réznice p6l catkowitych i pol (4.15):

dr df
(4.16) €, = €—€, 6;=06—6,.

S3 to sktadowe wywolane oddziatywaniem fazy Il poprzez powierzchnig S na fazg I,
ktére spelniaja jednorodne réwnania wigzow w obszarze V':
(4.17) R'(cy) =0, @'(e)=0.

Mozna pokazac Ze pola o/, € oraz 65, €, s3 ortogonalne w sensie ich iloczynu ska-
larnego

(4.18) fc{e;dv = fcgel’dv = 0.

’

v v

Pozwala to przedstawi¢ funkcjonat energii wewnetrznej (4.11) w postaci
@19) I = | Giei+aiendn.

Mozna pokazaé, ze ze wzgledu na dodatnia okreslono§¢ obu sktadnikéw podcaiko-
wych oraz na fakt, Ze dowolne stany wstepne wywolane w obszarze V' spelniajg warunki

4%
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(4.17), czyli sg ortogonalne do stanéw oy, €; wynika, ze kryterium (4.11) prowadzi do
wyznaczenia standw wstepnych:

R, L, R, L,
(4.20) €=—€, o=—0
L

’

R L R
powodujgcych znikanie czgéci €; = €;+€’, 6, = 6,+06’ stanéw koficowych.
Wyrazajac wniosek (4.20) w jezyku wielkosci powierzchniowych na § otrzymujemy:

R, L, R L,
(4.21) u'=—u, Pp=-p;.

Mozna pokazaé, Ze rozwiazanie optymalne (4.21) wymuszane jest bez udziatu stanéw
pierwotnych fazy I:
(4.22) =0, p=0.

Zatem korzystajac z rozwigzan (4.9) lub (4.10) oraz ze zwigzkéw (4.21) otrzymujemy
optymalne rozklady pierwotnych przemieszczei lub obciazen na brzegu S fazy IT:

. L . L,
(4.23) W= —2%°(p;), P’ = —25;)
wywolujacych identyczne efekty. W wyniku sprezenia w fazie I pozostaja stany koncowe

¢ = l&i, € = 21, charakteryzujace sie, jak to wynika z definicji (4.13)=(4.15) tym, ze
obcigZenie brzegowe na powierzchni S: p’ = o'n’ jest takie, jakie wywolane byloby przez
zewnetrzne obcigZenia sitowe X', p’ fazy [ przy pelnym utwierdzeniu brzegu S, za$ prze-
mieszczenia u' powierzchni S s takie, jakie wywolane bylyby przez ruchy @’ powierzchni
Ay przy warunku swobodnego brzegu S.

W przypadku, gdy nie wystepuja przemieszczenia @’ na brzegu A, stany l&,’,, é,’, wy-

" znaczone przez (4.14) znikaja i sprezenie optymalne daje w fazie I efekt koricowy iden-
tyczny z przyjeciem warunku petnego utwierdzenia #' = 0 na powierzchni S.

W przypadku, gdy nie wystepuja silowe obcigzenia zewnetrzne w fazie I(X' = 0,

p’ = 0), stany é;,lélﬁ, wyznaczone przez (4.13) znikaja i sprezenie optymalne daje w fazie
I efekt koficowy identyczny z przyjeciem warunku brzegu swobodnego ¢'n’ = 0 na po-
wierzchni S.

W przypadku, gdy znikaja wszystkie obciazenia zewnetrzne fazy I (sitowe X = 0,p'= 0
oraz przemieszczeniowe @i’ = 0) to otrzymujemy w wyniku spr¢Zenia optymalnego try-

wialne rozwiazanie S’ = 0, ﬁ’ = () stowarzyszone ze znikaniem stanéw koncowych ¢’ = 0,
€’ = 0 w fazie I. Cale obciazenie zewnetrzne przenoszone jest wiedy przez faze II.

Jako szczegdlny przypadek sprezania powierzchniowego traktowaé mozna sprezanie
wywolywane przemieszczeniami pierwotnymi u wymuszanymi na cze§ci brzegu ustroju
A, (por. [10]). '

Traktujac brzeg 4, jako powierzchnie S kontaktu faz zauwazamy, ze stany é.’,, é,’,
definiowane zwiazkami (4.14) nie istnieja w tym przypadku. Wynika stad wniosek, zZe
sprezanie ze wzgledu na minimalizacje energii wewnetrznej ustroju prowadzi do uzyska-
nia efektu pelnego utwierdzenia u = 0 na brzegu A, w stanie koncowym. Jest to zbiezne
z wnioskiem o ortogonalnosei czeéci standw uzytkowych wywolanych obcigZzeniem sito-
wym oraz przemieszczeniami podpér. Optymalne sprezanie ruchami podpér redukuje
do zera druga z wymienionych czesci standw uzytkowych.
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5. Przyklad sprezania powierzchniowego

O ile rozwiazanie zagadnienia optymalnego sprezania (4.3), (4.5) dla o$rodka o dwu
przenikajacych sig fazach jest intuicyjnie oczywiste, o tyle celowe jest zilustrowanie przy-
kladem rozwiazania zagadnienia sprg¢zania powierzchniowego (4.23), (4.21).

Rozwazmy przykiad rury ci$nieniowej dwuwarstwowej poddanej ci$nieniu wewnetrz-
nemu p (rys. 3a). Rozklad napr¢zen promieniowych i obwodowych w rurze niesprezonej
[8] pokazany zostal na rys. 3b. Stosujac spr¢zanie powierzchniowe polegajace na od-
powiednim wpasowaniu rozszerzonej wzglgdem stanu naturalnego (np. przez ogrzanie)
rury zewnetrznej na nienaprezona rur¢ wewnetrzna, uzyskajmy efekt minimalizacji energii
sprezystej (wytgZenia) zmagazynowanej w fazie I.

e
q A
o
I a ) z -
& 10 076 a0
EARS] 5)
é1L® I —
P 125 o9l 025
6 |10 as7 00
PO
""" | c)
6o P 629 ®
7 Y7

Rys. 3

Stan naprezef dla rury niesprezonej opisany jest zwigzkami Lamégo:

L pa? pacc?
Gr = T r2(c*—a?)’
&R
L pa? N patc?
Oy = .
0 PERp 1'2(62—(12)

W celu wyznaczenia rozwiazania optymalnego sprezania (4.23), nalezy skonstruowaé
powierzchniowy funkcjonat konstytutywny 4°.

Wyznaczmy w tym celu, dla samej rury wewngtrznej, przemieszczenia «’ na powierzchni
rozdzielajacej fazy (r = b) wywolane obcigzeniem zewnetrznym p’ dzialajacym na te
powierzchnig, przy warunku swobodnego brzegu wewnetrznego (r = a). Dostosowujac
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rozwigzanie (5.1) do opisu stanu napre¢zen w pierScieniu wewngtrznym oraz wykorzystujac
zwigzek

’

5.2 R PP
( . ) ; = E 4 r
otrzymujemy
b (1=v)b*+(1+2)a*
F S bea
Analogicznie wyznaczy¢ mozna, dla samej rury zewngtrznej, przemieszczenia u'' na
powierzchni rozdzielajacej fazy wywotane obciazeniem zewngtrznym p’’ dziatajacym na
te powierzchnie, przy waranku swobodnego brzegu zewngtrznego (r = ¢)

b (=Bt (4

TE T e

(5.3) u =

(5.4) u’

Zwiazki (5.3) i (5.4) definiujg liniowe, powierzchniowe funkcjonaty konstytutywne
#' 1 B dla kazdej z faz. Konstruujac symetryczny konstytutywny funkcjonat powierzch-
niowy #° otrzymujemy rozwigzanie zagadnienia optymalnego sprezania (4.23), w postaci

.o (1=v)b2+ (1 +2v)a®>  (1—v")b*+(1+2")c? |1,
(55) u = —b[*——ﬂgz_az) Eu(cz__bZ) P2
gdzie ]13; jest, zgodnie z definicja (4.16),, réznicy pomigdzy oddzialywaniem rury ze-
wnetrznej na wewnetrzng w stanie uZytkowym a oddzialywaniem sztywnego podloza
na brzeg zewngtrzny (¥ = b) rury wewngtrznej obcigzonej ciénieniem p (na brzegu r = a)
L, L, L a?(c*—b? 2a%p
5. l=p —pl = — — —
(5.6) P2=p — Py b2(c?—a?) A=")b2+ (1 +v)a?
W przypadku, gdy material obu faz jest jednorodny, otrzymujemy z (5.5) i (5.6) warto$é
2pabh B 20%(c*-a®) |
EbB*—a®) | (A =bH)[(1—v)b*+ (1 +7)a? ’
o ktdra nalezy zmniejszyé promiefi wewnetrznej powierzchni brzegowej (r = b) rury ze-

wnetrznej (w jej stanie naturalnym), aby po wciSnieciu jej na rure wewnetrzna otrzymaé
efekt optymalnego sprezenia.

.7 i =

Wykorzystujac znajomo$¢ pola przemieszczen w stanie uzytkowym oraz fakt, ze punkty
powierzchni rozdzielajacej obie fazy (r = b) nie ulegaja, w stanie koncowym, przemiesz-
czeniom (por. wnioski po rozwigzaniu (4.23)), mozna wyznaczyé obciazenia brzegdw
(r = b) obu faz w stanie wstepnym
(5.8) ;, _ __;;,, _ (b;-—a?[(l——’V)b22+(1+1!)621 ’

(e —chH[(1~-»)b%+ (1 +v)a?]

Znajomo$¢ obciazen wstgpnych (5.8) pozwala wyznaczyé wstgpne stany naprezenia,

a nastegpnie, po dodaniu rozwiazania (5.1), stany koricowe. Na rys. 3¢ pokazano efekt

. , . ) 1
redystrybucji stanu napreZefi wywolanej spreZzeniem optymalnym (w przypadku » = 5
a=1,b=2, ¢c=3)izwiazanej z ok. 24%-owym odciazeniem rury wewnetrznej (mie-
rzonym globalnym wytezeniem calej fazy I).
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Summary

ON THE PRESTRESSING IN DIPHASE MEDIA

We analyze initial states of stress and deformation produced in an elastic diphase medium by forcing
independent, arbitrary distortion fields, which do not necessarily fulfil the static or geometric constraints
in both phases. External prestressing consists mainly in introducing the both phases such distortion fields
that the fields of initial stress and deformation induced in one (prestrcssed) phase cause a desirable adjust-
ment of the distribution of the final states of stress and deformation in this phase. These states are a sum
of the corresponding initial states and states caused by external load. The other phase plays a role of the
prestressing one. Some examples of an optimal control of the final states of stresses in the prestressed
phase are discussed.
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1. Wstep

W pracy zbadano wplyw spadochronu hamujacego i silnika przyspieszajacego na
parametry lotu zasobnika zrzuconego z samolotu. Zasobnik traktowano jako uklad me-
chaniczny sztywny, na ktéry dziataja sity zewnetrzne [2, 16, 18, 22, 26], migdzy innymi
sita hamujaca spadochronu 1 ciag silnika rakietowego [23, 25]. Przyjeto zaloZenie, Ze
spadochron ustawiat sie réwnolegle do kierunku wektora predkosci ukiadu, a wiec nie
uwzgledniono kata natarcia i §lizgu spadochronu.

Rys. 1

- Roéwnania ruchu wyprowadzono stosujac podstawowe zasady dynamiki Newtona
dla uktadéw mechanicznych o wiezach holonomicznych w ukladzie wspotrzednych zwigza-
nych z zasobnikiem [3, 4, 5, 9]. Uwzgledniono pi¢é stopni zasobnika sztywnego: trzy
okreélajace polozenie §rodka masy oraz pochylanie 0 i odchylanie ¥.

Przykladowe obliczenia numeryczne wykonano w Instytucie Technicznym Wojsk
Lotniczych wedtug wlasnych programéw. Wyprowadzone w niniejszej pracy réwnania
ruchu sa uniwersalne i moZna je bezpo$rednio zastosowaé do opisu ruchu dowolnych
nieodksztalcalnych obiektéw swobodnych w przyjetych ukladach odniesienia (rys. 1).



58 J. MArYNIAK, K. MICHALEWICZ, Z. WINCZURA

2. Przyjete uklady wspélrzednych

Do opisu dynamiki zasobnika, traktowanego jako obiekt swobodny, niezbedne oraz
bardzo wygodne jest przyjecie nastgpujacych uktadéw odniesienia:

— grawitacyjnego zwiazanego z Ziemia Ox, y,z,,

— predkosciowego zwigzanego z przeptywem Ox, y,z,,

— zwigzanego sztywno z obiektem Oxyz,

— grawitacyjnego 0x,y,z,, zwiazanego ze $rodkiem masy poruszajacego si¢ obiektu
réwnoleglego do ukladu nieruchomego 0x,y,z, .

Rys. 2.

Ruch zasobnika zostat opisany w centralnym uktadzie wspétrzednych Oxpz sztywno
zwigzanych z obiektem (rys. 2). Chwilowe polozenie zasobnika jako ciala sztywnego
WYZNaczano przez:

— polozenie $rodka masy r,(x,y,z,) mierzone wzgledem nieruchomego ukladu
wspétrzednych 0x, y, z,,

— quasi-eulerowskimi katami obrotu zasobnika @, 8, ¥ okreélajacego polozenie
~ ukladu zwigzanego z bryla Oxyz wzgledem grawitacyjnego uktadu zwigzanego ze $rodkiem
masy poruszajacego si¢ obiektu Ox,y,z,.

Sktadowe wektoréw chwilowych predkosci liniowej i katowej w przyjetym ukladzie
wspdtrzednych (rys. 1) sa nastepujace:

wektor predkoéei liniowej

0)) V, = Ui+Vj+ Wk,

gdzie U oznacza predkoéé podhuzng, V predkosé boczng, W predko$é przemieszczeh

pionowych;; _ :
wektor predkosei katowej

2 Q = Pi+Qj+Rk,
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przy czym P jest katowa predkoscia przechylania, O katowa predkoscia pochylenia, R
katowa predkoscia odchylania.

Predkosci katowe P, Q, R sa liniowymi zwigzkami predkoéci uogdlnionych @, 0, ¥
o wspélczynnikach zaleznych od wspéirzednych uogdlnionych @, 0, ¥ i posiadaja naste-
pujaca postaé:
3) col[P, O, R] = Mgeol[d', @, ¥,

gdzie N\, jest macierza transformacji [9, 10].
Zwigzki kinematyczne migdzy predkoéciami liniowymi %,, y,, £, mierzonymi w ukla-
dzie nieruchomym Ox,, y,,z,, a sktadowymi predkoéci U, ¥V, W sa nastepujace:

4 col[U, V, W] = Ay'collx,, yi, 2],

przy czym Ap! jest macierza transformacji [9, 10].
Zwigzki (3) 1 (4) wyznaczaja zaleznoS§ci kinematyczne, miedzy predkosciami U, V,
W, P, O, R a predkosciami uogélnionymi x,, y;, z,, @', 0°, V.

3. Dynamiczne rOwnania ruchu obiektu

Skladowe wektorow sit zewngtrznych i momentéw sit zewngtrznych dzialajacych na
zasobnik, w przyjetym ukladzie wspdtrzgdnych sa nastgpujace (rys. 2):
— wektor sit zewnetrznych

(5) F = Xi+Yj+Zk,
gdzie X oznacza sif¢ podtuzna, ¥ sie boczng, Z sit¢ pionowa;

— wektor momentu gléwnego
(6) M = Li+Mj+Nk,
przy czym L jest momentem przechylajacym, M momentem pochylajacym, N momentem
odchylajacym.

Sity i momenty sif zewnetrznych sg funkcjami zmiennych opisujacych ruch i potozenie
ciala: U, V, W, P, O, R, @, ©, ¥ [3, 4,9, 17, 19, 20, 21, 24, 27, 28].

Sktadowe sil i momentéw dzialajagcych na obiekt sa sktadowymi:

— sily grawitacyjnej
@) mg = N,mg,

— sit i momentdéw aerodynamicznych — wyprowadzono przy uwzglgdnieniu stacjo-
narnej aerodynamiki, przy czym linearyzacje sil i momentéw przeprowadzono wg metody
Bryana [3, 4, 9, 27],

— ciagu silnika rakietowego T,,

— oporu spadochronu hamujacego

®) Psz’%QSVngs-

Analizowany w niniejszej pracy obiekt ruchomy traktowano w rozwazaniach ogdlnych
jako nieodksztalcalny obiekt swobodny [9]. Mianem takim mozna nazwa¢ dowolny obiekt
rzeczywisty, ktérego badanie wlasnoéci dynamicznych nie wymaga uwzglednienia od-
ksztalcalnoéci ciata, wzglgdnych wychylefi jego elementéw jak réwniez wigzow.
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Badajac ruch rzeczywistego obiektu, ktérym jest rozpatrywany zasobnik wprowadza
si¢ nastgpujace zalozenia:

— ukfad wspotrzednych Oxyz zwiazany jest z poruszajagcym si¢ obiektem i jego po-
czatek pokrywa si¢ ze $rodkiem masy ciala;

— na poruszajacy si¢ obiekt dziataja sily ciezkoéei, aerodynamiczne i napedu rakie-
towego.

Réwnania ruchu objektu wyprowadzono w oparciu o podstawowe réwnania dynamiki
[9] stuszne dla ukladéw inercjalnych, ktére dia ciala o stalej masie m = const maja postaé

o) m( o +§><r4) _F
(10) 5;? +OXE, = 4.

Stosujac przeksztalcenia [9, 10, 11, 12, 14] oraz rzutujac wektorowe réwnania ruchu
(9), (10) na osie ukladu wspétrzednych, otrzymano dynamiczne réwnania ruchu poste-
powego i obrotowego w postaci skalarnej, ktore dla rozpatrywanego obiektu przy za-
fozeniu P = @ = L = 0 majg nastepujaca postaé:

idtU— = RV—QW—gsin® + %(X0+Xw W+X,0+ T,+Ps),
dv 1
= RU+ - - [YW/V+ (Y, + Y. )R+ Yo+ P,
{ m
aw 1
= QU +gcosO + . [Zo+Z, WH(Zy+ Z,5)Q+ Py,
// 1
DO M+ M (M4 M0,
da "I,
dR 1
— = [No+N,V+ (N, +N:5)R],
dt 1
an
: db
& =
da¥ 1
e Rcos™16),
dx, . L
7 = Ucos®OcosW —Vsin¥+ Wsin@cos?,
»(g}; = Ucos@sin¥ + Vcos W+ Wsin@sin ¥,
dz,

- = —Usin®@+ WcosO,

dt
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gdzie
Xo = %QSVﬁ(—Cxcosacosy—i—Cysiny—i—Czsinoccosy),
Yo = %QSVﬁ(—Cxcosocsiny—Cycosy—l—Czsin asiny),
Zy = »ngVﬁ(—stina—Czcosoc),
1 L .
My = TQSVé [Len(Creosy — Cysinasiny) — LgCygsing],
(12) 1
No = - "Q"QSV%[LCh C,,cosoc—-ls,,stcosozsiny],
1
Py, = — —pSVZC, cosacosy,
1 ) .
Py, = — —oSVzCycosasiny,
| R
P, = ——2—QSVCst_Sln o,

przy czym o = arctgW/U, y = arcsinV/V,, V& = U*+V?*+ W? oraz wprowadzono naste-
pujace oznaczenia: o — gestosé powietrza, S — przekrdj poprzeczny korpusu zasobnika,
Lcp — dhugoéé korpusu zasobnika, [y — odlegloéé od SC zasobnika do wezta zamoco-
wania spadochronu, Cy, C,, C;, C,, C, — bezwymiarowe wspdtczynniki sit i momentéw
aerodynamicznych, C,; — bezwymiarowy wspdlczynnik oporu spadochronu.

Wspdlczynniki X, , N, okreélajace zmiany sit i momentéw aerodynamicznych w funkeji
parametréw kinematycznych ruchu noszg nazwe pochodnych aerodynamicznych [1, 4, 5,
7,9, 10, 11, 12, 13, 15], a wspotczynniki Y, N.s pochodnych silnikowych [4, 12]. Wyzna-
cza si¢ je zgodnie z przyjeta w lotnictwie zasada przy badaniu statecznosci uktadow lata-
jacych zakladajgc, ze zmiany symetrycznych parametréw ruchu powoduja zmiany sy-
metrycznych sit i momentéw, a zmiany antysymetryczne — sit i momentéw antysyme-
trycznych [4, 5, 7, 10, 11, 12].

Pochodne aerodynamiczne s nastepujace:

1 V¢ oC
o= =38y
2 F s

L Lgriac Ly _
Xq = —TQST '—a& ﬁ . C(x)xdl,

1 vE o,
=-3507 %"

2 'S

1 vz e, 1 f ,

Y,- = TQS“[J— ay —E C(x)xdk,
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1 VE ocC,
Zv= = 05T Ty
\ Vi
Zq = — TQST —a'&— _,§b_ j C(Y)\(/Y
L Vi ac,
M, = Z“QSLCI.TTOE',
(13) , X
[ - VE oc, | j
My = —C T xd>
4 ZQS Y de S, ‘ C(x)xdx,
l Ve oC,
Ny = — TQSLCII i “@“,
1 Vé oc, j
N, =.— ' C b
3 e Len—p e (x)xdx,
a pochodne silnikowe :
Yr.v = l.\'ms: qu = lsmsa

My = —1%m;, N = —1Zmq,
gdzie S, oznacza powierzchnig¢ przekroju podiuznego zasobnika, C(x) funkcje zmiany
przekroju poprzecznego zasobnika wzdluz jego dlugosci, I, odleglto§é od SC zasobnika
do dyszy silnika, Q,/gt, = m, wydatek sekundowy gazéw prochowych.

4. Wlasnosci dynamiczne obiektu w ruchu

Rownania (11) opisujace przestrzenny ruch zasobnika zrzuconego z samolotu sa
réwnaniami rézniczkowymi, silnie nieliniowymi o zmiennych wspdtezynnikach [6]. Scat-
kowano je numerycznie wykorzystujac metodg RUNGE-KUTTA, Analiz¢ numeryczng prze-
prowadzono w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych. Opracowany program ma
na celu zbadanie wplywu [8] parametréw lotu nosiciela i parametréw konstrukcyjnych
obiektu na tor zasobnika f(x,¢ z;) i inne wielkosci charakteryzujace ruch obiektu na
torze.

Obliczenia wykonano dla nastepujacych danych wyjsciowych:

— predkodé zrzutu Vy = 150, 250 [m/s],

— wysokos$¢ zrzutu H = 200 [m],

— poczatkowego kata pochylenia toru @, = 0°,

— ciagu silnika rakietowego T, = 1200 [kG],

— spadochrondéw o rézZnej intensywnoséci hamowania,
przy zachowaniu stalych wartofci charakterystyk geometrycznych, masowych i aerody-
namicznych zasobnika. Charakterystyczne wyniki analizy numerycznej badanego modelu
zasobnika przedstawiono w formie wykreséw na rys. 3+12,

Z analizy uzyskanych rezultatdw obliczefi numerycznych wynika, Ze profil toru lotu
zasobnika Z, = Z(x,) w istotny sposob zalezy od parametrdw lotu nosiciela w momencie
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zrzutu, efektywnosci hamowania spadochronem oraz wielkosdci ciagu silnika pizyspie-
szajacego.

Dla okreslonych warunkéow poczatkowych, danego ciagu silnika rakietowego wraz
ze wzrostem efektywnodci hamowania dono$no$¢ poruszajacego si¢ obiektu znacznie
maleje (rys. 3). Z wykresu toru lotu w ptaszczyznie Ox,, y, wynika, Ze tor obiektu nie
lezy w plaszczyznie, przy czym zasobnik swobodnie spadajacy zbacza bardziej niz za-
sobnik hamowany i przyspieszany. Zjawisko to spowodowane jest przesuni¢gciem cha-
rakterystyk aerodynamicznych wynikajacych z malej asymetrii geometrycznej, a wielkosé
zboczenia zalezna jest od wartoéci chwilowych sktadowych-wektora predkoéci.
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Interesujacy przebieg ma zmiana wektora predkosci catkowitej zasobnika na torze.
Dla poréwnania na jednym wykresie przedstawiono krzywe dla obiektu swobodnie spa-
dajacego oraz obiektéw hamowanych i przyspieszanych. Z analizy uzyskanych przebie-
géw wynika, ze dla okreslonych parametréw zrzutu i charakterystyk konstrukcyjnych
zmiana predkosci calkowitej w istotny sposéb zaleZy od efektywnosci hamowania spado-
chronem (rys. 4). Natomiast predkos¢ koficowa zasobnika o przyjgtym rozwigzaniu
konstrukeyjnym w niewielkim stopniu zalezy od predkosci zrzutu, co $wiadczy o duzej
,.elastyczno$ci” spadochronu hamujacego (rys. 5). ’

_
260 fs)

-\
10 \‘\ | /

100
\

50

2 7 6 tfs]

A A A
LA

-q01 L

U V=507

v
[red]

Rys. 6

Z wykresu przedstawiajgcego zmiang kata §lizgu p na torze (rys. 6) wynika, ze kat
§lizgu zmienia si¢ periodycznie, przy czym amplituda i okres wahan zaleza od sit dziata-
jacych na zasobnik. Na wykresie daja sig wyodrebnié trzy fazy ruchu obiektu: swobodny
spadek do czasu ¢ = 0,7 s, hamowanie spadochronem do ¢ = 5,7 s, przyspieszenie silni-
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kiem rakietowym do ¢ = 6,5s. W czasie hamowania, mimo spadku predkosci ruch za-
sobnika stabilizuje si¢, amplituda wahah kata §lizgu znacznie zmniejsza sie. Wlgczenie
silnika rakietowego powoduje chwilowa destabilizacje, po czym w trakcie rozpedzania
zasobnika amplituda wahan jest silnie ttumiona.

Charakter zmian predko$ci bocznej ¥ na torze (rys. 7) jest bardzo podobny do zmian
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kata §lizgu, poniewaz te wielkosci sg $ci§le zalezne od siebie. Na kolejnym rysunku przed-
stawiono zmiang predkosci katowej pochylania Q i odchylania R w czasie lotu zasobnika
(rys. 8). Widoczne jest przesunigcie krzywej Q = Q(f) w stosunku do krzywej R = R(¢)
spowodowane dzialaniem w plaszczyZnie rzutu Ox, z, sity cigzkoéci, a konkretnie przy-
spieszenia grawitacyjnego.

Zmiana kata pochylenia zasobnika na torze ©® ma charakter oscylacyjny (rys.9).
Zasadniczy wplyw na wielko§¢ kata upadku @, ma efektywno§¢ hamowania spadochro-
nem, przy czym wzrost efektywnoéci powoduje wzrost kata upadku i jednoczeénie zmniej-
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szenie czestosci oscylacji. Kat odchylenia ¥ zmienia si¢ podobnie jak predko$é odchyla-
nia R ze wzgledu na zalezno$¢ tych wielkosci od siebie (rys. 10).

Ruch nutacyjny zasobnika « = ap) przedstawiono na rys. 11. Wyraznie daja sie
wyr6zni€ trzy fazy ruchu: swobodny spadek, hamowanie i przyspieszenie. Charakteryzuja
sie one rdzna diugoscia wigkszej osi zataczanej elipsy oraz réznym nachyleniem tej osi,
a w fazie przyspieszenia kierunek obrotu zmienia si¢ na przeciwny.

Rysunek 12 przedstawia ruch nutacyjny zasobnika przedstawiony przestrzennie.
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5. Whioski ogélne

Przedstawiona metoda badania wiasnoéci dynamicznych obiektu umozliwia analizg
ruchu ukfadu o dowolnym schemacie konstrukeyjnym, dajac przy tym ciagly informacje
o zmianie parametréw lotu na torze. Stosowane aktualnie metody balistyki zewngtrznej
maja ograniczone zastosowanie do analizy obiektéw charakteryzujacych sig tzw. czasem
charakterystycznym @ < 30s, co odpowiada obiektom poruszajacym si¢ lotem swo-
bodnym. .

Analizowany w niniejszej pracy zasobnik z ukladem hamujico-przyspieszajacym ma
zastosowanie do zrzutéw z malych wysokoéci. Najistotniejsza fazg ruchu takiego ukladu
jest lot hamowany, gdyz zmniejszenie predkoéci o okre§lona warto$¢ powoduje zakrzywie-
nie toru lotu obiektu, co w konsekwencji ma zasadniczy wplyw na parametry ruchu za-
sobnika w punkcie upadku.

Spadochron wykorzystany do wyhamowania predkoéci ruchu charakteryzuje si¢ pew-
nymi cechami, ktére szczegdlnie predestynujg go do zastosowania w proponowanym
ukladzie konstrukcyjnym, mianowicie:

— predko$é koricowa w fazie hamowania w matym stopniu zalezy od predkosci
zrzuty, co $wiadezy o tzw. elastycznoéci ukladu ze wzgledu na warunki zrzutu,

— spadochron w duzym stopniu thumi wahania zasobnika powodujac «usztywnienie
aerodynamiczne» ukladu,

— zwiekszenie efektywno$ci hamowania spadochronu powoduje: wigkszy spadek
predkosci, wigksze wystromienie toru oraz zmniejszenie czgsto$ci oscylacji parametréw
ruchu.

Wynika stad, ze dla osiggniecia zalozonego punktu upadku ciala zrzuconego z pewnej
wysokoéci z dana predkoécia poczatkowa, nalezy odpowiednio uksztaltowaé charaktery-
styki aerodynamiczne calego uktadu, co sprowadza sie do dobrania dla zasobnika wia-
$ciwego spadochronu zapewniajacego wymagane wyhamowanie i stateczno$§é ruchu
uktadu.
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Pesome

BIIMAHUME MMAPAIUIOTA HA OBIDKEHHE OCEBO-CUMETPUUECKOIO
OBBEKTA CBPACBIBAEMOI'O C CAMOIJIETA

B pafore paccMaTpHBalOTCs AMHAMHYECKHE CBOHCTBa ¢BOBOMHO mamarowiero o0heKTa ¢ TOPMO3HLIM
NApalnoToM K YCKOPMTENbHBIM parkeTHbiM ABmraresiem, OOLEKT CUUTAETCA MKECTIKHM TEJOM C NATHIO
crereHsiMu cBoGOABY. JIBHIIEHMEe ero ONMCAHO CHUCTEMONM HENMHEHHLIX HubdepesuranbHbiX ypaBHeHNHA
BTOPOro IOpsAKa. YPaBHEHHUSI MHTErPHPOBANBI UMCIIEHHbIM METOJOM C YUETOM NMPHHATHIX HAUANBLHBIX
ycnoBui. JInA pasHbIx mapameTpos cOpoca BBIYMCIICHB! TPAEKTOPHUH MMONETA, M3MEHEHME yIJia TAHraMda,
PBICKAHWUS, yIJ1a aTaKH, CKONMBYKEHHS, CIKOPOCTH LeHTpa Mace 0brenTa ® eé cocTamsotune. AIpoauHa-
MHYECKHE XapaKTEPUCTHIKH NMOJIyUeHbl IKCIIEPUMEHTAIBHO, ITYTEM HCHBITAHAA MOJENEH B a3pOAHHAMH-
YyecKux Tpybax.

Summary
THE INFLUENCE OF A PARACHUTE ON THE MOTION OF AN AXIALLY SYMMETRIC
AIRDROPPED OBIJECT

The paper presents an analysis of dynamic properties of a freely moving object equipped with a braking
parachute and an accelerating rocket engine. The object is treated as a rigid body with five degrees of freedom.
The movement of the object is described by a system of second-order non-linear differential equations.
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The equations were integrated numerically for the assumed initial conditions. Flight paths, variations
of angles of elevation asimuth attack and sideslip, variations of velocity of the centre of mass and its com-
ponents were calculated for ditferent airdrop parameters, Aerodynamic characteristics were obtained
empirically from model testing in a wind tunnel,

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zlozona vw Redakcji diia 18 kwietnia 1977 r.
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1. Wstep

Rozwazmy lity, nieswobodny pret pryzmatyczny o dowolnym przekroju poprzecznym
(rys. 1) okreslony w ukladzie osi x, y, z, gdzie 0§ x jest osig preta a y, z osiami gléwnymi,
centralnymi przekroju poprzecznego i obciazmy go na §ciankach czotowych np. obcigze-
niem, ktérego gesto§¢ zapiszemy w postaci: ¢,e = a4z, G,y = 0, ¢, =0, a > 0.

Dla tak przyjetego obciazenia (rys. la) tatwo znalezé §ciste rozwiazanie zagadnienia
brzegowego teorii spreZystoéei, a wigc macierze naprezen, odksztalcen i przemieszczen,
ktérych elementy speiniajag réwnania Naviera, Cauchy’ego, Hooke’a oraz statyczne wa-
runki brzegowe i pewng grupe warunkdéw kinematycznych, Jak tatwo sprawdzié, obcigZe-
nie pokazane na rys. la redukuje si¢ do momentu zginajacego w plaszczyZnie xz, stad

b)

Rys. 1

tez w przypadku takiego obcigzenia méwié bedziemy o «czystym zginaniu». Otrzymane
rozwigzanie powyzszego zadania moZemy wykorzystaé dla calej grupy innych obcigZen
$cianek poprzecznych, jesli tylko obciazenia te redukuja sie do pary w plaszczyznie xz.
Wykorzystujemy bowiem zasade de S. Venanta, w my§l ktérej, macierze naprezef, od-
ksztalcen i przemieszczen rézni€ sie bedg dowolnie mato, z wyjatkiem obszaru sgsiaduja-
cego z powierzchnia obcigzong, dla réznych, ale statycznie réwnowaznych obcigZen
przylozonych na malej w stosunku do catej powierzchni. Jakiekolwiek wigc obcigZenie,
ktére da si¢ zredukowaé do pary, zastepowaé bedziemy tg parg (rys. 1b). Wykorzystujac
réwnania statycznej réwnowaznoSci z ukladem pokazanym na rys. la, znajdujemy od-
powiednie wzory okre$lajace naprgzenia, odksztalcenia i przemieszczenia. Przypadek
pokazany na rys. 1b, jest wigc reprezentantem zbioru obciazen, w ktérym okreslona jest
relacja statycznej réwnowazno$ci. W przypadku obcigZenia pokazanego na rys. 1b méwié
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bedziemy o «zginaniu prostymy lub proéciej o «zginaniu». Podobnie, jak proste zginanie,
tak i proste rozcigganie I proste skrgcanie lub kombinacja tych wszystkich (obcigzenie
ztozone) beda reprezentantami odpowiednich klas réwnowaznosci.

Istnieje jednak pewna grupa pretéw, dla ktérych zastapienie uktadu sit innym statycznie
im réwnowaznym moze prowadzié do zasadniczych blgdéw. Do takich pr¢téw naleza
prety cienkodcienne. Rozwazmy prosty przykiad pokazany na rys. 2.

e
X

Rys. 2

Gdyby uklad sit zastapi¢ ukladem statycznie réwnowaznym w $rodku cigzkosci prze-
kroju poprzecznego, otrzymaliby§my uklad zerowy, co oznaczaloby zerowanie si¢ naprezen,
odksztalcen i przemieszczen, Jak widaé z rys. 2 byloby to zbyt grubym przyblizeniem
nawet dla przekrojéw poprzecznych dostatecznie odleglych od §cianki czolowej. W przy-
padku pretdw cienkoSciennych nie mozemy przyjaé zasady de Saint Venanta, przynajmniej
w takiej postaci, w jakiej zostala ona sformulowana. Oznaczaloby to koniecznoéé rozwia-
zywania kazdego przypadku obcigzenia osobno lub inaczej méwige, niemozno$é okre$lenia
reprezentanta dla pewnych grup obcigZen.

2. Definicja kinematycznej réwnowaznosci ukladéw sil

Rozwazmy najpierw kilka przykladéw obciazenia preta cienko$ciennego, ktére mozna
zastapi¢ innym ukladem statycznie réwnowaznym, ale réwnoczeénie takim, aby efekt
kinematyczny obu ukladéw byt jednakowy. Rozpatrzmy w tym celu uklad obciazen
podany na rys. 2. Przyklad ukladu réwnowaznego przedstawia rys. 3. Przenoszac sile P z pun-
ktu 4’ do A dodajemy moment Pb, przenoszac site — P z punktu 4" do 4 dodajemy moment
Pb otrzymujac w punkcie 4 tylko moment M = 2Pb, albowiem sily redukuja si¢. Postepujac
podobnie z sitami zaczepionymi w punktach B’ i B’ otrzymamy w punkcie B moment
M = —2Pb. Nowy uklad stanowi wigc biparg, ktérej pary dzialaja w plaszezyznach
potek. Nowy uklad zlozony z bipary wywoluje ten sam efekt kinematyczny co uklad
wyjsciowy.
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Na rys. 4 przedstawiono drugi przyklad. Dokonajmy redukcji do punktu S, bedacego
§rodkiem cigzkosci dwuteownika; site P z punktu A4’ przenie§my do punktu 4, dodajac
dla zachowania statycznej réwnowazno$ci moment M = Pb, przenoszac site P z punktu B’
do B otrzymamy nowy uklad, ktdéry przedstawia rys. 4b. Przenoszac nastepnie sile P
z punktu 4 do S dodajemy moment Ph. Przenoszac sile P z punktu B do S dodajemy

4
|
1

!
I

Rys. 3

moment — Ph. Oba dodane momenty dziatajace w jednej ptaszczyznie redukujg sig, w wy-
niku czego otrzymujemy uklad przedstawiony na rys. 4c ztozony z sity 2P i bipary o bi-
momencie B, = Pbh. Réwniez w tym przypadku efekt kinematyczny uktadu na rys. 4c
bedzie analogiczny z takim efektem ukladu pokazanego na rys. 4a.

¢/

2r
Pb

fli

Rys. 4

Trzecim wreszcie przyktadem redukcji do punktu S niech bedzie uklad pokazany
na rys. 5a. Sposob redukcji pokazany na rys. 5 nie wymaga komentarza, dodajmy tylko,
7e przenoszac moment Pb (rys. 5¢) z plaszczyzny p6iki do réwnoleglej ptaszczyzny przecho-
dzacej przez punkt S dodaé musimy bipare o bimomencie B, = Pbh. 1 w tym przypadku
intuicja podsuwa kinematyczng rownowazno$é¢ ukladéw pokazanych na rys. 5a i 5d.

Rozwazone powyzej przyklady dotyczyly uktadu przylozonego do preta o prostym
przekroju poprzecznym; w przypadku bardziej ztoZonych przekrojéw narzuca si¢ koniecz-
no$¢ wprowadzenia precyzyjnego okreflenia poj¢cia kinematycznej réwnowaznoéci dwdch
ukfadédw. Wprowadzenie takiego pojecia pozwolifoby przede wszystkim na mozliwoéc
rozwigzania preta cienko$ciennego dla pewnego reprezentatywnego ukiadu. Rozwigzanie
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to byloby wazne dla calej grupy obcigzen kinematycznie réwnowaznych danemu, jesli
oczywiscie uogllni¢ zasade de Saint Venanta, na uktady kinematycznie réwnowazne.

W odréznieniu od statycznej réwnowaznosci, réwnowazno$é kinematyczna nie moze
byé zdefiniowana bez uwzglednienia ksztattu bryly, albowiem wiasnie deformacja bryty
decyduje o kinematycznej réwnowaznosei. Wynika stad, e sposéb redukceji danego ukiadu

I

I

Rys. 5

do uktadu kinematycznie mu réwnowaznego nie moze byé dowolny. Umdwimy sie, Ze
przy%oiony‘do preta ukfad sit bedziemy redukowaé do ustalonego punktu lezacego we-
wnatrz preta lub sztywno zwiazanego z pretem w ten sposéb, ze droga redukceji bedzie o§
$rodkowa przekroju poprzecznego i tworzace powierzchni §rodkowej. Inaczej mdwiac
droge redukcji wyznaczaé bedzie lokalny krzywoliniowy ortogonalny uklad wspéirzednych
(x, s, n) (rys. 6).
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W mysl powyzszego przyjmiemy nastepujaca definicje: Dwa uklady (4) i (B), przylozone
do preta cienkosciennego, nazywaé bedziemy kinematycznie réwnowaznymi, jesli redukujqc
je do ustalonego punktu R, sztywno zwiqzanego z osiq Srodkowq przekroju poprzecznego,
w taki sposéb, ze droge redukcji wyznacza lokalny krzywoliniowy ortogonalny uklad osi
(x, s, 1) otrzymujemy w punkcie R réwno$¢ wektoréw sum, wektoréw momentdéw i bimo-
MICHIGW.

2.0) S(4) = S(B), Mgp(4) = Mp(B), B,(d) = B(B,).

Statyczna réwnowazno$é dwéch ukladéw wymaga réwnosci tylko sum 1 momentdw,
a wiec uklady kinematycznie rédwnowazne sg statycznie réwnowaznymi.

3. Przyklady zastosowan

Pierwszym zastosowaniem przyjetej definicji o kinematyczne] réwnowaznoéci jest
uogdlnienie zasady de Saint Venanta, ktora mozemy teraz sformutowaé: Jesli na niewielkiej
powierzchni preta cienkoSciennego przylozony jest uklad (A4) wywolujacy w precie pewnq
macierz naprezen, odksztalcen | przemieszczen, to jesli na tej powierzehni ukiad (4) zastq-
pimy kinematycznie réwnowaznym ulkladem (B), wdwczas stany naprezeii odksztalcer
i przemieszczeh réznié sig bedq dowolnie malo z wyjqtkiem obszaru lezqcego w sqsiedztwie
powierzchni przyfoZenia ukladow (A) i (B).

Konsekwencje takiego uogdlnienia sa nader oczywiste.

Drugim zastosowaniem pojecia kinematycznej réwnowaznodci jest pokazanie sensu
1 uzasadnienic nazwy wystepujacego w analizie pretdw cienkosciennych wyrazenia

(3.1) . B, = ff ox(x, Sw(s)dA,
A

ktore nosi nazwg bimomentu, a ktére wprowadza si¢ bardzo formalnie. Np. MUTERMILCH
[1] obliczajac prace naprezenia o, na przemieszczeniu u, otrzymuje

32 L =[[uwodd=uf[odd—v [ [oyda—w [ [ o,2d4-0 [ [ c.wda,
A A A A A

aby nastepnie stwierdzié «... ostatni skiadnik wyrazenia... jest réwniez pracq wirtualng
pewnej nowej sily wewnetrznej By, = f f owdA, zwanej bimomentem, na przemieszczeniu
U,

Wielu autoréw m.in. F1IL.oNIENKO-BoORODICZ [2], majac wyraZzone naprezenia normalne
w postaci

(3.3) Oy = E[{'=&x—ny—¢"w],

w wyniku formalnego pommozZenia obu stron przez w i wykonania catkowania po po-
wierzchni przekroju poprzecznego otrzymuje

(3.4) [ [ oxwdA = B, = —¢"E,J,
A

i pisze «... wielkosé B,, to tak zwany gigino-skretny bimoment; jego wymiar wynosi
[kG cm?». Podobnie rzecz traktuje RUTECKI [3]. Préby wyjaénienia sensu B, , znajdujemy



76 S. PIECHNIK

w ksigzkach BIELAJEWA [4] i PANARINA, TARASENKI [5], na najprostszym przykladzie
naprezefi w §ciance ceownika. Gdyby dokonaé tej préby dla naprezen, np. w pdtkach,
mogliby$my doj§¢ do bigdnego rezultatu, jesli nie wprowadzié dodatkowej umowy o drodze
redukeji, innymi stowy o kinematycznej réwnowaznosci uktadéw. Wykorzystujae podang

Rys. 7
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definicje kinematycznej réwnowaznosci, bez trudu pokazemy sens i uzasadnienie nazwy
dla dowolnego przekroju poprzecznego i dowolnego punktu redukcji R.

Rozwazmy pokazany na rys. 7a ukiad i zredukujmy go do punktu R. Niech punkt R
bedzie «§rodkiem zginania»,a punkt 0 gldéwnym zerowym punktem wspotrzednej wycin-
kowej. Przenoszac z punktu A site P (rys. 7a) do punktu (n—1) dodajemy pare o wektorze
(rys. 7b)

(3.5) AM, = As, x P.

Przenoszac moment do réwnoleglej plaszczyzny przechodzacej przez punkt R dola-
czamy bipare o bimomencie
(3.6) ABy,,, = PAs,r, = PAw,
otrzymujgc uklad kinematycznie réwnowazny pokazany na rys. 7c. Przenoszac dalej site P
do puﬁktu (n—2) dotaczamy par¢ o wektorze
3.7) AM,_, = As,_, xP
otrzymujac uklad pokazany na rys. 7d. Przenoszac z kolei moment AM,_, do réwnoleglej
plaszczyzny przechodzacej przez punkt R dodajemy bipare o bimomencie
(3.8) ABy u_y = PAs,_,r,_, = Pdw,_,,

jak pokazano na rys. 7c. Postepujac analogicznie tak, az sita P znajdzie sie w punkcie R
otrzymamy w rezultacie zreduko»lany do tego punktu ukiad kinematycznie réwnowazny
danemu, ktory skiada sig: z sity P zaczepionej w R, wektora momentu
(3.9 M= DA, = D A5y xP = (D) As)) xP = RAxP
i=0 i=0 i=0
oraz bipary o bimomencie |
n n n
(3.10) B, = D AB,;= D PAsyr; = P ) Asry = Po(4).
i=0 i1=0 i=0
Ostatnie dwa wyrazenia traktowaé¢ moZemy jako sumg aproksymacyjng w przypadku,
gdy przekrdj poprzeczny ma oé §rodkowa o dowolnej krzywej y = y(s), z = z(s). W tym
przypadku mamy
~ ﬁ:(fa;)xﬁ=ﬁ;zxﬁ,
(3.11) R4
By=P [r(s)ds = P [ do = Po(A).
RA * RA
Wektor M, jak widaé, nie zalezy od ksztaltu krzywej, a jedynie od wsp6irzednych punktéw
R i A, w przeciwienstwie do wartoéci bimomentéw. Zredukujmy teraz do punktu R sily
wewngtrzne o gestosci ¢y rozpostarte nad przekrojem poprzecznym pokazanym na rys. 8.
JeSli oznaczymy przez dP(s) = &, 6(s)ds i postgpowaé bedziemy analogicznie, jak w przy-
padku pokazanym na rys. 7, zredukujemy uklad do punktu R otrzymujac

dN = &, 8(s)ds,
(3.12) dM = RKxdP(s) = RK x5, 0(s)ds,
dB, = 0.w(s)d(s)ds.
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Sumujac zredukowane w punkcie R uklady od wszystkich elementarnych sit dP(s)
na calej krzywej ¢, otrzymamy
N = f o, 0(s)ds = ” oA,
¢

A

l

(3.13) M fR_Kxaxa(s)ds = “ RK x 54dA,
C A

B,

I

[ oeo(s)s)ds = [ [ oo(s)dd.
C A

Uklad ten jest kinematycznie réwnowazny ukladowi sit wewngtrznych o gestosci o,
rozpostartych nad calym przekrojem poprzecznym. W wyniku tego rozumowania staja si¢
jasne nazwa i sens calki B,. Kolejnym wreszcie przykladem wykorzystania kinematycznej
rownowaznoéci uktadow jest wyprowadzenie wzoru na napreZenia normalne o, wyrazone
poprzez sity przekrojowe (N, M,, M, i B,). Wykorzystujemy tu bowiem warunek kinema-
tycznej réwnowaznosci ukladdw sit zewnetrznych (Z) po jednej stronie przekroju z uktadem
sit wewnetrznych ()

(3.14) S(2) ='S(W), M(Z) = M(W), B(2)= B,(W).
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Peswme

KNHEMATHYECKAA 3KBUBAJIEHTHOCTL CUCTEM CHJI

B paGore npepcTasiieHo onpepencHue KKHHEMATHYECKON SKBUBAJIEHTHOCTH CUCTeM cH». M3 mMHO-
JKECTRBA CHCTEM CHJI, B KOTOPOM OINpEREJIEHO ITOHATHE CTATHUECKON SKBHUBAJIEHTHOCTH, BbIHEJIEH KIacC
SKBUBQJICHTHBIX CHCTEM, BEISBIBAXOILMX TAKOH e KuHemaTHueCku# adpdexr. B omymmune ot CTaTUUECKOH,
KHMHEMATHYECKAS SKBUBAJIEHTHOCTh CHCTEM 3aBMCHT OT hopmbl Texa. Paccmorper psaj nprmepos MCTIOND-
30BaHMA TAKOFO ONPERENIEHHA NIPH AHAJINZE TOHKHUX CTepIKHEH.
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Summary

KINEMATIC EQUIVALENCE OF A SYSTEM OF FORCES

In the paper the definition of «kinematic equivalence of a system» has been formulated. From the set
of forces in which the relation of statical equivalence is given, one can distinguish the equivalence class
of forces giving the same kinematic effects, In contrary to static equivalence, the kinematical one depends
on the shape of the loaded body. Several examples are presented in which the introduced definition is used
in the analysis of slender bars,
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MODYFIKACJA METODY USREDNIJANIA FUNKCJONALNYCH POPRAWEK
W ZAGADNIENIACH KONWEKCJI WYMUSZONEJ I PRZEPLYWU CIEPXLA

KaziMIERZ R U P (KRAKOW)

1. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono metode [1], za pomoca ktorej mozna rozwigzywac
zagadnienia zwiazane z nieustalonym przeplywem ciepla, jak réwniez zagadnienia zwig-
zane z konwekcja wymuszong w stanach ustalonych i nieustalonych.

W pracach [2, 3] posiugiwano si¢g metoda usredniania funkcjonalnych poprawek przy
rozwiazywaniu rownania przewodnictwa cieplnego wykorzystujac pojecie glebokosci
wnikania ciepfa.

Postugiwanie si¢ zapropomowana modyfikacja umozliwia zastosowanie metody do
rozwigzywania wymienionych zagadnien, bez konieczno$ci wprowadzania pojecia glebo-
koéci wnikania ciepla.

W pierwszej czesci pracy ogdlnie scharakteryzowano metode uéredniania funkcjonal-
nych poprawek, podano sposéb konstrukcji funkcji przyblizonych oraz dokonano po raz
pierwszy uéredniania warto$ci funkcji po polu, a nie, jak dotychczas [2, 3] dla przypadku
uktadu cylindrycznego, usredniania po promieniu.

W nastepnych czeéciach pracy podano zasade konstruowania warunkéw poczatkowych
oraz przebieg obliczen. Obliczenia zilustrowano przykladem liczbowym.

Oznaczenia

a wspblczynnik wyréwnania temperatury,
A(X), B(X) funkcje,
C stala,
d $rednica rury,
wd |
Pe = — liczba Pecleta,
a
r wspoirzedna,
R promien rury,
t temperatura,
t, temperatura $cianki,
to temperatura poczatkowa,
t—t
T= -r—'} temperatura bezwymiarowa,
0 " ig
w predko$é $rednia.

6 Mech. Teoret. i Stosowana 1/78
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v wspolrzedna,
X= _. . Dbezwymiarowa wspélrz¢dna,
a(X) ftunkcja,

n = - bezwymiarowa wspoélrzedna.

2. Charakterystyka metody uéredniania funkcjonalnych poprawek

Poczatkowo metoda uéredniania funkcjonalnych poprawek byla zastosowana przez
SoxoLowaA [1] do rozwigzywania téwnan roéZniczkowych, catkowych i rézniczkowo-
catkowych. Jest to przyblizona metoda, w ogdlnosci polegajgca na zastapieniu samej
funkcji cigglej w danym obszarze jej §rednia catkowa w tym obszarze. Wyznaczona w ten
sposéb w pierwszym przyblizeniu funkcja, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie
KANTOROWICZA [4, 5], nie ulega zmianie przy konstruowaniu nastgpnego przyblizenia.
Jest to znaczng zaletg metody, gdyz w ten sposdb eliminuje si¢ ponowne obliczanie wspdét-
czynnikéw funkcyjnych juz poprzednio wyznaczonych przy rozwigzywaniu, np. réwnania
przewodnictwa cieplnego.

Zaznaczyé nalezy, ze w oryginalnej metodzie KANTOROWICZA wprowadzenie nowego
czlonu przy rozwiazywaniu podobnego problemu zmienia uktad réwnan, z ktérych wylicza
sie wymienione wspétczynniki. Tak wige, w metodzie uSredniania funkcjonalnych popra-
wek, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA [4, 5], do wyznaczenia
poszczegblnych wspdtczynnikéw funkcyjnych wystarczy rozwigzaé jedno odpowiednie
réwnanie rézniczkowe, a nie, jak w oryginaluej metodzie KANTOROWICZA, uklad réwnan
rézniczkowych. .

W dalszym ciggu istota metody uéredniania funkcjonalnych poprawek zostanie przedsta-
wiona na przykladzie réwnania rézniczkowego opisujacego nieizotermiczny przeplyw
cieczy rzeczywistej przez prostoosiowa rurg kotowa, przy zaloZeniu niezaleznosci wlasnosci
fizykochemicznych cieczy od temperatury [6]. Jest to réwnanie rézniczkowe typu para-
bolicznego i w naszym przypadku wraz z warunkami brzegowymi ma postaé

or 1 o | or
2. P I L Y
@D 1=y eaalef)@j
oraz
(2.2) X<0, 0<o<l, T=1,
(2.3) X>0, 0o=1, T=0,
(2.4) X >0, 0=0, 9 _y.

do

W niniejszej pracy réwnanie (2.1) zostanie rozwiazane za pomocg metody uéredniania
funkcjonalnych poprawek bez konieczno$ci wprowadzania pojecia glebokosci penetracii.

W pierwszym przyblizeniu, podobnie jak w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA
[4], zalozymy, Zze wydzielona eliptyczna cze§¢ rownania (2.1) ma postaé

16[6T1 da(X)

(2.5) EFQ— 90—91 = (l-0M&,(X) = (1-9% ax
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Zgodnie z zasada metody uéredniania funkcjonalnych poprawek napiszemy

1
(2.6) o (X) = 2 [ T, odo.
0

W wyrazeniu (2.6) przeprowadzono uSrednianie funkcji T, (X, ) po powierzchni.
Catkujgc réwnanie (2.5) dwukrotnie po ¢ otrzymuje sie

2.7 T(X, ) = H:QZ— '1—16-94](551(X)+AI(X)InQ+B,(X).

Wspélczynniki funkcyjne 4,(X) i B,(X) w réwnaniu (2.7) wyznacza sig przy uwzgled-
nieniu warunkéw brzegowych (2.3) i (2.4). Po wyznaczeniu w (2.7) 4,(X)i B, (X), wyznacza
sie dalej funkcje &,(X) z wyrazenia (2.6). )

W wyniku takiego postgpowania otrzynuije sig liniowe réwnanie rdzniczkowe zwyczajne
pierwszego rzedu, z ktérego ostatecznie okresla si¢ funkcje &, (X). Réwnanie to w ogdinym
przypadku ma postac

(2.8) & (X)+p(X) ay(X) = ¢(X).

Réwnanie (2.8) mozna fatwo catkowaé [7] uzyskujac nastepujace rozwigzanie:
2.9) n(X) = PO cp [ gyl PO gy

W wyraZeniu (2.9) stata C oznacza pewna warto$¢ poczatkows. Poniewaz w (2.7)
wystgpuje pochodna funkcji o, (X), przeto wystarczy zrézniczkowaé wyrazenie (2.9)
i podstawié do (2.7). Stata C w wyrazeniu (2.9) zostanie wyznaczona podobnie, jak w [4, 8]
przez wyznaczenie poczatkowo &,(0), a nastgpnie wykorzystanie wyrazenia (2.9).

Tak wigc, warto§é poczatkowa &,(0) bedzie wyznaczona z postulatu najmniejszej sumy
kwadratéw, a mianowicie:,

(2.10) [ 170, 0)=T.(0, 9Pd¥ = minimum.
v
Warunek (2.10) dostarcza dla kazde'go przyblizenia jedno réwnanie, podobnie jak
w zmodyfikowanej metodzie KANTOROWICZA [4]. W drugim przyblizeniu zaklada sig
odpowiednio

19 T, oT,
2.11 L2 = (1—-p?)- 22
(2.11) | Qag[@a@] A=) =5
gdzie
(212) . TZ = T1+(X2(X).

Podstawiajac (2.12) do (2.11) otrzymuje si¢
1 o or aT .

2.1 — o3| = (1-p? = —o»a(X).
@13) @a@[ea@] (1-¢%) 5 +(1=)8(X)

Zgodnie z zasadg metody u$redniania funkcjonalnych poprawek o,(X) wynosi
1
(2.14) o (X) = 2 [ [T, - Tylodo.
5 .

6*
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Catkujac dwukrotnie po p wyrazenie (2.13) i uwzgledniajac nastepnie warunki brzegowe
(2.3) i (2.4) wyznacza si¢ odpowiednio funkcje A,(X) i B,(X). Otrzymane w ten sposéb
wyrazenia podstawia si¢ do (2.14) i wyznacza ostatecznie funkeje¢ a,(X) przez rozwiazanie
réwnania roZzniczkowego o postaci (2.8).

Podobnie jak w przypadku pierwszego przybliZenia, wyznacza sig¢ warto$ci poczatkowe,
a nastepnie uzyskuje si¢ wyrazenie opisujace zadany rozkltad temperatury w drugim przy-
blizeniu. Ogdinic w n-tym przyblizeniu bedzie
1 0 oT, oT,
2 [0 S R
gdzie T, = T,,_, +a,(X), oraz

(2.15)

<

1
(2.16) | a(X) = 2 [ [T, T, Jode.
0

Pozostate obliczenia wykonuje si¢ podobnie, jak w przypadku przyblizenia pierwszego
1 drugiego.

3. Przykiad obliczeniowy

Uwzgledniajac w (2.7) warunki brzegowe (2.3) i (2.4) mamy

,AI(X) =0,
(3.1) ; _ 3.
lBL(X) = ”‘Tgal(X)'
Podstawiajac (3.1) do (2.7) otrzymuje sie
1 . 1 .
(3.2 Ti(X. 0) = gl =& () — F 11— 02 (X).

Nastepnie (3.2) podstawia sie do (2.6), co prowadzi do

1
(3.3) () =2 [ {%6[1—94]&1(X)~%[l—ozldl(X)}ede-
0

Po wykonaniu catkowania otrzymuje si¢ réwnanie rézniczkowe

I

3.9 o (X) = — TZ&‘(X)‘
Catkujac réwnanie rézniczkowe (3.4) otrzymuje sie

(3.5) o (X) = C e 12X,
Poniewaz w (3.2) wystepuje pochodna (3.5), wobec tego

(3.6) o, (X) = Cre 12X,

Statg C, wyznacza si¢ z warunku (2.10). W naszym przypadku warunek ten ma postaé

1 .
6 Of{l— |5 0900 a-e9-F oo = 0
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Po catkowaniu (3.7) mamy

_ 160
0 .
(3.8) a,(0) = 9
Podstawiajac (3.8) do (3.6) otrzymujemy
(39) S

Ostatecznie pierwsze rozwigzanie przyblizone ma postaé

0
(3.10) T(X,0) = %[1—02]9—1“ 1(9) [l ~g%e 12X,

Dla wykonania drugiego przyblizenia catkujemy dwukrotnic wyrazenie (2.11) otrzy-
mujac

= 480 | 1 2_ 1 1 6| —12x 120
1 2_1 6 __ 1 ot 1 -12X 1 2_ 1 4

x[49 369 " 16¢ +H"]"’ PRI ke

X & (X)+ 4,(X)Ing+ B,(X).

Uwzgledniajac w (3.11) warunki brzegowe (2.3), (2.4) wyznacza si¢ 4,(X) i B,(X),
ktore nastgpnie podstawia sig do (3.11) otrzymujac

15

50
3. — 2 vy 81p-12x . OV 6y, —12X _
(1) T, Q) = — oy [l-etle ¥+ [1-¢e
105 4] p—12X 1 a1 4 90 .2 ~12x__1 214
— g 1 =1e ¥ o [1 =" i (1) + 5 [1 = 0710”3 = - [1= 2]y (X).

Wyrazenie (3.12) i (3.10) podstawia sie do (2.14), co daje
{

(3.13) a,(X) =2 f{__l_s,z_u 8]L,—12x+ [1__ e—12X _
0

105
38

X[1—g%e ‘”x+— [1- @4]dz(X)+

] —12X_

19 -

=@ (0) = 0 1~ ] ) 1™ o de.
Po calkowaniu (3.13) otrzymuje si¢ nastepujace réwnanie rézniczkowe typu (2.8):
(3.19) ‘ &y (X)+120,(X) = ?—ge“”x.
Wykorzystujac nastepnie zwiazek (2.9) otrzymuje si¢

(3.15) 0, (X) = 92 Xe~12X 4 Cyem12%,
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Poniewaz w (3.12) wystepuje pochodna funkcji o, (X), to rézniczkujac (3.15) otrzymu-
jemy

92

04
(3.16) Gy (X)'= et 1

19
Staty C, wyznacza si¢ podobnie jak w przypadku przybliZenia pierwszego z warunku
(2.10). Warunek (2.10) w tym przypadku przyjmuje postac

— Xe —17A+C e-—lzX

1

| i5 _ 50 6, 105, 90 . .
.17 f]wm- [1 == 2 [1 =0+ 5 [ =]~ g [1—¢
4 2 l 1 4 2
ao(O) (1— )4 (1—9) (|4 (I-¢%—-(1-09}.
W wyniku calkowania (3.17) otrzymuje si¢
(3.18) a,(0) = 39280

7581 °
Po podstawieniu (3.18) do (3.16) mamy '
39280 _“_X_71104 —l2X

(3.19) & {(X) = E50 T Xe
Podstawiajac (3.19) do (3.12) otrzymuje si¢ ostatecznie
. 15 50 36985
20 — _ —12X 4 2V _ 61— 12X

26090 69
% Ae-12X 4 27 l—p e~ 12X 27 T — p* Xe~ 12X 4
276 - :
+ ——X[l _QZJe 12X.
19
I T 1
— 1 — 1
-2 T -2 T
] 04 f— e
1 ) e e N e e
S Ped F ood
L \\ h_ﬁ d
0 0,05 o1 05 02 0725 0 005 [kl 015 Q2 025
Rys. 1. Rozkiad temperatury bezwymiarowej Rys. 2. Rozklad temperatury $redniej po diugosci
wzdluz osi rury rury
1 —rozwigzanie  dokladne, 2 -— rozwigzanie otrzymane I — rozwigzanie dokiadne, 2 --rozwigzanie otrzymano

W pracy w pracy
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Zalezno$¢ (3.20) poréwnano z rozwigzaniem dokladnym [6] na rys. 1. Ponadto na rys. 2
przedstawiono zmiang temperatury $redniej przeplywajace] cieczy uzyskana w pracy w po-
réwnaniu z rozwigzaniem doktadnym [6]. Temperature $rednig wyznaczono z zaleznosei

(3.21) T, = 4[[1—0 1T50do,

uzyskujac
. = _|253 21809 | Ly
(3.22) o= [’ﬁ + 35743 ]‘

4. Waioski

Z przeprowadzonych rozwazai wynika, Ze metoda uéredniania funkcjonalnych po-
prawek pozwala na okredlenie stosunkowo prostych zaleznosci opisujacych pole tempera-
tury w strumieniu przeplywajacej cieczy. Tok obliczef jest podobny do zmodyfikowanej
metody KANTOROWICZA, Zaleta metody usredniania funkcjonalnych poprawek jest mniejsza
trudno$¢ przy konstruowaniu poszczegdlnych przyblizef, jak réwniez latwiejszy dobdre
odpowiednich funkcji przyblizajacych w poréwnaniu do zmodyfikowanej metody KAN-
TOROWICZA.

W pracy wykorzystano po raz pierwszy przy zastosowaniu metody usredniania funkcjo-
nalnych poprawek warunek do obliczania wartoéci poczatkowych polegajacy na spehieniu
postulatu najmniejszej sumy kwadratéw (2.10). Warunek ten pozwala wyznaczyé stala
w réwnaniu (2.9), ktérej dotychczas nie mozna bylo wyznaczyé. Ponadto w przytoczonym
przyktadzie dokonano usredniania funkcji po powierzchni, co jest bardziej poprawne niz
uérednianie po promieniu.
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Summary

AN EXTENSION OF THE AVERAGING METHOD OF FUNCTIONAL ERRORS

An extension of the method of averaging of functional errors is discussed. The suggested method
explaned on an example of a differential parabolic equations. A special set of conditions is also presented

which allows to choose a trial function. The results obtained were shown to approximate faicly well the exact
solutions.

INSTYTUT APARATURY PRZEMYSLOWEJ I ENERGETYKI
POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 lipca 1977 r.
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ITERACYJNA METODA OBLICZANIA DOWOLNYCH CIAYt, ODKSZTALCALNYCH
W ZAKRESIE LINIOWO SPREZYSTYM

J6zEF W R AN 1K (BIELSKO-BIALA)

1. Wstep

Praca niniejsza stanowi uogdinienie prac [I, 10, 11, 12, 13] i dotyczy rozwiazywania
metoda iteracyjng dowolnych ciat odksztatcalnych w zakresie liniowo sprezystym. Mozna
rowniez korzystaé z niej przy rozwiazywaniu réwnan z operatorami liniowymi.

Przedstawiana metoda ma wiele cech wspélnych z metoda perturbacji [2, 8] i jest
w pewnym sensie jej uogblnieniem. W metodzie perturbacji [8] wprowadza si¢ do réwnania
parametr perturbacyjny e przyjmujacy wartosci z przedziatu [0, 1]. Réwnanie operatorowe

(1.n UZ =g

przyjmuje wowczas postaé réwnania zastepczego

(1.2) Uz, =g,

a dla szczegdlnych wartosci ¢, np. ¢ = 0, otrzymujemy rownanie
(1.3) UZ =g,

ktére rozwiazuje sig proSciej, lub ktérego rozwiazanie jest znane.

Rozwijajac rozwiazanie Z, réwnania (1.2) w szereg zbiezny wzgledem poteg ¢, otrzymuje
si¢ ciag réwnan, z ktérych przy szczegdlnej wartoscl & np. & = 0, wyznacza si¢ kolejne
przyblizenia, a rozwigzaniem réwnania (1.2) jest wspomniany szereg dla ¢ = 1.

FUNG w pracy [2] przedstawia dla szczegdlnego przypadku zagadnienia teorii spre-
zystoSci metodg zaburzen przez zmiane wspélczynnika Poissona » (metoda pomyshu
WESTERGAARDA), Mozna zauwaZyé, ze wprowadzenie parametru perturbacyjnego & jako
mnoznika » zmienia warto§¢ », a tym samym zmienia operator réwnania Naviera. WESTER-
GAARD nie wprowadza w sposéb jawny wspolczynnika &, dobiera jednak taka szczegélng
warto§¢ v = m, aby rozwigzanie réwnania Naviera bylo prostsze lub znane.

W metodzie iteracji, proponowanej w niniejszej pracy, réwniez nie operuje si¢ w sposéb
jawny parametrami zaburzajacymi stan dany, lecz przyjmuje sie operator zastgpczy prostszy
(lub cialo zastepcze prostsze), zblizony swa postacia do danego, taki jednak, aby otrzymy-
wany szereg byl zbiezny. Za pomoca przyjetego operatora zastgpczego, stacjonarnego
dla procesu iteracyjnego, rozwiazuje sie ciag zagadniefl prostszych, z ktorych tworzy si¢
szereg nieskoficzony, zbiezny do rozwigzania danego.

Jedng z zalet proponowanej metody jest mozliwo$¢ przeprowadzenia oceny bledow,
jakie si¢ popetnia przy rozwigzywaniu zagadniefl teorii sprezystoéci, w przypadku ideali-
zacji ciata odksztalcalnego, gdy np. cialo niejednorodne zastgpujemy w obliczeniach
cialem jednorodnym, lub anizotropowe — cialem izotropowym, itp. -
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Ocena bledow jest tu prostsza niz np. w metodzie elementéw skoficzonych, za pomoca
ktore) oszacowanie wplywu cech sprezystosci ciala na wyniki obliczen jest mozliwe wylacznie
przez poréwnanie rozwigzan.

W opracowaniu skorzystano z zapisu operatorowego, 0znaczajac operatory wyrdznio-
nym drukiem np. i, i opierajac si¢ na stwierdzeniu, Ze «dzialaniom na operatorach w C"
odpowiadajq analogiczne dzialania na odpowiadajqcych im macierzach wedlug regul algebry
liniowej» [5). ) .

Uzywaé bedziemy prostokatnego kartezjanskiego ukladu wspétrzgdnych odniesienia;
w ukfadzie takim znika réznica migdzy kontrawariantnodcig i kowariantnoscia, w zwiazku
z czym prowadzenie przeksztalcen za pomoca rachunku tensorowego sprowadziloby sie
wylacznie do notacji tensorowej, operujacej wskaznikami, ktére tu zajmowalyby miejsce
innym wskaznikom, niezbgdnym z fizycznego punktu widzenia. W tym przypadku wygod-
niejsza bedzie notacja operatorowa i macierzowa. Skitadowe standw naprezenia i odksztat-
cenia traktowaé bedziemy jako skladowe wektordw.

2. Sformulowanie problemu

Dane jest dowolne cialo V stale odksztalcalne i sprezyste, anizotropowe lub niejedno-
rodne (rys. 1) z dowolnymi warunkami brzegowymi (trzecie podstawowe zagadnienie
brzegowe), w ktérym na powierzchni 4, dane sa obciaZenia p, a na powierzchni A, —
przemieszczenia f [6].

X3 X3

/ : )
Xy Xy

Rys. 1. Cialo dane V (uklad dany U) * Rys. 2. Cialo zastepcze V

Rozwiazanie tego zagadnienia mozna przeprowadzié za pomoca pewnego zastep -
czego ciata spregzystego v, przystajacego geometrycznie do ciata V, o iden-
tycznych jak w ciele V powierzchniach 4, i 4, ograniczajacych cialo (rys. 2). Zakladamy,
ze jest mozliwe rozwiazanie ciala zastgpczego. Bedzie to wiee z zasady cialo o prostszych
cechach fizycznych np. izotropowe i jednorodne,

Punktem wyjécia jest réwnowaznoéé obu ciat pod wzgledem pél przemieszezef, przy
wynikajqcych stad réznych polach sil. Mozna wigc stwierdzié, ze sily masowe M (znane)

* Symbole podkre§lone wezykami na rysunkach odpowiadaja symbolom pogrubionym w tekscie.



METGDA OBLICZANIA CIAL ODKSZTALCALNYCH 91

obciazajace cialo V nie sg réwne sitom masowym M+ Z (nieznanym), obcigzajgcym ciato
zastepeze I}, oraz odpowiednio obcigzenia p (znane) na powierzchni 4, ciata V nie s3 réwne
obcigzeniom p+y (nieznanym) na powierzchni A, ciata V. Przemieszczenia f na A, nato-
miast sa sobie réwne w obu ciatach ¥ i ¥, co wynika z zalozonej réwnosci pol przemiesz-
czen.

Gdyby znane byly sity masowe Z i sity powierzchniowe Y, to przy zalozonej mozliwosci
rozwiazania ciata V mozna by obllczyc przemieszczenia U, ktére z kolei przy zaloZonej
réwnosci pdl przemieszezen ciat V' i 1% bytyby podstawa do okreslenia sit weantrznych
w ciele V. Problemem podstawowym jest tu wiec (pomijajac rozwiazanie ciata V) okre$lenie
niewiadomych sit Z i y.

Mozna zauwazy¢ analogi¢ do metody sit dla uktadéw pretowych lub dla ciat z niejedno-
rodnymi warunkami brzegowymi, w ktdrej przyjmuje si¢ uklad zastgpczy z niewiadomymi
sitami (tu odpowiednio V, M+Z, p+Yy), a nastepnie z warunkéw nierozdzielnosci (tu
U = U) okreéla sig réwnania algebraiczne lub catkowe z niewiadomymi sitami.

Réwnowazno$¢ obu uktadéw przedstawionych na rys. 11 2 pod wzgledem pél prze-
mieszczen mozna udowodnié, rozpatrujac zadanie odwrotne do sformufowanego i opierajac
sie na twierdzeniu Kirchoffa o jednoznaczno$ci rozwigzan zagadnien teorii sprezystoéci
dla ciala liniowo spre¢zystego z dodatnio okre§lona funkcja energii odksztatcenia.

Zalézmy, e znane sa sily masowe M+Z i p+y w ciele V; korzystajac np. z relacji
(2.2) obliczyé mozemy U, a nastgpnie na podstawie (2.1) okreslamy wektor U, ktdry jest
podstawa do jednoznacznego (uwagi koncowe pracy) okreélenia wektora odksztaicen e.

Wektor odksztalcenn € wyznacza jednoznacznie naprezenia ¢ w ciele V' (2.6), a te z kolei
okre$laja jednoznacznie sity masowe M | sity powierzchniowe p. Zadanie postawione jest
wiec réownieZ jednoznacznie okre§lone, a tym samym istnieje realna mozliwo$é¢ doboru sit
Z i y takich, by uklady, dany i zastepczy, byly sobie réwnowazne.

Wektor przemieszczen U w ciele ¥ mozna przedstawi¢ za pomoca tensora przemiesz-
czeniowego Greena U ciala V, w postaci rownan catkowych, w ktérych niewiadomymi
funkcjami sg sktadowe wektorow Ziy. )

Korzystajgc z zatozonej rownosci

2.1 U="0,

otrzymujemy :

2.2) U=U= [Uzav+ [Vydd— [Ptaa+ [UMav+ [Updd,
14 A A 14 A

gdzie A oznacza tensor przemieszczeniowy Greena ciala V, SB macierz oddziatywan dla
ciala V na powierzchni 4, przy obciquniu w punkcie ¥ sila masowa d(x—E), Z wektor
‘nieznanych sit masowych w ciele ¥, y wektor nieznanych sit pow1erzchmowych na po-
wierzchni A, w ciele V

Zauwazmy, ze sily masowe i powierzchniowe w cialach V i ¥ mozna przedstawié
nastepujaco:
M = — D IFWTU, M+Z = — WO FW'U.
p=HDIJWU, p+y = HOIIWU,
gdzie MW oznacza operator rézniczkowy réwnan réwnowagi, " transpdnowany operator
rézniczkowy réwnan réwnowagi, © macierz cech sprezystosci ciala ¥V, D macierz cech

(2.3)
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sprezystoéel ciata zastgpczego V, $ macierz kosinuséw kierunkowych normalnej do po-

wierzchni 4, ciata ¥V lub V.

A zatem
olox, 0 0 9/ox, 0  9/0x;5]
W = 0 0/ox, O 0/ox; 0/oxs O |,
0 0 d/ox; 0  9/dx, 0/0ox, ]
SWU=¢, 3IWU =é,
[ cos oy 0 0 cosu; O cosdas]
H = 0 cosa, O cosa; cosay O |,
| 0 0 cosa; O cosx, coso, |
| &1 | | 011 |
€22 0‘22 —1 0 0
€33 0‘33 ) = 0 l
€= lenl 7o ST 1y
Z1
&23 023 0 2‘1‘_
| €34 | | 031 |
Otrzymujemy stad po przeksztatceniach
(2.4) Z=—WO ' -DHIWTU, y=HO ' -D HIWTU.

Podstawiajac (2.4) do (2.2) otrzymamy réwniez

@5 U=~ [UWD'-DHIJWUar+ [UHD D HIFW U4+
14 A

- fq’sfdA+ fiIMdV+ fl'rpdA.

Otrzymahsmy ukiad réwnan ca}kowych z niewiadomymi sk}adowyml wektora przemiesz-
czefi U. Po obliczeniu wektora U obliczymy z (2.3) obcigZenia ciata V. Spetnione jest (2.1).
Sily wewnetrzne i odksztalcenia ciala V' obliczymy w zwykly sposéb wedtug wzoréow
(2.6) e =3WU, o=Dle.

Rozwigzanie ukladu réwnani catkowych (2.5) jest problemem ziozonym o duZym
stopniu trudnosci. Sprébujemy go rozwiaza¢, omijajac réwnania catkowe w postaci (2.5),
a korzystajac z proponowanej metody iteracji.

3. Matematyczne sformulowanie metody iteracji”

Réwnania operatorowe, przedstawione w postaci
3.1) z=Uz+g
dobrze nadaja sie do iteracyjnego rozwigzywania i sa szeroko omdwione np. w pracach
[4,7,8,9].

Stabo opracowane sa metody iteracyjne réwnan operatorowych w postaci

(3.2) Uz =g
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i nie w kazdym przypadku mozna je sprowadzi¢ do postaci (3.1), [4]. Proponowana metoda
iteracji nadaje si¢ zaréwno dla réwnan typu (3.1), jak i (3.2), bez koniecznosci sprowadzania
réwnan do postaci (3.1).

Niech dane bgdzie réwnanie operatorowe (3.2) z okre$lonymi warunkami granicznymi,
gdzie U jest operatorem liniowym, g — danym elementem przestrzeni wektorowej. Pod
pojeciem operacji rozumie¢ tu bedziemy operacje, ktéra funkcji z przyporzadkowuje
funkcje Uz, przy czym moze to by¢ operacja rézniczkowania, catkowania, przeksztalcenia
za pomoca macierzy, badz tez operacja zwiazana z jakgkolwiek metoda rozwiazywania
ciala odksztalcalnego, lub innego dowolnego obiekiu.

Zalézmy, ze przedstawienie rozwiazania réwnania (3.2) w postaci zamknigtej jest
trudne lub niemozliwe i przyjmijmy, Ze istnieje taki operator zastgpczy 1:[, za pomocg
ktérego réwnanie o postaci d

(3.3) Wi =g
jest rozwigzywalne, czyli
(3.4) ‘ z=1"1g.

Jezeli operator U jest «zblizony» do operatora U, wéwczas rozwigzanie (3.4) mozemy
traktowaé jako przyblizenie poszukiwanego wektora z, czyli z & z.

Przeprowadzmy operacje [ na wektorze Z, otrzymamy

(3.5) Uz =g,
a podstawiajac do (3.5) rozwigzanie (3.4) otrzymamy
(3.6) g = Gg,

gdzie operator G = UL,

Przedstawmy rozwigzanie z i wektor g w postaci
(3.72) z=12+Az,
(3‘7b) g= g+A1g.
Przy podstawieniu (3.7) do (3.2) otrzymamy

Wi+UAz = g+1,8,
a stad
(3.8) VA z=Ag.
Poniewaz na podstawie (3.7b):
Ag=g-g=(3-S)g, egdzie Jg=g,
otrzymamy
(3.9) Az = rg,

gdzie v = §—& jest operatorem, a J§ operatorem jednostkowym [4].
Otrzymane réwnanie (3.9) jest podobne do réwnania (3.2). Postgpujac identycznie
jak z réwnaniem (3.2) otrzymamy nastepne przyblizenie A,z oraz A,g i A,g.
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W kolejnym /-tym kroku iteracyjnym otrzymamy

(3.10a) Az =U""t"g,
(3.10b) A g =GCritlg,
(3.10c) Ag =g,
gdzie operacja 1 wyraza si¢ wzorem rekurencyjnym:
(3.11) v = (@' 'g).

W rezultacie otrzymujemy cigg wektordw A,z i w my$l (3.7) rozwiazanie mozemy przedsta-
wi¢ w postaci

L«
(3.12) 2= ) A,
‘ =3
przy czym Agz = 7.
Korzystajac z (3.10a) otrzymamy

(3.13) z=U-(g+rg+rig+ ... +rig+ ...)
b

. Y,
(3.14) z=U""! 2 v'g,

przy czym operacja 1°g = Jg = g.

Jezeli zalozymy, Ze szereg (3.13) jest jednostajnie zbiezny w obszarze rozpatrywanym
i ze wykonalne sg operacje U, fI, Ut w tym obszarze, to podstawiajac (3.13) do (3.2),
otrzymamy

Uz = W (g+rg+r2g+ ...) = Gg+Crg+Cr2g+ ... = g+A8+M 6+ ... =g,
co nalezato wykazad.

Zbiezno$¢ szeregu (3.14) zalezna jest od operatora 1, a co za tym idzie od operatora
zastepezego . Warunki, jakie spetniaé musi operator I, aby szereg (3.14) byl jedno-
stajnie zbiezny, musza by¢ rozpatrywane niezaleznie dla poszczegdlnych zagadnien fizyki
czy matematyki (zagadnienia teorii sprgzystosci, réwnania algebraiczne, rdwnania réZnicz-
kowe, réwnania catkowe).

W wiekszoéci zagadniefi nie jest mozliwe przedstawienie rozwiazania w postaci (3.14)
z powodu trudno$ci w okreéleniu operatora v. W takim przypadku rozwiazanie przepro-
wadzi¢ mozna wg algorytmu, ktéry doprowadzit do szeregu (3.14), a -1g traktowaé
jako symbol okre§lajacy rozwiazanie ukladu zastgpczego. Jako przyklady zastosowania
podanego sposobu moga postuzyé prace (1,10, 11,12, 13].

Nizej ilustruje sie¢ podana metod¢ przykladem réwnania rézniczkowego drugiego
rzgdu, w ktérym operatora r nie wyznaczamy. Zagadnienie réwnan rézniczkowych wymaga
niewatpliwie osobnego rozpatrzenia. '

Dane jest rownanie

2

d*z
7[x"2'+a22= 0’

dx dx

1

2
przy czym z(0) = 0 i <—Lz) = q. Tuta) U = (—ii + az) , 8=0.
x=0

<
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Przyjmijmy operator zastgpczy U = a2 Jdx?. Otrzymamy przy uwzglednieniu warunkoéw
poczatkowych '
=1"'g = ax

bye

oraz
= Uz = UW(ax) = a’ax, A,g=g—g¢ =1g= —alax.
W drugim kroku iteracyjnym otrzymujemy réwnanie:
UA,z = —a?ax

oraz
3

. (-1 2 2, ¥ . x?
Ajz=U1(-0d?ax) = —a a3 Ag=1U aa—ﬁ = —a’ax—a*a

x3

31
'XS

Nog=Ag—Ag=atax®, Ulz=oa*a.

3!
Postgpujac podobnie otrzymamy wedlug (3.13)
, X° x5 a (ax)®  (ax)® _
Z = ax—ao ?-}-aa 3T Ty ocx—T+ 31

. a .
wige z = — sin(ax).
N

4, Zastosowanie metody iteracyjnej do dowolnego ciala odksztalcalnego

Problem sformutowany w p. 2 rozwiazemy metoda iteracyjna zgodnie z p. 3.

Konieczne jest wprowadzenie dodatkowych symboli na nastgpujace ukfady: ciato V
z danymi warunkami brzegowymi nazwiemy uktadem danym U (rys. 1), cialo zastgpcze 1%
z okre$lonymi przez uklad U warunkami brzegowymi nazwiemy ukladem zastepczym U
(rys 3), ciato V z warunkami brzegowymi wynlkajqcyml z rozwigzania ukladu zastgpczego
U oznaczymy przez W. Niewiadome sily masowe Z i powierzchniowe y wyznaczymy
na drodze iteracyjne;j.

X3

Rys. 3. Uktad zastepczy U X
Zalozeniem podstawowym metody jest znajomo$¢ lub mozliwo$¢ rozwigzania ciata
zastgpczego obcigzonego dowolnie sitami masowymi i powierzchniowymi. Poniewaz ciato
zastepcze ma charakterystyki zblizone do charakterystyk ciala danego, mozna przypusz-
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czaé, ze obciazenie ciala zastepczego, tak jak ciala danego, da réwniez zblizone rozwigza-
nia (3.3).

W poczatkowym kroku iteracyjnym obcigzamy wigc cialo zastepcze sitami danymi p
na powierzchni 4,, danymi sitami masowymi M oraz danymi przemieszczeniami f na po-
wierzchni A4,,.

Z rozwiazania ukladu zastepczego U podobnie do (3.4) otrzymujemy: wektor naprezen
&, wektor przemieszczen @ i wektor odksztalcen €. Zalozona w p. 2 réwnowazno$§é pél

przemieszczen ciat Vi 14 daje relacjg
w

4.1 €=¢
réwnoznaczng z wymuszeniem w ciele ¥ odksztalcen e.
w !
Otrzymujemy ukiad W. Naprezenia oi obcigZzenia M i f) uktadu W obliczymy korzys-
tajac z réwnoéci (4.1), mianowicie

4.2) Do = Dé.
Przeksztalcajac (4.2) otrzymamy (patrz (3.5), (3.6)),
4.3) ¢ = Go,
gdzie

(4.4) S =D

Korzystajac z (2.3) i (4.3) otrzymujemy obciazenia ukladu W:
sity masowe

w

(4.50) M= - o = — WS,

sity powierzchniowe
(4.5b) P = Ho = $S6.

Rozwiazanie ukiadu U przedstawimy w postaci podobnej do (3.7), tj.
(4.6) U= W+4,U,

przy czym w miejsce symboli U, W, A, U w réwnaniu (4.6) mozna podstawi¢ odpowiediie
wektory odksztalcen, wowczas € = L¥+A1e, wektory przemieszczedh —u = {;+A1u,
naprezen — ¢ = 3+A16, sity masowe — M = 1\‘71+A1M, lub sily powierzchniowe —
pP= ‘I;+A1P-

Otrzymamy obciazenia uktadu 4,u w postaci

(4.7a) A:p = Hie,

(4.7b) AM = —Wrs,

@10 A,f=0,

gdzie

4.8) t=J-G, J— macierz jednostkowa.

Otrzymaliémy w ten sposéb uklad 4, U, ktdry jest cialem V' z sitami 4,p (4.7a) na
powierzchni 4,, z sitami masowymi 4, M (4.7b) i zerowymi przemieszczeniami 4;f = 0
(4.7¢) na powierzchni A4,.
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Rozwiazanie ukladu 4, U mozna przedstawié w postaci analogicznej do (4.6)
(4.9) A1U=A1W+A2U,

przy czym ukfad A, W otrzymujemy w drugim kroku iteracyjnym, podobnie do ukiadu .
W kolejnym i-tym kro'ku iteracyjnym otrzymamy :
obcigzenia ukiadu 4; U

(4.10a) Ap = 4dip = Hrd;_ 6,

(4.10b) AM =AM = — W A, 6,
rozwiazanie ukladu 4,U w postaci wektoréw naprezen ;o i odksztalcen 4;¢,
odksztalcenia w ukladzie A, W

@.11) A = Jie,
naprezenia w ukladzie 4, W,
4.12) Ao = &4,6,
obciazenia uktadu 4;W _
(4.13) AM = —WS 4,6, A;p = H54,6,
obcigzenia uktadu 4;,, U
(4.14a) divip = Hrd;a,
(4.14b) A M = - Wrd;o.
Rozwigzanie uktadu 4; U przedstawié mozemy podobnie do (4.6) i (4.9) w postaci
(4.15) AiU=A1W+/Ji+1U,
a stad wynika przedstawienie rozwigzania ukladu U w postaci nieskoficzonego szeregu:
(4.16) U:%‘Aiw.

Postaé (4.16) rozwiazania moZemy przedstawié przy wykorzystaniu (4.15) nastgpujaco:
U= U-limd4,,,U.

4.17) oo
Zwiazek (4.17) jest dowodem zbieznoséci szeregu (4.16) przy warunku
(4.18) Imd;;, U= 0.

Mozna zauwazyé, ze o wielkoéciach skladowych wektoréw obciqzen.ia Ad;p i A4M
decyduje macierz v; wzory (4.10) i (4.14). Jezeli macierz v dobierzemy tak, aby spelnione
byly nieréwnos’ci:

(4.19) [[dierpll < 11dipll, 114w ML < 1AM,

woéwczas réwniez normy wektoréw naprezenia i odksztalcenia bgda male¢ z kolejnym

krokiem iteracyjnym, co wynika wprost z (4.14) i definicji normy. Otrzymamy
[|Wr 4,4 101| < [|WrAall,

a stad

(4.20) [1disy0l] <|l4;0]|

7 Mech, Teoret. i Stosowana 1/78
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i podobnie
(4.21) |dis 1 €ll < [|di€ll.

Przy i — oo normy wektoréw zmierza¢ bgdg do zera, a tym samym skladowe odpo-
wiednich wektoréw osiagng wartoéci zerowe.

Zagadnieniem osobnym jest mozliwo$¢ spetnienia warunkéw (4.19). Moga one by¢
spelnione przy takim doborze macierzy 1, aby zachodzila nieréwnosé

(4.22) : el < 1,
wynikajaca z twierdzen zwiazanych ze zbieznoscia szeregu macierzowego.

Macierz v (4.8) okreSlona jest przez cialo zastgpcze V; zatem im blizsze bedzie ono
cialu danemu ¥, tym norma macierzy t bedzie mniejsza, a zbieznosé lepsza. Zwazajac na
mozliwo$¢ rozwigzania ciala zastgpczego ¥ dobierzemy jego charakterystyki jak naj-
prostsze, np. cialo izotropowe, jednorodne i jednospdjne. Przy z gory okre§lonym rodzaju
ciala zastepczego réZniacego sie do§¢ znacznie od ciala danego, zachodzi problem opty-
malnego doboru wartoéci charakterystyk ciala zastepczego ze wzgledu na nieréwnoéé
4.22). . :

Zagadnienie ciala zastgpczego wygodniej jest rozpatrywaé dla okre$lonego rodzaju
ciala danego (tarcze, plyty, powloki); problem ten bedzie przedmiotem osobnych opra-
cowan.

Obliczmy jeszcze obciaZzenia Z i y. Podobnie do (4.16), moZzemy utworzy¢ szereg nie-
skoficzony z ciagu rozwiazan A,U, wtedy

(423) M+Z= D 4M=M+ D AM, pty= D Ap=p+ D Aip.
1=0 f=1 i=0 i=1

Korzystajac z (4.10) otrzymamy

(4.24) Z = —ﬂ)sr(j’zl,_l&], y = ssr(ﬁ’zlz_lé),
1 i=1

lub

(4.25) Z = —QB(S‘A,&), y= ss(Zw’A.v&],
, =1 =

poniewaz A,M = ~WA;5 i 4;p = HA4,6.

5. Uwagi koncowe

Rozwazmy jeszcze zwiazane z samonaprezeniami zagadnienie jednoznacznosci roz-
wigzania. Czy narzucajac w ukladzie 4, W przemieszczenia otrzymujemy jednoznacznie
okre§lone naprezenia? Odksztalcenia niezalezne od sil zewnetrznych powoduja wysta-
pienie samonaprezen tylko wtedy, gdy nie spetniaja warunkdw nierozdzielnosci [3]. W przy-
padkach rozpatrywanych waranki nierozdzielno$ci sa zawsze spelnione, gdyz wektor od-
kszgalceﬂ narzucony w ukladzie 4, W ciatu danemu jest wziety z rozwiazania ukiadu
4;U, ktéry mozemy zawsze rozwiazaé jednoznacznie.
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Rozwigzanie w kazdym kroku iteracyjnym jest wigc jednoznaczne, a tym samym
i suma szeregu nieskonczonego — lub w rozwiazaniu przyblizonym suma cze§ciowa —
sa jednoznacznie okreslone.
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Pesome

UTEPAUMOHHLBIN METOI PACUETA ITPOM3ROJILHBIX
JIUHEWHO VIPYTUX TEJI

B paGore npencraBiien oOwMil MTEPalMOHHBLIN METON, KOTOPBIH MOXXHO NPHMEHATE KAK IPM pe-
LIEHMH TIPOM3BONBHBIX JIMHEHHO YNPYIHX TeJ, OGNajarollux NOJOKATENEHO ONpelleNneHHOR byrKumet
9Heprun aed)opMalMK, TaK M NPY PELISHAM HEKOTOPBIX MaTEMATHUYECKHX 3afad.

TIpumenuTenbHO K 3aJ{ayam TEOPHH YIPYTOCTM, METOJ COCTOHT B 3aMEHE JIAHHOIO TeJla HEKOTODLIM
(DHKTHBHELIM TENOM, IJIST KOTOPOrO PELUAeTcsT PAK KPaeBhbIX 33/1au NPH H3MEHAIOINKCS B HTEPAUMOHHOM
Tpolecce Harpyskax. DTO MPHBOAUT K 06pasoBanyio 6eCHOHEUHOro pAsia BEKTOPOB HANPSKEHWH ¥ Jle-
dopmarmuii. :

IIpepmaraeMbIil METOX IIOXOXK HA METOJ MAJOro IapaMeTpa, Tl KaK COCTOUT B HE3HAUMTEIBHOM 13-
MEHEHNH TApaMETPOB NAHHOrO TeNa (JAHHOrO ONeparTopa) M NOCHENOBaTeNFHOM peIleHrH (QHKTHBHOTO
Tena (YIPOILEHHOTO ONEpaTopa) NPH YCIOBHE CXOMAMOCTH NPHOMIDKEHHBIX pPellleHHi K TOUHOMY.

Dopmymupysl pelleHre 3a0aul TCOPUM YIPYrOCTH NPH NOMOIM GHUKTHBHOIO TeNa MOYKHO 3aMETHTh
AHAJIOTHIO C METONOM CHUI.

Summary
ITERATION METHOD OF CALCULATING ARBITRARY DEFORMABLE BODIES IN A LINEAR
ELASTIC RANGE

In the present work a certain general iteration method is described applicable to arbitrary linear elastic
bodies with a positive definite strain energy function and to some other mathematical problems. The con-
sidered iteration method, as applied to deformable bodies, consists in replacing the given body by an auxiliary

¥
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one, and then solving consecutively the auxiliary system with loads changing in the iterative procedure.
In the solution infinite series of stress and deformation vectors are constructed. A certain similarity of the
present method to the perturbation and force methods is pointed out.

POLITECHNIXA LODZKA
FILIA W BIELSKU-BIALEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 lipca 1977 r.
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OBLICZANIE DOWOLNYCH TARCZ METODA ITERACYJINA

JOZEF W R AN 1K (BIELSKO-BIALA)
1. Przedstawienie zagadnienia

W pracy niniejszej zastosowano metode iteracyjng omowiong w [5] do tarcz, ktére
wykazuja cechy niejednorodnoéci I anizotropii oraz majg zmienng grubo$é. Tarcze wielo-
spdjne 1 ze zmienna gruboicia omdéwiono w pracach [, 4]. Rozwazana tarcza okreslona
jest przez macierz cech sprezystosci ©(x; x,) i zmienna grubosé ¢(x,, x,), (rys. 1). Tarcza
moze byé dowolnie podparta na brzegu (linia wiezow EF na rys. 1) i w obszarze (linia
wiczéw CD rys. 1) oraz moZe byé poddana obciaZeniom silami powierzchniowymi p,
sitami masowymiM oraz wymuszonemu stanowi przemieszczen f w liniach wigzow.

Xy Xy

X2

X3

Rys. 1. Uktad dany U * ' Rys. 2. Ukiad zastepczy U

Odksztalcenia tarczy sa male i znajduja sie w przedziale liniowo sprezystym. W catym
obszarze tarczy zakladamy istnienie ptaskiego stanu napreZenia.

Uktad zastepezy U przedstawiono na rys. 2, a ukfad ¥ na rys. 3. ;

Metode obliczenn oméwiono w [5]; tutaj przytacza sie jedynie podstawowe wzory,
na ktére powolano si¢ w przyktadach.

W kolejnym i-tym kroku iteracyjnym zgodnie z [5] otrzymamy:

obciazenia uktadu 4, , U

(L.1) 4ip = 51’41-1N,
AM = —9331341_11\1',

gdzie d,_ N = A;_,6 -1 jest wektorem sil wewnetrznych w ukladzie 4;_, U;

* Symbole podkre§lone wezykami na rysunkach odpowiadaja symbolom pogrubionym w tekscie.
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sily wewnetrzne ukladu 4; W

(1.2) AN = GAN,
obciazenie ukladu A4, W
Aii; = 55GAiN,
(1.3) N .
AiM = —IWSAN,
Xq
Xy
Rys. 3. Uklad W
gdzie
(1.4) G =D 1D,
(1.5) T = 3_D_lbtt'__l’
0/0x 0 9/ox
(1.6) _ [ [0x, [0x
0 9d/ox, 9/ox,

operator rézniczkowy réwnan rownowagi;

17 cosae O sina
(L7 H = 0 sine cosal’

2. Uklad zastepczy

Tarcz¢ zastgpczg przyjmiemy jednorodna, izotropowa ze stala gruboécig, geometrycz-
nie przystajaca do tarczy danej.

2.1, Tarcza zastepcza dla przypadku tarczy danej niejednorodnej i izotropowej ze zmieniajaca si¢ gruboscig.
Dla wyszczegdlnionego przypadku macierz t przedstawia sig nastgpujaco:

l1—-(1-w)e —(@—9Pe 0
2.1 1= —(=9)e 1—-(1—w)e 0 ,
0 0 1—(1—»)(1+7)e
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gdzie
_ E(xy, x0) 1, %) |
E-t 1—92(x; x,)
Norme macierzy © wygodnie obliczy¢ jako norme spektralng [3]
(2.2) l[t]]* = max (4:(Tr)).
Otrzymujemy woéwczas
- -9 Et
]/ﬂ'l =1- tid T
1—v Et
2.3) N
Vi =V = 1-
: 14y Et

gdzie 4, sa warto§ciami wlasnymi macierzy ¢Tr.
Wieksza z wartosci W Ai| okresla norme macierzy r. Wystarczy wigc zbadaé nieréwnosé

(2.4 Ai—=24, > 0;
z wyrazenia (2.4) otrzymamy,
2.5) de(y~v) [L—(1—w)e] > 0.

Z nieréwnosci (2.5) wynika, ze normg macierzy r bedzie |]/ 14| wéwcezas, gdy spemione
bedg warunki:

(2.6) y>vi (1-m)e < 1,
Iub
y<vi(1l-v)e>1.

Dalsze rozwazania przeprowadzimy przy zaloZeniu, Ze norma macierzy t jest okre§lona
jako |V A,|; przy warunkach (2.6) norm¢ macierzy mozemy przedstawié w postaci

2.7 T el = L)Y DY
lub
(2.8) el = F=2 D=y DY = D= 1]

Mozna zauwazyé, Ze zbiezno§é szeregu iteracyjnego bedzie najlepsza przy przyjetym
modelu tarczy zastgpczej wéwczas, gdy normy, maksymalna i minimalna bgdg sobie
réwne, czyli gdy

(29) ||r(x1 ’ xz)”max = ||r(x1’ x2)l |mm-

Relacja (2.9) oznacza jednakowe zalozenia zbiezno$ci szeregu dla punktéw tarczy,
w ktérych zréznicowanie cech fizycznych i geometrycznych tarcz danej i zastgpczej jest
najwieksze, czyli dla punktéw, w ktorych funkCJa (2.8) osiaga ekstrema.

Wprowadzimy oznaczenia:

t',v', E', & — wielkoéci odpowiadajace normie |[D™ || >

2.10 . .
(2.10) "y, E", &' — wielko$ci odpowiadajace normie |[tD™|pax -



104 J. WRANIK

Z (2.9) wynika réwno$¢ bezwzglednych wartosci elementéw macierzy o normach

lit[lmax 1 [tHmin-
Przy oznaczeniach (2.10) otrzymujemy nastgpujace réwnanie macierzowe

@.11) IS = -3,
Z rozwiazania réwnania (2.11) otrzymujemy

. B'Y + B'"y"
P = -

(2.12) BB

- _ (BI+B”)2‘—'(BI'V, +BN,VII)2
(2.13) Et = 2(B1+Bu) ’
gdzie

g BT g B

] -2 1—972"

2.2. Tarcza zastepcza jednorodna, izotropowa przy przyjeciu # = 0. Zbiezno$¢ szeregu iteracyjnego
przy z gory okre$lonej wartoéci wspdtezynnika Poissona v tarczy zastepczej bedzie stabsza
anizeli dla przypadku omdéwionego w p. 2.1, lecz czesto moze daé korzysci przy rozwiazy-
waniu ukladéw zastgpezych w kolejnych krokach iteracyjnych.

Macierz t w tym przypadku przedstawia si¢ w postaci

l—e —ve 0
(2.14) : r=]-ve l—e 0
0 0 1-(1-p)e

Norma tej macierzy wynosi

)15 |l —e|+wve
(2.15) |lx]] = max 11— (1 =)el
Dla e < 1 otrzymujemy

Et 1
(2.16) Nel] = 1——== ,

Et 1+
dla e > 1 za$ otrzymujemy

Et |

.1 |l = — ~1.
217 Et 1—v»

Nieréwnos¢ ||r[| < 1 odniesiona do relacji (2.16) przy e < 1 bedzie spetniona dla
kazdej wartosci Et, a odniesiona do relacji (2.17) przyjmie postaé
-« 1 Et
2.18 E — .
@18) Sy
Relacja (2.18) jest warunkiem zbieznosci szeregu iteracyjnego ([5], (4.16)) przy y = 0.
Bedzie on spetniony dla kazdej pary argumentéw (x,, x,), gdy obliczymy Et ze wzoru

. l Eltl - Elltll
(2.19 | = —|— — ).
(2.19) E 2 ( 11— 1—" )
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2.3. Tarcza zastepeza dla przypadku tarezy danej anizotropowej. Macierz cech sprezystosci cia-
fa anizotropowego w plaskim zadaniu teorii sprezystosci przedstawia sie nastepujaco [2]:

dy,
di»
dys

(2.20) D

Rozwazmy tarczg zastepczg izolropows,

dio dis
dry das

(123 (133

okre§lona przez macierz sprezystosci

1 —9 0
. { )
(2.21) D= - 1 0
00 2(1+%)
i zapiszmy ja w postaci
O B
(2.22) =i—)y X .
l 0 2(X+y)

Wartoéci niewiadomych x t y okre$§limy z warunku osiggania przez norm¢ macierzy v
warto$ci minimalnej. Macierz przedstawia sie nastepujaco:

I—(ay x—a;p, —apx+a,y,
1—(az2x~ay,y),

— Uy X+a3yp,

—2a,3x—2a,3y
(2.23) —Udy2X+ a3,

—a13X+ay),

¥ = ~2a,3x~2a,3y

>

[ —(2a35x—2a33Y)
gdzie ay, sa elementami macierzy D!,
Rozwazmy norme euklidesowa macierzy 1
(lellp)? = (1 —(ay, .x——alzy))2+ (=a12x4+a5,9) + Qa3 x+2a,3) +
+ (= @12X+a229)? + (1 — (ar2X —a;2Y)* +(2a23x+2a23y)* +
+(—a3x+a339)? +(—az3x+a;;3»)?* +(1 - (2033-’5"‘2035)’))2-

Norme (2.24) jako form¢ kwadratowa mozemy zapisaé w postaci

(2.24)

(2.25) (It]p)? = (Us+b)T(As+b),

gdzie s" = [x,y], b7 = [100100],

(2.26) QIT_\:—all —dya —dy; —Azy —a3 -—au]
. B aya aj [22%) (2383 Qy5 aqs )

Ze wzgledu na specyficzny charakter macierzy D taki, ze jej element 2(x+y) jest okre-
Slony przez pozostale elementy tej macierzy, nie wprowadzono do rozwazan trzech sktad-
nikéw wyrazenia (2.24), odpowiadajacych elementowi 2(x+y) macierzy D, stad oznacze-
nie |[z[|z.

Minimum funkecji ||v||z znajdziemy w zwykly sposéb, przyréwnujac jej pochodne
czastkowe wzgledem x i y do zera, przy czym wystarczy rozpatrze¢ funkcj¢ podpierwiastko-
wa. Otrzymamy

a(llxllg) as™ or rgr 08 _
—— =90
T ax AT (Us+b)+ (As+b)™Y P
(2.27) LIRE 6T s
g S T T —
= b — = 0,
3 = YT (As+b)+ (Us+b)TA 2
8 Mech. Teorct. i Stosowana 1/78
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gdzie
Js 0s

(2.28) : ol [10]; Ty = [0 1].

Uktad réwnan (2.27) z niewiadomymi X i y przy podstawieniu (2.28) i przeksztalceniu
przyjmie postac
(2.29) AT As+ A™b = 0.

Dla przypadku tarczy ortotropowej macierz % i wektor b przyjma postaé

—~a;; —di, —a;; —a]

(2.30) AT = [ toe e ”‘], bT = [1 0 0 1].

a, ag, 223 a2
Rozwiazujac uklad (2.29) wzgledem wektora s przy podstawieniu (2.30) otrzymamy

_ (@13 + 22} (63, + a3+ 2a0,) —dad o (a,y ) +azs)
(@31 + a3, +2a3,)* —4data(a  +asz,)? ’

2.31)
- 2ay; +022)%0 2 —20a,,(at + 24}, + a35)
' (0%1‘|‘a§2+2‘1%2)2~4a§_2(011‘|“122)2

Macierz D o elementach okre§lonych wzorami (2.31) daje minimalng norme euklide-
sowa macierzy t, a tym samym gwarantuje najszybsza zbieznoé¢ szeregu iteracyjnego.
Przy przyjeciu prostszej tarczy zastgpczej, dla ktdrej » = 0, okre$lonej przez macierz
x0 0
(2.32) D=]0x0
: 00 2x
otrzymamy dla przypadku tarczy anizotropowej

b

a4y +a;,
2.33 X =
(2.33) @ +ak,+2ad,+ad,+ak,

oraz dla tarczy ortotropowej
(2.34) x = Gutda

a3 +a?,+2a%,

3. Przyklady

3.1. Tarcza niejednorodna. Dany jest uklad przedstawiony na rys. 4, scharakteryzowany
przez:

= (1+0,2)-1072m — grubosé tarczy,
E =2(1~0,2y) 108 Nm~%? — modut sprgzystodci podhuznej,
vy = 0,2y — wspolczynnik Poissona.

Macierz tD~! przedstawia si¢ nastgpujaco:
1 02 O
D1 =2.1010,2y 1 0 .
0 0 1(1-0,2y)
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Norma macierzy tD~! wynosi
LD~ = 2-105(1+0,2p).

Norma osigga ekstrema dla y =01 y = 1.

103 kNer™* 05 210%Wm*
T terestigeee X [~
S = 307 kN
a2
SITRIIRY! 12907 | 510 \ap
¢ £ vV
Y
b 10m ]
Rys. 4. Uklad dany U
Otrzymamy
' =10"2m, " =12-10"2m,
E' =210 Nm~2, E”" = 1,6 10® Nm~?,
y =0, p'’ = 0,2.

Wedlug wzoréw (2.12) i (2.13) obliczamy # = 0,1, £z = 1,98- 108 Nm~".
Obliczamy macierz &, wedlug wzoru (1.4):
1 0,2 O 1r 1t -o010 y
S=2.105]02 1 0 01 1 0 11098 _
0 0 3(1-029)JL 0 0 22| 7
1—-10-2F 10-'F 0

=| 10°'F 1~10"2F O .
i 0 0 1-11F
103
tHEteyee s et
<] el X v=0 2 m
] 2] : Trrm/ntmw
w = 198-10% :
g E/ s 9,595F% Lt ismr
IR TIRRY! Ef i
]
y 2 Ar,VM
Rys. 5. Uktad U/ Rys. 6. Uklad 4, U(d, )
Macierz ¢ obliczymy wedlug wzoru (1.5), otrzymamy
1 =10 0
t=10"2F| =10 1 O, gdzie F = 2,0202y—1,0101.

0 0 1 .

8+
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Uklad U przedstawiono na rys. 5; jego rozwigzanie okre§lone jest przez wektory
naprezen i odksztalcen nastgpujgco:

30,1 10
N=|103 |, ¢&=]5045].10-°
- O - O

Obliczamy obcigzenie ukladu 4, U wedlug wzoréw (1.1) dla i = 1. Otrzymane wyniki
przedstawiono na rys. 6. ObciaZenie to przylozone do tarczy zastgpczej daje tacznie z g
tarczg uktad 1, U, ktorego rozwiazanie stanowia wektory naprezen i odksztalcer, od-
powiednio:

~9,999° —495 ]
A, N=|-198 |.F, d,e=|-0495;.10-F.
0 0

Obcigzenie ukladu 4, U obliczymy wedtug (1.1) dla i = 2; przedstawiono je na rys. 7.
Uklad 4, U daje rozwiazanie

0,09801" 0
A,N =109801 | F2, A,e =|0,4455].10-6F2.
0 0

Podobnie obliczono obciazenia uktadu 43 U; ktére przedstawjono na rys. 8.
Obcigzenia uktadu A, U stanowia okoto 0,19 obciazen ukfadu danego, mozna wiec
pominaé dalsze obliczenia zadowalajac si¢ dokladnoscia okoto 0,1%.

0999
] f?HHHH X 7 .
AsM
17,095/"; i 7 3
: j 0097F %Mu? V
RN T
RN dM AN
05399
Y 1
Rys. 7. Uklad 4, U4, 0) Rys. 8. Uklad 4, U453 0)

Rozwiazanie ukfadu U przedstawia si¢ wigc w postaci szeregu rozwigzan ukiaddw
P ff,przy czym wektor sit wewnetrznych otrzymamy w postaci iloczynu & Z A ;N, a wek-

2
tor odksztalcenh w postaci D, A€, a zatem

j=

30,17 [ —9,999 0,098 1—-1072F 10'F 0
Nea|[103 | 4] -1,98 |Fr]098 |F2| =| 100F 1-10"2F 0 |[x
0 0 0 0 0 1-1IF
30,1-9,999F+0,098F2]  ['30,1+0,097(2,02y —1,01)*"
w| 103—1,98F+0,98F2 | = 103

0 0
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Wektor odksztalceft

T 10 —4,95 ° 0 15— 10y
e {(5045( 41 —0495 1. F+ 10,4455 { . F21.10-6 = | 10,904—2,818y+ 1,818y (.
0 0 0 0

3.2. Tarcza ortotropowa. Dana jest tarcza ortotropowa, obcigzona jak na rys. 9. Jej
macierz sprezysto§ci przedstawia sig naslepujgco:
1,064 —0,213 0
D=|~-0213 0709 0 }.10-* MNm~2,
0 0 3,333

przy czym E, = 0,94- 10* MNm~2, », =02, E, = 1,41-10* MNm~2, », =03,

bl

L
— g
&,750(y —0.5)2/1 1’/ 00(y-05) g T
{ 2 [ s i 246(y-05)
Gy =0(y-05) ’ ™~ |
f j ‘ l | L
b sy o d -, 052 2045(y-05)°
r B\ B e 2045(y-05) |
128 kNm p 163 (y-05)
v i A= pox
b 105 — 5113
Rys. 9. Uktad U(U) Rys. 10. Uklad 4, U, U

Wedlug wzoréw (2.31) obliczamy elementy x i y macierzy tarczy zastgpczej; otrzy-
mujemy x = 0,8066-10-4%, y = 0,1780- 104,
Korzystajac z (2.23) otrzymujemy
0,246 —0,064 0
t=]-0,025 -0,263 0
0 0 0,409

Macierz © obliczymy jako € = J—1, mianowicie

0,754 0,064 0 ,
S =|0025 1,263 0
0 0 0,51

Obcigzajac tarcze zastepcza identycznie jak tarczg¢ dang otrzymujemy wektor N sit
wewnetrznych w postaci
100x(y—0,5)
N = 0
—50(y—10,5)*
Obcigzenie w ukladzie 4, U obliczymy za pomocg wzoréw (1.1), wynik przedstawiono
na rys. 10.
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Uktad 4, U otrzymamy obciazajac tarcze zastepcza sitami z ukladu 4, U. Rozwiazaniem
ukladu 4, U jest
24,6x(y—0,5)
AlN = _2,5x(y_0:5) .
—20,45(y —0,5)?

Na podstawie obliczonego wektora AN korzystajac ponownie z wzotéw (1.1) obli-
czymy obcigzenie w ukltadzie 4, U. ObciaZenie tarczy zastgpczej jest identyczne. Rozwig-
zanie uktadu A4, U przedstawia wektor sit wewngtrznych

6,21x(y~0,5)
AN = | 0,043(y-0,5)
—8,364(y—0,5)?

Podobnie otrzymamy

1,516x(y—0,5) 0,373x(y~0,5)
AN = | =0,167x(y—0,5) |, AN = 0,001x(y—0,5) |.
—3,42(y-0,5)* —1,399(y—0,5)?
Rozwiazaniem uktadu U jest wigc
4 99,89x(y—0,5)
NG Y AN=| 0005x(y-0,5) ],
i=0 . 50:97(.))—0:5)2 -
4 4 107,6x(y~0,5)
e= Y Ag=D D AN=|-2573x(-05) |10-4,
i=0 1=0 169,83(y —0,5)*
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Pcawome

PACUET IHMCKOB MTEPALIMIOHHLIM METOIOOM

B pabore npeacTaBieH HTepPAalHOHHBIN METOM, PACUeTa OAHOCBASHBIX AUCKOB IEPEMEHHON TOMUIHMHET
0612 JATIOUIMX YeOJHOPOAHOCTHIO H aHH30TponueH. IIpHBeaens! QUKTHBHBIE CHCTEMbI AJIST IPOM3BOJIBHBIX
JHMCKOB M NpPHUMEPBI pacyeTa HEOJHOPOHOIO M AHM30TROMHOrO JHUCKOB.
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Summary

CALCULATION OF DISCS BY MEANS OF ITERATION METHOD

In this work an iteration method is used to solve the non-homogeneous and anisotropic discs with

variable thickness. Auxiliary systems of arbitrary discs are introduced and illustrative examples are presented
including a non-homogeneous and anisotropic discs.

POLITECHNIKA LODZKA
FILIA W BIELSKU-BIALEJ

¢+ Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 lipca 1977 r.
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XVI SYMPOZJON «MODELOWANIE W MECHANICE»

Sympozjon pod haslem «Modelowanic w mechanice» zostal zorganizowany przez Polskie Towa-
rzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej Oddzialu Gliwickiego i odbyt sig w Wisle Jarzebatej w dniach
9—15 marca 1977 r.

Otwarcia Sympozjonu dokonal przewodniczacy Zarzadu Oddzialu Gliwickiego PTMTS doc. dr inz.
Jozef WOINAROWSKI.

W imieniu Zarzadu Glownego PTMTS wystapit sekretarz gemeralny prof. dr hab. inz. Marek
DIETRICH.

Prorektor doc. dr inZ. Szczepan Wyra, ktéry wystapit w imieniu wladz Politechniki Slaskiej, wysoko
ocenif (lizialalnoéé Oddzialu Gliwickiego PTMTS w rozwijaniu i krzewieniu mechaniki; zlozy! tez uczest-
nikom Sympozjonu Zyczenia owocnych obrad, a Towarzystwu dalszych sukceséw.

Po tych wystapieniach przewodniczacymi obrad plenarnych zostali wybrani prof. dr hab. inz. M,
DierrIcH i prof. dr hab. inz. Zb. OrroS.

W czasie obrad plenarnych wygloszono nastgpujace referaty przeglqdowe

— prof. dr inz. J. DietRyca (IPKM Politechnika Slaska): Przedmiot optymalizacjii w dzialaniach
technicznych,

— doc. dr hab. R. DOROSZKIEWICZ, dr inZ. J. LiETZ, dr inZ. B. MicuaLsk1 (IPPT PAN Warszawa)
Modelowanie elastooptyczne ukladéw mechanicznych,

— prof. dr hab. inz. L. MOLLER (Politechnika Slaska): Metody doboru skal w modelach fizyeznych,

— prof. dr hab. inz. B. SxarLmiersk1 (Politechnika Slaska): Model przekroczer w ukladach mechanicz-
nych.

Pozostale prace referowane w czasie obrad obejmowaly nastgpujace grupy problemowe:

C — modelowanie proceséw 1 systemow cieplnych,

D — modelowanie w dynamice maszyn,

G — modelowanie metoda graféw,

K — modelowanie ukladéw konstrukcyjnych,

M — metody modelowania.

W pracach tych po$wigcono wiele uwagi wspdiczesnym metodom modelowania w mechanice wyka-
zujac, ze modelowanie ma nie tylko charakter uzytkowy, ale réwniez duZe walory poznawcze. Modelo-
wanie okre$tonej rzeczywistosci jest dzisiaj nauka rozlegla i weigZz rozwijajaca sig. Umozliwia ona nie tylko
poznawanie istoty zjawiska, lecz takze jest nieodzownym ogniwem wspblczesnych badan naukowych.

Wygtoszono nastepujace referaty: '

1. R. Bak, T. Burczy&ski (Politechnika Slaska) — Modelowanie dynamicznych obciqien pionowych
dzialajacych na kolejowy zestaw kolowy w czasie eksploatacyi,

2. A. BopNAR, A. Lecnowicz, K. MARCHELEK (Politechnika Szczecinska) — Modelowanie procesow
dynamicznych w ukladach pozycjonowania zawierajacych sprzegla cierne,

3. E. BrzucHowsk! (Politechnika Wroclawska) — Cyfrowe modelowanie sieci,

4. C. CemprL (Politechnika Poznanska) — Modelowanie zagadnien wibroizolacji maszyn i urzqdzen,

5. M. Crupek, J. DRWIEGA, W. OLASZEWSKI, S. STALEGA (Politechnika Slaska) — Modelowanie mefody
symulacji analogowej procesow wspdlpracy obudowy gérniczej z dynamicznie deformujgcym sig goro-
tworem,

6. A. DENDURA, S. Swiszczowskl (Politechnika Krakowska) — Projektowanie optymalnych ksztaltéw
pretéw metodq programowania geomeltrycznego,



114

7.
8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.

19.

20,
2L

22.
23
24,

25.
26.

27,
28.
2.
30.
31.

32.

33.

34.
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M. DierricH, B. Krasnowski (Politechnika Warszawska) — Pewien model sprzegla zebatego,

B. DosrowoLsk1 (Politechnika Wroctawska) — Model matematyczny przeplywu plynu rzeczywistego
przez rurociqg ze zweika,

L. Grapysiewicz, M. HARDYGORA, T. Zur (Politechnika Wroctawska) — Model tkaninowej tasmy
wieloprzekladkowej,

L. GuApysiewicz, J. Szymanskr, T. Zur (Politechnika Wroclawska) — Model reologiczny ta$my
przenosnikowej,

K. GrapczyKskl (ITB Warszawa) — DoSwiadezalna analiza pracy statycznej wielootworowej Sciany
usztywniajgcej i jej mmodel obliczeniowy,

R. Grzymkowski, K. Mazur (Politechnika Slaska) — Model numeryczny nieustalonego przeplywu
ciepla w procesie odlewania cigglego,

J. Jamréz, R. Ursatski (Politechnika Gdanska) — Modelowanie i obliczanie obiegdw cieplnych okre-
towych silowni turboparowych na maszynach cyfrowych,

Z. KowaL (Politechnika Wroctawska) — Stochastyczny model wyczerpania nosnoci pretowych kon-
strukcji przestrzennych,

H. KupeLAa (Politechnika Wroctawska) — Meroda dekompozycji w modelowaniu zagadnien fizycznych
opisywanych parabolicznymi réwnaniami rdzniczkowymi czqstkowymi,

R. Krzywiec (Uniwersytet Warszawski) — O wielociqggowym modelowaniu mechanicznych systeméw
wielkich,

L. Laupadskr (Politechnika Rzeszowska) — O generowaniu proceséw opisujacych dynamike samolotu,
M. Maewski, C. CempEL (Politechnika Poznarnska) — Randomizacja w ukladach dynamicznych i jej
wykorzystanie do modelowania struktur mechano-akustycznych,

S. MikurA (Politechnika Slaska) — Model rozwoju peknieé zmeczeniowych w elementach stalowyclz
umocnionych zgniotem powierzchniowym,

J. MiLaNowsky (WSI Koszalin) — Identyfikacja analityczna dynamicznych ukladéw mechanicznych,
B. MocaNnackt, B. OrtyL (Politechnika Slaska) — O pewnej metodzie rozwigzania wielowymiarowego
problemu Stefana,

K. Nazarczuk (Politechnika Warszawska) — Modelowanie poslizgéw w zlozonych laricuchach kinema-
tycznych,

W. Nowak (Politechnika Szczecifiska) — Sprawnosé rekuperatora petlicowego z przegrodami segmento-
wymi,

A. OLpzkr, W. Szyprowski, K. Orkan-Ercki (Politechnika Warszawska) — Modelowanie proceséw
zderzenia w parach kinematycznych,

T. OroLski (WSI Lublin) — Model pracy gryzéw urabiajacych skale,

J. O1TE, A. SzarrRANIEC (Politechnika Slaska) — Badania przeplywéw w wirnikach maszyn promienio-
wych metodq analogii elektrycznej,

E. PaLczak, St. STryczek (Politechnika Wroclawska) — Analiza stabilno$ci hydraulicznego mechanizmu
kierowniczego kopalnianej ladowarki przegubowej,

A. PiELORZ (IPPT PAN) — Modelowanie ukladu zlozonego z preta uderzonego drugim pretem z zamo-
cowanq bryla sztywnq,

S. RaBies, R. STANISZEWSKI, St. ZiItMBA (Warszawa) — Modelowanie systemu projektowania w warun-
kach nieustannego naplywu informacji,

I. Stwicky, A. OLEDZKY (Politechnika Warszawska) — Zastosowanie metody grafow wiezéw w modelo=
wanin pras hydraulicznych,

M. Szara (Politechnika Warszawska) — Budowa modelu matematycznego procesu w oparciu o para-
metryczny zapis twierdzenia m,

W. Szuscix, K. Ko$tacz, J. Bax (Politechnika Slaska) — Obliczenie wspélczynnika bezpieczeristwa
odniesionego do granicy plastyczno$ci przy projektowanlu stropnic typu belkowego obudéw zmechani-
zowanych,

W. Szuscik, S. Szwepa (Politechnika Slaska) — Modelowanie obquzen stropnic i oslon podpierajqcych
zawal obuddw podporowo-ostonowych,

1. Swiper, J. Woinarowsk! (Politechnika Slaska) — Grafy przeplywu sygnaléw w modelowaniu kaska-
dowej struktury ukladu wyciggowego,
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35. 8. Swiszczowskr, D. Zso$ (Politechnika Krakowska) — Projekt uniwersalnego pakietu programéw
metody sekwencyjnego programowania geometrycznego,

36. D. Teiszerska, J. Wornarowskr (Politechnika Slaska)—-Modelowanie tlumionych drgan eolicznych
przewodow napowietrznych,

37. J. Tomeczek, W. Kupzia (Politechnika Slaska) -— Opis matematyczny suszenia materialéw drobno-
ziarnistych w lozu fluidalnym,

38. K. Wernerowskl, J. Gasiorowskl (ATR Bydgoszcz) — Modelowanie analogowe $lizgowego loZyska
poprzecznego,

39. J. Woinarowskr (Politechnika Slaska) — Modelowanie ukladéw mechanicznych za pomocq grafow

i liczb strukturalnych (referat przegladowy),

40. 3. WorNnarowskl, A. BucHacz (Politechnika Slaska) — Zastosowanie graféw it liczb strukturalnych
wyzszej kategorii w modelowaniu ukladéw mechanicznych,

41. J. Wosnarowskl, J. KrorkA (Politechnika Slaska) — Modelowanie ukladéw mechanicznych za pomocq
graféw sprzeien,

42, J. WorNarowskI, A. Meper, D. Teszerska (Politechnika Slaska) — Modelowanie wielolinowych
ukladéw wyciqgowych, )

43, J. WréneL (Politechnika Warszawska) — Symulacyjne badanie efektéw nieliniowosei przy cyfrowym
modelowaniu zawieszenia samochodu.

Duze zainteresowanie wirdd uczestnikéw wzbudzily referaty przegladowe: Przedmiot optymalizacji
w dzialaniach technicznych wygloszony przez prof. dr inz. J. DIETRYCHA, oraz Modelowanie ukladéw mecha-
nicznych za pomocq grafow i liczb strukturalnych wygloszony przez doc. dr inZ. J. WOINAROWSKIEGO.

W pierwszym prof, J. DIETRYCH opisat model przedstawiajacy przedmioty optymalizacji w dzialaniach
technicznych w postaci grafow systemu nauki konstrukcji. W drugim doc. J. WoinarowskI podat probe
systemowego przedstawienia metody modelowania ukiadéw mechanicznych za pomoca grafow i liczb
strukturalnych.

Autorzy zgloszonych referatéw reprezentowali nastgpujace osrodki naukowe: Gliwice — 18 refe-
ratow, Warszawa — 10 referatow, Wroclaw — 8 referatéw, Krakéw, Poznaif, Szczecin po 2 referaty
Bydgoszcz, Gdansk, Koszalin, Lublin i Rzeszow po 1 referacie.

W dyskusji, ktora stata na wysokim poziomie naukowym, zabierano gtos 141 razy.

Ponadto przeprowadzono dyskusje okraglego stolu na temat aktualnie rozwijanych prac badawczych
w osrodkach naukowych kraju. W dyskusji tej wzigto udzial 17 uczestnikow,

Ogoélem w Sympozjonie wziglo udziat 112 uczestnikébw (w tym 18 profesoréw, 33 docentéw, 45 po-
mocniczych pracownikéw naukowych oraz 16 czlonkéw studenckiego Kola Naukowego).

Na zakonczenie obrad uczestnicy z innych o$rodkdw naukowych podkre$lili wysoka range i potrzebe
kontynuowania tradycyjnych juz sympozjondéw Oddzialu Gliwickiego PTMTS.

Jednoczesnie z obradami Sympozjonu odbywalo si¢ pod patronatem przewodniczacego Oddziatu
Gliwickiego PTMTS Seminarium Studenckiego Kota Naukowego Mechaniki Stosowanej im. Prof. W. Bu-
- RZYNSKIEGO. W Sesii wzigli udzial studenci nizej podanych uczelni; Politechniki Slaskiej — 5, Politechniki
Warszawskiej — 7, Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Krakowie — 4.,

W czasie obrad Seminarium, w ktorym brali udzial réwniez uczestnicy Sympozjonu, wygloszono
13 referatow (PS1— 5, PW — 5, WSP — 3).

Referowane prace ocenialo jury w skladzie: doc. dr inz. Roman Bak, dr inz. Jerzy KuczyNskii dr inz.
Stanistaw MIxurA, ktore wyrdznito 4 sposréd 13 prac, mianowicie:

J. FLakA (PSI) — Zastosowanie graféw w poszukiwaniu okreslonych klas ukladéw kdl posrednich dla
przekiladni ciernych,

T. Kuiowicza (PW) — Badanie mechanizmu rozrzqdu silnika samochodu Fiat 126P,

W. MAROWSKIEGO (PW) — Zastosowanie metody szeregéw polgczonych do okreflania gestoéci prawdo-
podobienstwa odpowiedzi ukladu dynamicznego na zaburzenia losowe,

J. Rosivskres (WSP) — Wybrane zagadnienie wytrzymalosciowe klejonego polaczenia elektronu.

Ta forma oddzialywania PTMTS na krzewienie rechaniki w ramach studenckiej dziatalnosci
naukowej spotkala sie z aprobata uczestnikdéw Sympozjonu, ktoérzy sugerowali wiele udoskonaled w roz-
wijaniu mechaniki wérod studentow,

J. Wojnarowski (Gliwice)
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XIX POLSKA KONFERENCJA MECHANIKI CIALA STALEGC
Ruciane—Piaski, 7-—16 wrzeénia 1977 r,

XIX Polska Konferencja Mechaniki Ciala Statcgo odbyla si¢ w dniach 7—16 wrze$nia w miejscowosci
Piaski k. Rucianego, w wojewodztwie suwalskim, w osrodku wczasowo-wypoczynkowym «Malinka»
Kombinat Budownictwa Miejskiego Warszawa—Wschod. Osrodek polozony jest w malwniczym ustroniu,
wérdd lasow nad jeziorem Beldan.

Organizatorem konferencji by} Instytut Podstawowych Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk
w Warszawie, Komitet Organizacyiny z ramienia IPPT PAN stanowili: prof. dr Marek Soxorowski —
przewodniczacy i dr Romuald Korowski — sckretarz.

'W Konferencji wziglo udzial 139 uczestpikow, w tym 94 z Polski i 45 z zagranicy z nastepujacych
panstw europejskich i pozaeuropejskich (w nawiasach podano liczbe uczestnikéw): Arabia Saudyjska
(1), Belgia(1), Bulgaria(l), CSSR(2), Dania(l), Francja(2), Japonia(2),Jugostawia(3),Norwegia(l),
NRD (4), RFN (7), Stany Zjednoczone (5), Szwecja (1), Wielka Brytania (3), Wlochy (6), ZSRR (5).

Wygloszono 98 referatow, w tym 11 referatow generalnych prezentowanych przez naukowcdw za-
proszonych przez Komitet Organizacyjny. Referaty generalne byly nastepujace:

1. G. L. BARENBLATT (ZSRR) — Propagacja szyjki w polimerach — przyklad zjawiska nielokalnego,
2. A. G. Crocker (Wielka Brytania) — Obliczenia dyskretne w przestrzeni rzeczywistej struktury i od-
dzialywan krystalicznych,
. A. C. ERINGEN (USA) — Mechanika o$rodkow ciaglych w skali atomowe;j,
. E. A. Evans (USA) — Mechanika i termodynamika blon biologicznych,
. W. A. GrReeN (Wiclka Brytania) — Propagacja fal w silnie anizotropowych materialach sprezystych,
. E. KrRONER (RFN)— Efektywne wlasnosci osrodkow stochastycznych,
. Th. LEnMaN (RFN)— Pewne aspekty nieizotermicznych duzych odksztalceri niesprezystych,
. J. LotHe (Norwegia) — Dyslokacje i fale powierzchniowe w anizotropowych o$rodkach spr¢zystych.
Kryteria istnienia dla fal powierzchniowych. Uogolneinia dla oSrodkéw piezoelektrycznych,
. M. P. NieLsen (Dania) — Analiza plastyczna $cinania w betonie,
10. A. Sawczuk (Polska) -—— Wykorzystanie reprezentacji funkcji tesnorowych w mechanice osrodkow
niesprezystych,
11. W. Szczeriski (Polska) — Problemy ksztaltowania wytrzymalosciowego konstrukcji o zlozonym
ksztalcie.
Ponadto nalezy odnotowa¢, ze w konferencji wzieli udzial naukowcy tej miary, co prof. prof. I. N. SNEp-
DONi G. S. SZAPIRO.

00~ L AW

o

Powyzsza lista daje pewien poglad na zakres dyskutowanych podczas konferencji zagadnien; mozna
jednak pokusi¢ si¢ o bardziej precyzyjne sklasyfikowanie omawianych probleméw mechaniki. Wiekszo$é
prac miala charakter teoretyczny. Mozna bylo zaobserwowaé szerokg game zainteresowan: byly prace
poswiecone zaréwno podstawom mechaniki, jak i prace majace charakter czysto aplikacyjny (inzynierski)
Do pierwszej grupy zaliczyé mozna prace dotyczace nielokalnych teorii ofrodkow materialnych, teorii
defektow w ciafach stalych, teorii o§rodkéw mikropolarnych, nieliniowej teorii sprezystosci, teorii plastycz-
nosci, termodynamiki, propagaciji fal zjawisk wystgpujacych w polimerach oraz teorii o§rodkdw sypkich
i porowatych. Do drugiej grupy nalezg prace zajmujace si¢ wykorzystaniem do konkretnych obliczen
teorii plyt i powlok, prace po$wiecone dynamice konstrukcji, kompozytom, optymalizacji i metodzie
elementéw skorniczonych.

Oczywiscie, podzial ten nie jest jednoznaczny, tak jak nie jest sprecyzowane, gdzie konczy sie
,,czysta” i dalej «teoria», a zaczyna zastosowanie. Przedstawiono réwniez prace do$§wiadczalne.

Czas przeznaczony na wygloszenie referatu i dyskusje wynosit dla referatéw generalnych 60 min.,
a dla referatéw zwyczajnych 30 min. Byl wigc on wystarczajaco diugi (w poréwnaniu z czasem do dyskusji
na innych konferencjach) na rzetelne przedstawienic otrzymanych wynikow.

Podczas konferencji panowata atmosfera sprzyjajaca dyskusjom naukowym, ktére nieraz przeciagaly
si¢ do poZnych godzin nocnych.

Materialy z konferencji dostepne sa w postaci dwu wersji streszczen referatéw (polskiej
i angiels}dej) oraz dwujezycznego programu z listg i adresami uczestnikow.
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Referaty mogly by¢ wygtoszone we wszystkich jezykach kongresowych, jednakie w wigkszoéei pre-
zentowano prace w jezykach angielskim i polskim:

Oprocz programu naukowego, organizatorzy zapewnili rowniez uczestnikom program socjalny.
Zorganizowano dwie wycieczki krajoznawcze: statkiem po jeziorach oraz do Gierloza i §éw. Lipki. Dostepne
byty réwniez lodzie oraz konie do jazdy wierzchem. Niestety pogoda nie pozwolila wykorzysta¢ w pelni
tych mozliwosci.

Romuald Kotowski (Warszawa)

MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA NAPEDU 1 PRZEKEADNI ZEBATYCH
Chicago, 28—30 wrze$nia 1977 r.

Miedzynarodowa Konferencja Napedu i Przekladni Zgbatych stanowila drugg Miedzynarodows
Konferencje Uzebien, zorganizowang pod egida ASME. Komitet Napedu i Przekladni Zebatych Oddzialu
Konferencji Maszynowych ASME przygotowal konferencje w ramach wsp6lpracy z ASME, USCoToMM
oraz IET SYNECOT. Temat konferencji brzmial; ,,Blisko cztery tysiaclecia postgpu w napedach”. Glow-
nym celem konferencji bylo przedstawienie osiagnie¢ w dziedzinie techniki napedu i przekladni zebatych.

Podczas konferencji przedstawiono ogélem 81 prac, w tym 37 autoréw amerykanskich oraz 44 autoréow
zagranicznych, wsrod ktorych bylo 18 prac z Japonii, 9 z Wielkiej Brytanii, 3 z Polski, 3 z Republiki Fe-
ralnej Niemiec, 2 z Brazylii, 2 z Kanady oraz po 1 z Bulgarii, Egiptu, Francji, Grecji, Indii, Szwajcarii
i Zwigzku Radzieckiego. Wszystkie prace z wyjatkiem 8 (5 z USA oraz po 1 z Polski, Japonii i Wiclkiej
Brytanii) zostaly opublikowane przed konferencja.

Przewodniczacym konferencji byt dr D. Towsenp (Nasa Lewis Resaarch Center), za$ moéwcea podczas
wspdlnego obiadu uczestnikéw konferencji w dniu 29.09.1977 byt dr J. H. Fursay (General Motors),
$wiatowy podroznik, znany ze swych wielu migdzynarodowych osiagnieé¢ i wystgpow w radiu. Dr Fursay
wyglosit ciekawy odczyt nt. «Perspektywy przemodelowania cywilizacji w naszych czasachy.

Konferencja odbyta si¢ w 19 sesjach. Ramowy program konferencji byt nastepujacy:

28.09.1977 r.

Sesja PTG-1 «Wytrzymalo$¢ przekladni zebatych», Przewodn. dr D. H. RiMBey (University of South
Florida), 3 referaty.

Sesja PTG-2 «tancuchy i pasy». Przewodn. S. WORLEY (The Gates Rubber Company, Denver),
8 referatow.

Sesja PTG-3 «Smarowanie i zuzycie». Przewodn. A. STRaNFORD (Dresser Industries Inc., Orlean),
4 referaty.

Sesja PTG-4 «Geometria zazebie». Przewodn, R. KasusA (Cleveland State University), 4 refe-
raty.

29.09.1977 r. :

Sesja PTG-5 «Wytrzymaloéé przekladni zebatych», Przewodn. dr A. SEReG (University of Wisconsin-
Madison), 5 referatow.

Sesja PTG-6 «Produkcjan. Przewodn. J. R. MiLLer (Miller Associates Inc., Milwaukee), S referatow.

Sesja PTG-7 «Halas przekladni». Przewodn. D. R. Houser (Ohio State University), 3 referaty.

Sesja PTG-8 «Typy przektadni». Przewodn. G. L. ScotT (American Gear Manufacturers Association,
Arligton), 5 referatow.

Sesja PTG-9 «Dynamika przekladni zgbatych». Przewodn. J. R. TroxLer (Northern Arizona Uni-
versity), 5 referatow.

Sesja PTG-10 «Smarowanie i zuzycie». Przewodn. H. E. STArH (Southwest Research Institute, San
Antonio), 4 referaty.

Sesja PTG-11 «Wytrzymaloéé powierzchniowa zebow». Przewodn. D. W. DupLEY (Solar Turbines
International, San Diego), S referatéow.

Sesja PTG-12 «Konstrukcja». Przewodn. E. M. ALMEIDA (Dana Corporation Fort Wayne), 4 r1e-
feraty.
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30.09.1977 r.

Sesja PTG-13 «Wytrzymalosé powierzchniowa zgbdow», Przewodn. E. SHipLEY (Mechanical Techno-
logy Inc., Latham), 4 referaty.

Sesja PTG-14 «Dynamika przekladni zgbatych». Przewodn. M. J. Drossack (Shell Oil Company,
Houston), 5 referatow.

Sesja PTG-15 «Sprz¢gla i polaczenia walow». Przewodn. M. M. CALISTRAT (Koppers Company Inc.,
Baltimore), 5 referatow. _

Sesja PTG-16 «Zastosowanie przckladni zebatych», Przewodn. D. L. Borpen (Falk Corp., Milwaukee),
3 referaty.

Sesja PTG-17 «Sprzggla i polaczenia watow». Przewodn. Q. W, HeiN (Falk Corp., Milwaukee), 3 re-
feraty.

Sesja PTG-18 «Materialy na kola z¢bate». Przewodn. E. T. BERGQUIST (Western Gear Company,
Lynwood), 3 referaty.

Sesja PTG-19 «Przekfadnie zgbate». Przewodn. A. Tucker (Solar Turbines International, San Diego),
3 referaty.

W konferencji wziglo udzial dwoch uczestnikow z Polski: prof. M. DicTricH i dr J. KOWALSKI,

Dr J. KowALskl przedstawit w ramach Sesji PTG-12 2 prace: «Optymalna synteza dwustopniowych
przekladni zgbatych walcowych przy wykorzystaniu programowania nieliniowego» (publikacja nr 77-
DET-171) oraz «Optymalna synteza dwustopniowych przekladni zebatych stozkowo-walcowych przy
wykorzystaniu programowania nieliniowego» (publikacja nr 77-DET-172).

Prof. M. DIeTrICH wygtosit w ramach Sesji PTG-14 referat pt. «Dynamika przekladni walcowych»
przedstawiajacy kompleksowe badania do$wiadczalne nad okresleniem wspéiczynnika nadywiki dyna-
micznej.

Podkre$li¢ nalezy bardzo wysoki poziom wygloszonych referatdw oraz szczegdlnie mila atmosferg
obrad. -

J. Kowalski (Poznari)



INFORMACIE DLA AUTOROW

Komitet Redakeyjny prosi Autorow o ulatwienie prac readakcyjnych przez przestrzeganie na-
stepujacych wytycznych:

1. Prace powinny by¢ napisane pismem maszynowym w dwoch egzemplarzach (oryginal+ ko-
pia), na zwyklym papierze na pojedynczych arkuszach formatu A4, jednostronnie, z podwdjna
interlinia, z marginesem 4 cm z lewej strony, stronice z kolejng numeracja. Odbitki kserograficzne
nie beda akceptowane jako oryginal.

2. Prace powinny by¢ pisane zwigzle i zawiera¢ najistotniejsza tre$é tak, by objetoéé artykubu
byla skondensowana. ‘

3. Wzory i oznaczenia nalezy wypisywac recznie lub na maszynie, bardzo czytelnie, uzywajac
liter lacifiskich i greckich. Wskazniki ponizej i wykladniki poteg nalezy pisaé szczegdlnie dokladnie. -

4. Praca powinna by¢ zaopatrzona w krotkie streszczenie (do 20 wierszy maszynopisu) w j. pol-
skim, j. rosyjskim i w j. angielskim. W razie niemoznodci nadeslania streszczen w jezykach obcych,
Autor dostarcza streszczenie w j. polskim z podaniem terminologii w j. rosyjskim i w j. angielskim.

5. Numeracja wzorOw powinna si¢ wiaza¢ z poszczegdlnymi rozdzialami pracy (np. 1.1, 1.2,
1.3,itd.; 2.1, 2.2, 2.3, itd.). Numery wzoréw powinny znajdowac sie¢ w nawiasach okraglych po lewej
stronie wzoru.

6. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wykonaé¢ na oddzielnych arkuszach w podaniem ko-
lejnych numerdw. Obok wlasciwego tekstu, na marginesie nalezy podaé jedynie odno$ny numer
rysunku. Na oddzielnym arkuszu nalezy zalaczy¢ spis podpiséw pod rysunkami. Ostateczne wyko-
nanie rysunkéw obowiazuje Redakcje.

7. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tekscie rysunkami (skrét rys.),
a nie uzywa¢ okreslen figura, szkic, fotografia. U dolu rysunku (a na fotografiach na odwrocie)
nalezy wpisa¢ czytelnie numer rysunku, podpis pod rysunkiem (objasniajacy), tytul pracy i nazwisko
autora.

8. Wszystkie tablice (unikaé zbyt duzych), podobnie jak rysunki, nalezy wykonaé na oddziel-
nych arkusza i numerowaé liczbami arabskimi. U gory kazdej tablicy nalezy poda¢ tytut objasnia-
jacy.

9. W tekécie nalezy na marginesie poda¢ stownie opis oznaczen, ktére moga budzi¢ watpliwo-
$ci. Dotyczy to pisowni malych i duzych liter lacinskich i greckich np.: ni, fau, dzeta, ksi, kappa i in.

10. Wykaz literatury nalezy podaé¢ wg kolejnosci cytowania w tekécie, wymieniajac: inicjaly
imion, nazwisko autora (oraz wspoélautorow), pelny tytul dziela lub artykulu, tytul czasopisma
(moze by¢ skrotami), numer zeszytu, numer tomu, rok (w nawiasach okraglych) oraz ewent. strony.
Przy pozycjach ksigzkowych nalezy podaé miejsce wydania i rok. Pozycje literatury powinny mie¢
numeracj¢ kolejna (np. 1, 2 itd.), a w tekécie, powolujac si¢ na literature, nalezy poda¢ numer w na-
wiasie kwadratowym. '

11. Redakcja zastrzega sobie prawo potracenia z honorarium autorskiego kosztéw sporza-
dzenia nowego maszynopisu artykulu lub jego czeSci w przypadku nieprzestrzegania wyzej poda-
nych wskazdwek.

12. Autorowi przysluguje bezplatnie 25 egz. nadbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor
moze zamodéwi¢ w Redakcji na koszt wlasny przy odsylaniu korekty autorskiej.

13. Autora obowiazuje korekta autorska (szczegdlnie wnikliwa kontrola zlozonych wzordw),
ktora nalezy zwrdcié w ciagu 5 dni pod adresem: Redakcja MECHANIKI TEORETYCZNEJ
1 STOSOWANE]J, 00-049 Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21, pokdj 413,



‘W nastepnym zeszycie ukaza si¢ prace:

'R. 1. SterHENs, Wplyw przeciaZen na wzrost szczelin zmeczeniowych

Bnpsuye meperpyskd Ha pa3BHTHE YCTAIOCTHBIX TPEHIMEH

The influence of overloads on fatigue crack growth
M. CHrRZANOWSKI, Parametry uszkodzenia w kontynualnej mechanice zniszczenia

TlapameTphl IIOBPEACHHS B MEXAHMKe DaspymeHus CIUIOLMHOM Cpefnl

Damage parameters in continual fracture mechanics :
K. Krzimidskr, Rozklad cinieni i no$nos¢ hydrodynamicznego filmu smarnego w tozyskach po-

"~ rowatych ,

- PacnipezienieHie JABACHHA M HECYMIAs CHOCOGHOCTh CMa30UHOIO CIOA B HOPHCTBIX HOJ~

IIMITHUKAX :

The pressure distribution and load capacity of the hydrodynamic film in porous bearings
J. SzaLa, Wplyw sekwencji obciazen na trwaloé zmeczeniowa

BRusigye MCTOpHH Harpy >KEHMs Ha YCTAIIOCTHYIO NPOYHOCTH

The effect of load sequence on fatigue life .

F. Romanow, Naprezenia krytyczne wolnopodpartych $cinanych plyt przekladkowych
.Kpurnueckue HaupsOKEHHs CBOGOJHO OMEPTBIX TPEXCIOMHBIX MIACTHH paGoTAlOUX Ha
CABHT . '
Critical stresses of snmply supported sandwich plates i in shear

3. Swiper, J. Wojparowski, Grafy przeplywu sygnaléw w modelowanin kaskadoweJ struktury
ukladu wycnqgowego :

" T'pader CHTHANOB B MOJETIMPORAHAM KACKAHOMN CTPYITYPLI NOABEMHON CHCTEMBI
Signal flow graphs in modelling of the cascade structure of the lifting system

J. Swiper, J. Wojnarowski, Metoda fikcyjnych Zrodet zmiennej biegunowej jako sposb wyznaczania
podatnoécx dynamicznej zlozonych ukladéw mechapicznych
Meron GUKTHBHBIX NCTOYHHKOB IIOJIOCHOMK nepemeuﬂoﬁ KaK cnocoG onpegenemm OBHA~
MUYECKOl HONATTHBOCTH CIIOMKHEIX MeXAHMUECKMX CHCTEM '

The ficticious source method in polar coordinates as the method of obtaihing dynamical

“ flexibility of composite mechanical systems

. E. WropArczyK, O pewnym zamknietym rozwiazaniu problemu propagacji plaskiej fali uderzenio-
- wej w niejednorodnym plastycznym ofrodku politropowym z liniowo-sprezystym obciaZeniem
O HEKOTOPOM 3aMKHYTOM DENUEHHH 32[aYM O PACHPOCTPAHEHKM rmocxoﬁ‘ YIDApHOi! BOJNHEEL
B HEOJHOPOAHO Cpene ¢ JIMHEHHO-yupyro# pasrpyakoi
On a certain in closed-form solution of the problem of propagation of a plane shock wave
in a nonhomogeneous plastic polytroplc medium

J. TaLer, Aproksymacja nieustalonego pola temperatury w ciatach walcowych i kulistych

ArIpOKCHMauysa HeYCTAHOBMBINErOCA TeMIEPaTYPHOrO NOAS B IMIMHIDAYECKMX B Ce~
DPHYECKHX TEIIaX '

Approximation of the transient temperature field in cylindrical and spherical bodies
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