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1. Wstep

Rozwazmy lity, nieswobodny pret pryzmatyczny o dowolnym przekroju poprzecznym
(rys. 1) okreslony w ukladzie osi x, y, z, gdzie 0§ x jest osig preta a y, z osiami gléwnymi,
centralnymi przekroju poprzecznego i obciazmy go na §ciankach czotowych np. obcigze-
niem, ktérego gesto§¢ zapiszemy w postaci: ¢,e = a4z, G,y = 0, ¢, =0, a > 0.

Dla tak przyjetego obciazenia (rys. la) tatwo znalezé §ciste rozwiazanie zagadnienia
brzegowego teorii spreZystoéei, a wigc macierze naprezen, odksztalcen i przemieszczen,
ktérych elementy speiniajag réwnania Naviera, Cauchy’ego, Hooke’a oraz statyczne wa-
runki brzegowe i pewng grupe warunkdéw kinematycznych, Jak tatwo sprawdzié, obcigZe-
nie pokazane na rys. la redukuje si¢ do momentu zginajacego w plaszczyZnie xz, stad

b)

Rys. 1

tez w przypadku takiego obcigzenia méwié bedziemy o «czystym zginaniu». Otrzymane
rozwigzanie powyzszego zadania moZemy wykorzystaé dla calej grupy innych obcigZen
$cianek poprzecznych, jesli tylko obciazenia te redukuja sie do pary w plaszczyznie xz.
Wykorzystujemy bowiem zasade de S. Venanta, w my§l ktérej, macierze naprezef, od-
ksztalcen i przemieszczen rézni€ sie bedg dowolnie mato, z wyjatkiem obszaru sgsiaduja-
cego z powierzchnia obcigzong, dla réznych, ale statycznie réwnowaznych obcigZen
przylozonych na malej w stosunku do catej powierzchni. Jakiekolwiek wigc obcigZenie,
ktére da si¢ zredukowaé do pary, zastepowaé bedziemy tg parg (rys. 1b). Wykorzystujac
réwnania statycznej réwnowaznoSci z ukladem pokazanym na rys. la, znajdujemy od-
powiednie wzory okre$lajace naprgzenia, odksztalcenia i przemieszczenia. Przypadek
pokazany na rys. 1b, jest wigc reprezentantem zbioru obciazen, w ktérym okreslona jest
relacja statycznej réwnowazno$ci. W przypadku obcigZenia pokazanego na rys. 1b méwié
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bedziemy o «zginaniu prostymy lub proéciej o «zginaniu». Podobnie, jak proste zginanie,
tak i proste rozcigganie I proste skrgcanie lub kombinacja tych wszystkich (obcigzenie
ztozone) beda reprezentantami odpowiednich klas réwnowaznosci.

Istnieje jednak pewna grupa pretéw, dla ktérych zastapienie uktadu sit innym statycznie
im réwnowaznym moze prowadzié do zasadniczych blgdéw. Do takich pr¢téw naleza
prety cienkodcienne. Rozwazmy prosty przykiad pokazany na rys. 2.

e
X

Rys. 2

Gdyby uklad sit zastapi¢ ukladem statycznie réwnowaznym w $rodku cigzkosci prze-
kroju poprzecznego, otrzymaliby§my uklad zerowy, co oznaczaloby zerowanie si¢ naprezen,
odksztalcen i przemieszczen, Jak widaé z rys. 2 byloby to zbyt grubym przyblizeniem
nawet dla przekrojéw poprzecznych dostatecznie odleglych od §cianki czolowej. W przy-
padku pretdw cienkoSciennych nie mozemy przyjaé zasady de Saint Venanta, przynajmniej
w takiej postaci, w jakiej zostala ona sformulowana. Oznaczaloby to koniecznoéé rozwia-
zywania kazdego przypadku obcigzenia osobno lub inaczej méwige, niemozno$é okre$lenia
reprezentanta dla pewnych grup obcigZen.

2. Definicja kinematycznej réwnowaznosci ukladéw sil

Rozwazmy najpierw kilka przykladéw obciazenia preta cienko$ciennego, ktére mozna
zastapi¢ innym ukladem statycznie réwnowaznym, ale réwnoczeénie takim, aby efekt
kinematyczny obu ukladéw byt jednakowy. Rozpatrzmy w tym celu uklad obciazen
podany na rys. 2. Przyklad ukladu réwnowaznego przedstawia rys. 3. Przenoszac sile P z pun-
ktu 4’ do A dodajemy moment Pb, przenoszac site — P z punktu 4" do 4 dodajemy moment
Pb otrzymujac w punkcie 4 tylko moment M = 2Pb, albowiem sily redukuja si¢. Postepujac
podobnie z sitami zaczepionymi w punktach B’ i B’ otrzymamy w punkcie B moment
M = —2Pb. Nowy uklad stanowi wigc biparg, ktérej pary dzialaja w plaszezyznach
potek. Nowy uklad zlozony z bipary wywoluje ten sam efekt kinematyczny co uklad
wyjsciowy.
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Na rys. 4 przedstawiono drugi przyklad. Dokonajmy redukcji do punktu S, bedacego
§rodkiem cigzkosci dwuteownika; site P z punktu A4’ przenie§my do punktu 4, dodajac
dla zachowania statycznej réwnowazno$ci moment M = Pb, przenoszac site P z punktu B’
do B otrzymamy nowy uklad, ktdéry przedstawia rys. 4b. Przenoszac nastepnie sile P
z punktu 4 do S dodajemy moment Ph. Przenoszac sile P z punktu B do S dodajemy

4
|
1

!
I

Rys. 3

moment — Ph. Oba dodane momenty dziatajace w jednej ptaszczyznie redukujg sig, w wy-
niku czego otrzymujemy uklad przedstawiony na rys. 4c ztozony z sity 2P i bipary o bi-
momencie B, = Pbh. Réwniez w tym przypadku efekt kinematyczny uktadu na rys. 4c
bedzie analogiczny z takim efektem ukladu pokazanego na rys. 4a.

¢/

2r
Pb

fli

Rys. 4

Trzecim wreszcie przyktadem redukcji do punktu S niech bedzie uklad pokazany
na rys. 5a. Sposob redukcji pokazany na rys. 5 nie wymaga komentarza, dodajmy tylko,
7e przenoszac moment Pb (rys. 5¢) z plaszczyzny p6iki do réwnoleglej ptaszczyzny przecho-
dzacej przez punkt S dodaé musimy bipare o bimomencie B, = Pbh. 1 w tym przypadku
intuicja podsuwa kinematyczng rownowazno$é¢ ukladéw pokazanych na rys. 5a i 5d.

Rozwazone powyzej przyklady dotyczyly uktadu przylozonego do preta o prostym
przekroju poprzecznym; w przypadku bardziej ztoZonych przekrojéw narzuca si¢ koniecz-
no$¢ wprowadzenia precyzyjnego okreflenia poj¢cia kinematycznej réwnowaznoéci dwdch
ukfadédw. Wprowadzenie takiego pojecia pozwolifoby przede wszystkim na mozliwoéc
rozwigzania preta cienko$ciennego dla pewnego reprezentatywnego ukiadu. Rozwigzanie
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to byloby wazne dla calej grupy obcigzen kinematycznie réwnowaznych danemu, jesli
oczywiscie uogllni¢ zasade de Saint Venanta, na uktady kinematycznie réwnowazne.

W odréznieniu od statycznej réwnowaznosci, réwnowazno$é kinematyczna nie moze
byé zdefiniowana bez uwzglednienia ksztattu bryly, albowiem wiasnie deformacja bryty
decyduje o kinematycznej réwnowaznosei. Wynika stad, e sposéb redukceji danego ukiadu

I

I

Rys. 5

do uktadu kinematycznie mu réwnowaznego nie moze byé dowolny. Umdwimy sie, Ze
przy%oiony‘do preta ukfad sit bedziemy redukowaé do ustalonego punktu lezacego we-
wnatrz preta lub sztywno zwiazanego z pretem w ten sposéb, ze droga redukceji bedzie o§
$rodkowa przekroju poprzecznego i tworzace powierzchni §rodkowej. Inaczej mdwiac
droge redukcji wyznaczaé bedzie lokalny krzywoliniowy ortogonalny uklad wspéirzednych
(x, s, n) (rys. 6).
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W mysl powyzszego przyjmiemy nastepujaca definicje: Dwa uklady (4) i (B), przylozone
do preta cienkosciennego, nazywaé bedziemy kinematycznie réwnowaznymi, jesli redukujqc
je do ustalonego punktu R, sztywno zwiqzanego z osiq Srodkowq przekroju poprzecznego,
w taki sposéb, ze droge redukcji wyznacza lokalny krzywoliniowy ortogonalny uklad osi
(x, s, 1) otrzymujemy w punkcie R réwno$¢ wektoréw sum, wektoréw momentdéw i bimo-
MICHIGW.

2.0) S(4) = S(B), Mgp(4) = Mp(B), B,(d) = B(B,).

Statyczna réwnowazno$é dwéch ukladéw wymaga réwnosci tylko sum 1 momentdw,
a wiec uklady kinematycznie rédwnowazne sg statycznie réwnowaznymi.

3. Przyklady zastosowan

Pierwszym zastosowaniem przyjetej definicji o kinematyczne] réwnowaznoéci jest
uogdlnienie zasady de Saint Venanta, ktora mozemy teraz sformutowaé: Jesli na niewielkiej
powierzchni preta cienkoSciennego przylozony jest uklad (A4) wywolujacy w precie pewnq
macierz naprezen, odksztalcen | przemieszczen, to jesli na tej powierzehni ukiad (4) zastq-
pimy kinematycznie réwnowaznym ulkladem (B), wdwczas stany naprezeii odksztalcer
i przemieszczeh réznié sig bedq dowolnie malo z wyjqtkiem obszaru lezqcego w sqsiedztwie
powierzchni przyfoZenia ukladow (A) i (B).

Konsekwencje takiego uogdlnienia sa nader oczywiste.

Drugim zastosowaniem pojecia kinematycznej réwnowaznodci jest pokazanie sensu
1 uzasadnienic nazwy wystepujacego w analizie pretdw cienkosciennych wyrazenia

(3.1) . B, = ff ox(x, Sw(s)dA,
A

ktore nosi nazwg bimomentu, a ktére wprowadza si¢ bardzo formalnie. Np. MUTERMILCH
[1] obliczajac prace naprezenia o, na przemieszczeniu u, otrzymuje

32 L =[[uwodd=uf[odd—v [ [oyda—w [ [ o,2d4-0 [ [ c.wda,
A A A A A

aby nastepnie stwierdzié «... ostatni skiadnik wyrazenia... jest réwniez pracq wirtualng
pewnej nowej sily wewnetrznej By, = f f owdA, zwanej bimomentem, na przemieszczeniu
U,

Wielu autoréw m.in. F1IL.oNIENKO-BoORODICZ [2], majac wyraZzone naprezenia normalne
w postaci

(3.3) Oy = E[{'=&x—ny—¢"w],

w wyniku formalnego pommozZenia obu stron przez w i wykonania catkowania po po-
wierzchni przekroju poprzecznego otrzymuje

(3.4) [ [ oxwdA = B, = —¢"E,J,
A

i pisze «... wielkosé B,, to tak zwany gigino-skretny bimoment; jego wymiar wynosi
[kG cm?». Podobnie rzecz traktuje RUTECKI [3]. Préby wyjaénienia sensu B, , znajdujemy
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w ksigzkach BIELAJEWA [4] i PANARINA, TARASENKI [5], na najprostszym przykladzie
naprezefi w §ciance ceownika. Gdyby dokonaé tej préby dla naprezen, np. w pdtkach,
mogliby$my doj§¢ do bigdnego rezultatu, jesli nie wprowadzié dodatkowej umowy o drodze
redukeji, innymi stowy o kinematycznej réwnowaznosci uktadéw. Wykorzystujae podang

Rys. 7
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definicje kinematycznej réwnowaznosci, bez trudu pokazemy sens i uzasadnienie nazwy
dla dowolnego przekroju poprzecznego i dowolnego punktu redukcji R.

Rozwazmy pokazany na rys. 7a ukiad i zredukujmy go do punktu R. Niech punkt R
bedzie «§rodkiem zginania»,a punkt 0 gldéwnym zerowym punktem wspotrzednej wycin-
kowej. Przenoszac z punktu A site P (rys. 7a) do punktu (n—1) dodajemy pare o wektorze
(rys. 7b)

(3.5) AM, = As, x P.

Przenoszac moment do réwnoleglej plaszczyzny przechodzacej przez punkt R dola-
czamy bipare o bimomencie
(3.6) ABy,,, = PAs,r, = PAw,
otrzymujgc uklad kinematycznie réwnowazny pokazany na rys. 7c. Przenoszac dalej site P
do puﬁktu (n—2) dotaczamy par¢ o wektorze
3.7) AM,_, = As,_, xP
otrzymujac uklad pokazany na rys. 7d. Przenoszac z kolei moment AM,_, do réwnoleglej
plaszczyzny przechodzacej przez punkt R dodajemy bipare o bimomencie
(3.8) ABy u_y = PAs,_,r,_, = Pdw,_,,

jak pokazano na rys. 7c. Postepujac analogicznie tak, az sita P znajdzie sie w punkcie R
otrzymamy w rezultacie zreduko»lany do tego punktu ukiad kinematycznie réwnowazny
danemu, ktory skiada sig: z sity P zaczepionej w R, wektora momentu
(3.9 M= DA, = D A5y xP = (D) As)) xP = RAxP
i=0 i=0 i=0
oraz bipary o bimomencie |
n n n
(3.10) B, = D AB,;= D PAsyr; = P ) Asry = Po(4).
i=0 i1=0 i=0
Ostatnie dwa wyrazenia traktowaé¢ moZemy jako sumg aproksymacyjng w przypadku,
gdy przekrdj poprzeczny ma oé §rodkowa o dowolnej krzywej y = y(s), z = z(s). W tym
przypadku mamy
~ ﬁ:(fa;)xﬁ=ﬁ;zxﬁ,
(3.11) R4
By=P [r(s)ds = P [ do = Po(A).
RA * RA
Wektor M, jak widaé, nie zalezy od ksztaltu krzywej, a jedynie od wsp6irzednych punktéw
R i A, w przeciwienstwie do wartoéci bimomentéw. Zredukujmy teraz do punktu R sily
wewngtrzne o gestosci ¢y rozpostarte nad przekrojem poprzecznym pokazanym na rys. 8.
JeSli oznaczymy przez dP(s) = &, 6(s)ds i postgpowaé bedziemy analogicznie, jak w przy-
padku pokazanym na rys. 7, zredukujemy uklad do punktu R otrzymujac

dN = &, 8(s)ds,
(3.12) dM = RKxdP(s) = RK x5, 0(s)ds,
dB, = 0.w(s)d(s)ds.
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Sumujac zredukowane w punkcie R uklady od wszystkich elementarnych sit dP(s)
na calej krzywej ¢, otrzymamy
N = f o, 0(s)ds = ” oA,
¢

A

l

(3.13) M fR_Kxaxa(s)ds = “ RK x 54dA,
C A

B,

I

[ oeo(s)s)ds = [ [ oo(s)dd.
C A

Uklad ten jest kinematycznie réwnowazny ukladowi sit wewngtrznych o gestosci o,
rozpostartych nad calym przekrojem poprzecznym. W wyniku tego rozumowania staja si¢
jasne nazwa i sens calki B,. Kolejnym wreszcie przykladem wykorzystania kinematycznej
rownowaznoéci uktadow jest wyprowadzenie wzoru na napreZenia normalne o, wyrazone
poprzez sity przekrojowe (N, M,, M, i B,). Wykorzystujemy tu bowiem warunek kinema-
tycznej réwnowaznosci ukladdw sit zewnetrznych (Z) po jednej stronie przekroju z uktadem
sit wewnetrznych ()

(3.14) S(2) ='S(W), M(Z) = M(W), B(2)= B,(W).
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Peswme

KNHEMATHYECKAA 3KBUBAJIEHTHOCTL CUCTEM CHJI

B paGore npepcTasiieHo onpepencHue KKHHEMATHYECKON SKBUBAJIEHTHOCTH CUCTeM cH». M3 mMHO-
JKECTRBA CHCTEM CHJI, B KOTOPOM OINpEREJIEHO ITOHATHE CTATHUECKON SKBHUBAJIEHTHOCTH, BbIHEJIEH KIacC
SKBUBQJICHTHBIX CHCTEM, BEISBIBAXOILMX TAKOH e KuHemaTHueCku# adpdexr. B omymmune ot CTaTUUECKOH,
KHMHEMATHYECKAS SKBUBAJIEHTHOCTh CHCTEM 3aBMCHT OT hopmbl Texa. Paccmorper psaj nprmepos MCTIOND-
30BaHMA TAKOFO ONPERENIEHHA NIPH AHAJINZE TOHKHUX CTepIKHEH.
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Summary

KINEMATIC EQUIVALENCE OF A SYSTEM OF FORCES

In the paper the definition of «kinematic equivalence of a system» has been formulated. From the set
of forces in which the relation of statical equivalence is given, one can distinguish the equivalence class
of forces giving the same kinematic effects, In contrary to static equivalence, the kinematical one depends
on the shape of the loaded body. Several examples are presented in which the introduced definition is used
in the analysis of slender bars,

INSTYTUT MECHANIKI BUDOWLI POLITECHNIKI KRAKOWSKIEY
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