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Podejécie do zagadniefn sprezania, jako do analizy wstgpnych standéw napreZenia
utrwalonych w ustroju, pomimo niewystgpowania obcigzed zewngtrznych prezentowane
byto w réznych aspektach w kilku pracach ostatnich lat [1 - 5].

Artykut ten stanowi kontynuacj¢ rozwazan na temat sprezania opisanych w pracy [6],

. ’ R . : r R »
gdzie analizowane byly wstgpne stany odksztalcein € i naprezen ¢ wywolane w o§rodku
cigglym przez wymuszenie pierwotnych stanéw odksztalcen & (dystorsji) lub zwigzanych
z nimi naprezen & niezgodnych z geometrycznymi i statycznymi wigzami o§rodka. Celem

. ) L R
wywolania stanéw wstepnych byla optymalna regulacja standéw koficowych € = e + ¢,

L R . L L . . . . . .
6 = ¢ +0, gdzie €, o sg ustalonymi stanami zwigzanymi z obciaZeniem zewnetrznym.

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest sprezanie ustrojow dwufazowych. Analizo-

. . R R,ZR R .
wane $a wstepne stany wywolane w kazdej z taz: ¢, €, ¢', o', na skutek wymuszenia

niezaleznych pél pierwotnych odksztatcef &', €” lub odpowiadajacych im pdl pierwotnych
naprezen ¢’, 6''. Stany wstgpne pozostaja trwale w ustroju pomimo braku obcigzeni ze-
wnagtrznych. Celem sprezania, czyli wymuszania stanéw wstepnych, jest optymalna regulacja
stanéw kodcowych w jednej lub w obu fazach, przy czym narzucony jest na stany wstepne
i koficowe warunek nierozdzielnosci obu faz.

Jako pierwowzér rozpatrywanego modelu ciaglego oérodka dwufazowego mozna
przyja¢ ofrodek ciagly z gesto rozproszona strukturg kratowa fazy sprezajacej (rys. 1).
Stosujac kontynualny model opisu tego kompozytu otrzymujemy wyidealizowany ciagly
ofrodek dwufazowy posiadajacy te ceche, ze kazdemu punktowi geometrycznemu z obszaru
V przyporzadkowane sa dwa punkty materialne nalezace do réznych faz.

Zaprezentowany zostanie og6lny opis sprezania dwufazowego, z ktdérego otrzymaé
bedzie mozna opisy przypadkdéw szezegdlnych: sprezania wewnetrznego [6] oraz sprezania
zewnetrznego (omawianego dalej w pracy) polegajacego na wprowadzeniu niezaleznych,
lecz spetniajacych wigzy geometryczne w kazdej z faz odksztalcenn pierwotnych €', €,

a nastgpnie na -zespoleniu obu faz, co zwiazane jest z wymuszeniem wsp6lnej deformaciji

.X, R R
wstepnej €’ = ¢’ = €.

W pracy oméwiono takZe przypadek szczegllny sprezania zewnetrznego, tzw. sprezanie
powierzchniowe (rys. 2), w ktérym obie fazy nie przenikaja sie, lecz stykaja sig wzdtuz
powierzchni kontaktowej S. Przyczyna wywolania stanéw wstepnych jest w tym przypadku

* Praca wykonana zostala w ramach wspélpracy polsko-amerykariskiej, (fundusz Marii Sklodowskiej-
Curie NO. INT 75-08722) na temat «Optymalizacja elementéw i systeméw konstrukcyjnychy.
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wprowadzenie niezaleznych deformacji pierwotnych brzegu S obu faz, a nastgpnie ich
zespolenie.

Po ogolnym sformulowaniu zagadnienia sprezania w ofrodkach dwufazowych o przeni-
kajacych sig fazach i wprowadzeniu formalizmu jego opisu (rozdz. 1) wyznaczono (rozdz. 2)
stany napreZent i odksztalceri wstepnych generowane w o$rodku przez dowolnie dane
pola dystorsji. W rozdziale 3 przeanalizowano spre¢Zanie powierzchniowe w oérodkach
o fazach rozdzielonych powierzchnig kontaktowa. W rozdziale 4 przedyskutowano rozwig-
zanie zagadnienia optymalnego sprezania ze wzgledu na minimalizacj¢ wytezenia w fazie
sprezanej w przypadku o$rodka o dwu przenikajacych sig fazach (4a) oraz w przypadku
sprgZzania powierzchniowego (4b). W rozdz. 5 przedstawiono przyklad sprezania powierzch-
niowego dwuwarstwowej rury ciSnieniowej. Przykladem zastosowania spr¢Zania zewngtrz-
nego w o$rodkach o przenikajacych sie fazach jest sprezanie elementdw siatkobetonowych.

1. Zaleznosci podstawowe dla sprezonego osrodka o dwu przenikajacych si¢ fazach

Rozpatrujemy dwufazowe ciafa liniowo spreZyste zajmujace w R obszar V ograniczony
brzegiem A = 4, u A, (rys. 1).

Na obcigZenie zewnetrzne (uzytkowe) ustroju sklada si¢ obciaZenie polem sit masowych
X w obszarze V, polem obcigzen brzegowych p na czgéci 4, brzegu oraz polem wymuszo-
nych przemieszczen Ul na cze§ci A4, brzegu. Ograniczamy rozwazania do zagadnien sta-
tycznych, do matych odksztatcen oraz do regularnych pdl tensorowych, ktérych skladowe
w ukliadzie kartezjanskim x,(k = 1, 2, 3) sa funkcjami klasy C?2.

Rys. 1.

Wstepne stany odksztalcen faz przedstawi¢ mozna jako sumy pdl dystorsji i odksztalcesi
zwigzanych prawem- Hooke’a z wywolanymi napreZeniami wstepnymi [7].
R . R R . R
(1.1) GI = €I+Blcl’ €” — ell +B”G”,
skad, defininjac:
(‘,/ — Alél, &Il = Aué”’

2 . . . .
(1 ) el — BIG’ ell — BIIGII
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otrzymujemy zmodyfikowane zwiazki konstytutywne stanéw wstgpnych:

! Al(gl_'el) g_l/ — A/l(él/_é//
s =

(1.3)

mx Qx
Il

R, . R R .
’ — Bl(cl+cl) eII —_ BII(G’I—'-G,’).

Zmodyfikowane zwiazki konstytutywne dla stanéw koncowych, bedacych superpozycja
stanéw wstepnych i stanéw uzytkowych wywolanych przez obcigZenia zewngtrzne: € =
R L R, L R, L , R, L, L
=€+€, € =€'+€’, ¢’ =o' +a', ¢ = ¢’+0" przyimuyja, postac:
p ¢ =A'(€—-¢€), ¢ =A"'("~-¢"),
(.I- ) €l — BI(GI_'_&I), €Il — BII(GII+&II).
Na koncowe stany naprezen narzucone sg wigzy statyczne
(1.5) R +¢"’',X,p) =0
rozumiane jako réwnania rownowagi
L6 div(e’+6”)+X =0 w obszarze V,
(1.6) (6+6¢)n=p nabrzegu 4,.

Na koncowe stany odksztalcet narzucone sa warunki wspélnej deformacji obu faz

(1.7) € =€ =€
oraz wiezy geometryczne
(1.8) ¢(e, ) =0

rozumiane jako warunki:
‘zgodnof$ci odksztalcen Saint-Venanta w obszarze V:

(1.9) rotrote = 0;

zgodnoéci pola deformacji e z przemieszczeniami & danymi na brzegu 4,.

W przypadku analizy sprezania oérodka cigglego gesto rozloZona wiazka ciggien
spr¢zajacych (np. model kablobetonu) naleZatoby uogélnié rozwazania dopuszczajac
rézne postacie wiezéw geometrycznych (1.7), (1.8) dla obu faz oraz wprowadzajac ograni-
czenia stanu naprezen w fazie sprezajacej do napr¢zed rozciggajacych.

Zamiast postugiwaé si¢ wielkosciami opisujacymi stany w poszczegdlnych fazach,
wygodniej bedzie wprowadzié ich symetryczne i antysymetryczne czgéci zwigzane odpo-
wiednio z wielko§ciami makroskopowymi, opisujacymi stany zastgpczego, «u§rednionego»
ofrodka, oraz z wielko$ciami mikroskopowymi, opisujacymi lokalne zaburzenia stanéw
makroskopowych w obu fazach.

Zdefiniujemy w zwiazku z tym symetryczne i antysymetryczne (wzglegdem obu faz)
czgéci pierwotnych stanéw odksztalcen i napreZzen oraz operatoréw konstytutywnych:

2 e,
(1.10)

Lar b
€ = -—2—(1-:'—5”),



44 . J. HOLNICKI-SZULC

af%<+wx
(1.11)
df 1
o & =&);
df 1 ’ r
—(A +A"),
(1.12) 1
AT (A -A);
B. df i(BI BH),
(1.13) 1
df
____(BI B”).

Wyrazajac zwiazki (1.2) standw pierwotnych przez nowo zdefiniowane sktadowe,

otrzymujemy:
o' = A€+ A%,
" = A% A€
& = B%6*+B%”,
€ = B%*+Bo".

Wprowadzajac rozklad stanéw odksztalcenia €', €’ oraz standw napreZenia ¢’, ¢
na czesei symetryczne (opisujace makroodksztalcenia oraz makronapreZenia osrodka dwu-
fazowego) i antysymetryczne (opisujgce mikroodksztatcenia oraz mikronaprezenia w po-
szczegdlnych fazach), analogicznie do (1.10), (1.11), zmodyfikowane zwiazki konstytutywne
(1.4) przyjmuja postac:

(1.14)

(1.15)

¢’ = A*(€—€)+ Ae” — &%),

o = A — &)+ A¥(e®—¢&);

€ = B*(¢*+0¢°)+B*(s" + &),

€' = B’(¢*+0°)+ B%(6”+ 6%,

za§ roéwnania wigzéw (1.5), (1.7), (1.8) przyjmuja postaé:
(1.18) A(e*,X,p) =0, %(E€,u)=0, e =0.

Wstawiajac (1.16);, (1.14); do réwnani (1.18),,, oraz wykorzystujac (1.18); otrzymu-
jemy opis stanu odksztalcenia € = €°, wspdlnego dla obu faz w zaleznosci od standw
pierwotnych i obcigzefi zewnetrznych:

A(A%e—a*, X, p) =0,
%(e,n) = 0.

Widac¢ stad, ze wplyw pola dystorsji na stan odksztalcen e zalezy od niezgodnoéci 6

z wigzami statycznymi i jest identyczny ze stanem odksztalcenn wywolanych przez zastgpcze

obcigzenie zewnetrzne — #(¢%). Jest to uogdlnienie «analogii sit masowych» [7, 8] na
przypadek ofrodka dwufazowego.

(1.16)

(1.17)

(1.19)
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Wstawiajac (1.17), i (1.15); do réwnan (1.18),,,, natomiast (1.17), i (1.15), do warunku
(1.18); otrzymujemy opis makro- i mikronaprezen w zaleznosci od stanéw pierwotnych
i obcigzen zewnetrznych:

@(o‘s! X’ p) = 0’
(1.20) #(B*6°+ B¢ +&%, 1) = 0,
B6*+B6®+€* = 0.

Widaé stad, ze wplyw na stan napreZen wywolany przez pola dystorsji zalezy od nie-
zgodno$ci makrodystorsji € z wigzami geometrycznymi (por. «tensor niezgodnosci»
KRONERA [9]) oraz od niezgodnosci dystorsji z ograniczeniem dotyczacym wspolnoty
odksztalcen obu faz (mikrodystorsje &%),

Uklad zwiagzkéw (1.19) (1.20) opisuje najogdlniejszy przypadek sprezania dwufazowego.
Uwzgledniajac w nich znikajace stany pierwotne uzyskujemy opis stanéw odksztalcen

i naprezen ustroju niesprgzonego. Oznaczamy te stany jako stany uZytkowe lé, é‘, é" i trak-
towaé je bedziemy w rozwazaniach jako znane.

Podstawiajac w zwigzkach (1.19) (1.20), znikajace obcigZenie zewnetrzne: silowe
X = 0, p = 0 oraz przemieszczeniowe @t = 0, uzyskujemy opis wstgpnych stanédw odksztal-

cenia i naprezen gs, g“, ortogonalnych do stanéw uzytkowych w tym sensie, Ze nie daja
wktadu do globalnej energii sprezystej ustroju.
Z postaci réwnan (1.19), (1.20) widaé, ze w przypadku dwu faz o jednorodnych cechach

R

sprezystych (B® = 0) makro i mikrostany rozprzegaja si¢. Odksztalcenia wstgpne e imakro-
R . . e e . . .

napre¢Zenia wstepne o zaleza jedynie od makrodystorsji €°, za§ mikronapreZzenia wstepne

g“ zaleza jedynie od mikrodystorsji € i sa lokalnie samozréwnowazone.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z ustrojem jednofazowym, przyjmujac mikro-
wielkoéci jako znikajace, otrzymujemy z wypisanych zaleZno$ci zwiazki opisujace «spre-
Zanie wewngtrzne» [6].

«Sprezanie zewnetrzne» zdefiniujemy jako taki przypadek, w ktérym pola mikro-
i makrodystorsji spelniaja jednorodne wiezy geometryczne (1.8):

(1.21) %€y =0, %E)=0.

Techniczna realizacja tego sposobu sprgzania polega na wywolaniu niezaleZnych,
geometrycznie zgodnych deformacji pierwotnych obu faz, a nastgpnie na ich zespoleniu
i cofnigciu przyczyn wywohujacych deformacie pierwotne. Sposob ten moze by¢ zastosowany
do sprezania elementéw betonowych siatka ciegien.

2. Analiza stanéw wstepnych wywolanych sprezeniem

Przeprowadzimy konstrukcj¢ rozwiazania zagadnien brzegowych (1.19) oraz (1.20),
opisujacych wstepne stany napreZed i odksztatcef, po potozeniu X = 0, p= 0, & = 0.
Wykorzystajmy w tym celu rozktad pél odksztalcen i naprgzeh pierwotnych na (orto-
gonalne w sensie iloczynu f 6edv) czesei sktadowe opisujace odpowiednio stany zgodne
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z wiezami statycznymi (1.5) i oznaczone symbolem & oraz stany zgodne z wigzami geo-
metrycznymi (1.8) i oznaczone symbolem ¥ [6]:
@.1) € =Gt

€ = €, +€y;
& = &+,

2.2)

¢" = of,+6%,
przy czym:
05 A = AGY) = 0,
3) @) = B(E) = 0.

Zwiazki (1.14) i (1.15) wigzace stany pierwotne p1zyjmuja po uwzglednieniu (2.1), (2.2)
postaé:
G° = AS(€,+&,)+ A€, +ET),

@4 60 = AT(E5+EY) +ATES+EL);
& = BBl +63)+ B, +65),

€ = B(o +0%) +B (65 +0%).

Podstawiajac (2.2), do (1.19), i wykorzystujac (2.3), otrzymujemy z réwnan wiezow
statycznych

rR 1,
(2.6) € = Aql,.
Rozwigzanie to spelnia takZze réwnania wiezdw geometrycznych (1.19),, co wynika
z podstawienia (2.4), do (2.6)

@.7) | PO
oraz z uwzglednienia warunku (2.3),.

Zatem rozwigzania (2.6) lub (2.7) opisujg poszukiwane pola odksztalcen wstgpnych
wyrazone przez wywolujace je pola naprezen lub odksztalcerr pierwotnych.

Podobnie, wykorzystujgc zwiagzki (2.1);, (2.5) i (2.3), mozna sprawdzié, Ze stany:

g = '_6;29
8 g ot
_ o’ = —d*—-B*Bc}
stanowig rozwigzanie ukladu rownan (1.20), a zatem opisuja poszukiwane pola napreZen
wstepnych wywolane przez napreZenia pierwotne, Pola te mozna wyrazi¢ przez odksztat-
cenia pierwotne przeksztalcajac rozwigzania (2.8) przy uzyciu zwiazkéw (2.4), (2.5):
\ & = A%+ A%S,

09 R
‘ = —B°[€"+B (A% + A%€,)].

Podstawiajac w rozwigzapiach (2.6)+ (2.9) € = 0, ¢® = 0 otrzymujemy opis standw
wstepnych wywolanych sprezaniem wewnetrznym o§rodka dwufazowego, ktéry wzbogaca
rozwiazanie zagadnienia sprezania wewnetrznego o$rodka jednofazowego [6] o czlony

. , R . .
mikronaprezefi wstgpnych o wywolanych na skutek rdéznic sztywnoéci obu faz.
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W przypadku sprezania zewnetrznego (1.21) nalezy przyjaé¢ (por. (2.6)):
(2.10) €=¢, &=¢&, =3¢, ¢ =ad,
co prowadzi do rozwigzania w postaci:

R -1 -1

€ = A’} = €,+A°A%,

2.11) s = (),
-1 —1

o = —B%€, = —&%—BSB"(};}

= Q=

gubiacej w stosunku do rozwiazaf (2.6)+(2.9) makronaprezenia wstepne g", charak-
terystyczne dla spreZania wewnetrznego.
Zwiazki (2.11) pozwalaja okreéli¢ jednoznacznie stany wstgpne w obu fazach.
Cechg charakterystyczna spreZzania zewngtrznego o$rodka o dwu przenikajgcych sie
fazach jest mozliwo$¢ lokalnego sterowania stanéw naprezen w jednej z faz (w fazie spre-

. . » . e R
zanej I) przez wymuszanie odpowiednich mikronapr¢zen o. Wprowadzane w tym celu
dystorsje €% (realizowane np. przez sprezajaca faze siatki kratowej II) nie maja wplywu

R
na stan makronaprezen o-.

3, Sprezanie powierzchniowe

W poprzednich rozwazaniach zakiadali$émy, ze mamy do czynienia 2 rozmytym kompo-
zytem, ktdrego obie fazy oddzialywuja pa siebie w calym obszarze ¥. Mozna jednak
uog6lni¢ rozwazania na przypadki, w ktdrych obszar wzajemnego kontaktu obu faz jest
podobszarem V., Zajmijmy si¢ jednym z takich przypadkéw, gdy obie fazy oddzialywuja
na siebie wzdluz pewnej powierzchni kontaktowej S.

Xy
Xy

X

Rys. 2

Przyjmijmy, #e obszar rozpatrywanego ciafa sklada si¢ z dwu podobszaréw V' i V"
(rys. 2). Faza I wypelnia obszar V' za$ faza II wypelnia obszar ¥". Powierzchnia S jest
powierzchnig rozdziatlu obu faz, a zatem jedynym obszarem wzajemnego ich kontaktu.

Niech powierzchnie brzegowe S, S” obu faz doznaja pierwotnych zmian ksztaltu
opisanych jako niezalezne przemieszczenia pierwotne w’, u’. Je§li pomimo niezgodnoéci
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zdeformowanych pierwotnie brzegéw wymusimy ich zgodne zespolenie, to wywotane
. R R, . . R, R
zostana w obu fazach wstepne stany odksztalcenia €', € i naprezenia o', ¢”'. Wywotane

pole przemieszczen wstgpnych ﬁ jest polem ciggtym w catym obszarze V, natomiast pola
odksztafcen i naprezefi wstepnych sa ciagle w podobszarach V7 i V7, jednak ich skladowe
moga doznawaé skoku na powierzchni S. Opisany sposéb wprowadzania stanéw wstepnych
nazwijmy «sprezaniem powierzchniowym».

W rozwazaniach ograniczamy si¢ do rozpatrywania rozwiazan odpowiednio regularnych
i zakladamy w zwiazku z tym, Ze rozpatrywane funkcje sa w obszarach V' i V'’ klasy C=2.

Pierwotne deformacje brzegow S’ 1 S” bedg zatem wystgpowaly w powigzaniu z odpo-
wiednio regularng deformacja poszczeg6luych faz €' i €.

Zdefinjujmy deformacje pierwotne obu faz jako stany odksztalcert wyznaczone jedno-
znacznie przez zwiazki:

%’(A]é’) — 0,

(3.1) ey
- ¢E)=0;
1y .@”(A”é”) - O,
(32) @@ =0,

wszedzie poza S oraz przez warunki zgodnoéci €' i €’ odpowiednio z przemieszczeniami
W' i na powierzchni S.

Poniewaz deformacje pierwotne spelniaja wigzy geometryczne obu faz, sprezanie
powierzchniowe jest przypadkiem szczegdlnym sprezania zewnetrznego, w ktérym obszar
kontaktn obu faz ograniczony jest do powierzchni S.

Zdefiniujmy obcigZenia pierwotne brzegéw S’, S’':

3.3 P =A€n, P’ =A"€¢n".

Zwigzki (3.1), (3.3), oraz (3.3), przyporzadkowuja jednoznacznie funkcjom prze-
mieszczen pierwotnych &', u’ na .S funkcje obciaZzed pierwotnych na S, definiujac nam
w tym sensie powierzchniowe operatory konstytutywne of' 1 of'':

(3.4 =), P =A@,

Przyjmujac p’, P’ jako funkcje okre$lone na S, wyznaczyé mozna ze zwiazkéw (3.1)4,2,
(3.3), oraz (3.2),,, (3.3), jednoznacznie okreslone pola €' w V'i €’ w V*'. Zwiazki (3.1)3,4
(3.2)3,4 pozwalaja wtedy okre§li¢ z dokladno$cia do ruchéw sztywnych przemieszczenia
pierwotne U, u'’ przyporzadkowane jednoznacznie obcigZeniom p’, p”’.

Zwigzki (3.1), (3.2), (3.3) definiuja nam w tym sensie odwrotne powierzchniowe opera-
tory konstytutywne 2’1 %'':

3.5 w=4'0p), o =2"@(".
Dysponujac zdefiniowanymi operatorami konstytutywnymi, mozna sprowadzi¢ analizg

. . . . r . 7 R : . (4 RI RII
sprezania powierzchniowego do analizy wstepnych pdl przemieszczen u i obciaZzed p’, p
wywotanych na powierzchni S przez stany pierwotne @', &'’ lub p’, p”.

Postgpujac analogicznie, jak w rozdz. 1, otrzymujemy zmodyfikowane zwiazki kon-
stytutywne stanéw wstepnych:
R R, R .
(3.6) pl = Ml(ul—ul)’ pll — M’I(ull_ull);
R R Y RII 1! R)I Ly
(.7 u=Z0+p), u=2"@'+p").

£l
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Na wstgpne stany obcigZen narzucone s3 wigzy statyczne w postaci réwnan réwnowagi
na powierzchni §

R, R,

za$ na wstepne stany przemieszczen narzucone sg wigzy geometryczne w postaci warunku
nierozdzielnosci faz wzdhuz .S
R R R
(3.9) u’ = u” = u
Przeprowadzajac konstrukcje rozwigzan zagadnienia (3.6)+(3.9) wyznaczajacych
stany wstepne, analogiczng do konstrukcji opisanej w rozdz. 2 otrzymujemy

R -1
(3.10) w = 0+ L5 (1)
fub
—1
(3.11) = 5.

] - -1
W zwiazkach tych «/° oznacza operator odwrotny do &%, za§ o/% £/ oznacza super-

pozycje operatordw.
Opis wstepnych stanéw obciazenn przybiera postac:

I

Rs Rn a —:' a (S
(3.12) pF=0, p'= —p'—FH(p*)

lub
-1
(3.13) S0, P — B,

Zwiazki (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) opisuja jednoznacznie wstepne stany przemieszczen
i obciagzZen obu faz na powierzchni S.

-k

4. Optymalna regulacja koncowego stanu naprezenia w jednej z faz

Zajmijmy Si¢, na zakonczenie, zagadnieniem spreZania zewnetrznego ze wzgledu na
minimalizacje wytezenia w jednej z faz (w fazie sprezanej — np. w fazie 1). Faza I spenia
w tym przypadku rolg fazy sprezajacej. Koficowe stany w niej wywolane moga okazaé sig
niekorzystne, czym placimy za optymalng regulacje stanéw w fazie 1.

4.1. Sprezanie zewnetrzne w osrodku o dwu przenikajacych si¢ fazach. RozwaZmy na wstgpie
mozliwoéci wywolania w fazie 1 dowolnych stanéw wstepnych.

Z réwnan (2.11) wynika, ze mozliwe jest jednoczesne wywolanie w fazie 1 dowolnie

ustalonych, niezaleznych od siebie stanéw wstepnego odksztalcenia 2' 1 napreZenia g%,.
Nalezy w tym celu wprowadzi¢ do ustroju stany pierwotnych odksztalcen opisane zwiaz-
kami:
. r -~ R . R
4.1 € = € +A’AB's;, €' = —Boy.
Zwiazki (4.1) pozwalaja okre§li¢ pierwoine deformacje poszczegdinych faz. Jezeli

przyjmiemy, ze stany pierwotne wywolywane sa jedynie w fazie sprezajacej, czyli wprowa-
dzimy ograniczenie: ’

4.2) & =0, & =0,

4 Mech, Teoret. i Stosowana L/78
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to z rozwigzania (4.1) wynika, ze mozliwe jest wywolanie dowolnie ustalonego stanu
R . . .
naprezen wstepnych o, w fazie sprezanej przez wymuszenie odksztaicent pierwotnych fazy
sprezajacej
. R,
4.3) €'’ = 2Boy.

Wynika stad oczywisty wniosek, Zze przyjecie kryterium minimalizacji wytezenia J,
w fazie I, przy czym

i R L R, L
(4.4) J, = é J ¢'B'o’dv = % f (6, +&)B' (6, +6")dv,
prowadzi do rozwigzania
R L
(4.5) 0':(,-' = _0")

ktére zwiazane jest ze znikaniem stanu naprezen koncowych ¢’ = 0 w fazie spreZanej.
4.2. Przypadek sprezania powierzchniowego. Rozwazmy mozliwo$¢ wywotania na powierz-
chni § fazy sprezanej I dowolnych stanéw wstepnych.
Postepujac analogicznie jak w p. 4.1 mozna wykazaé, ze dowolnie przyjgte stany ﬁ’, I;)’
wywola¢ mozna przez wprowadzenie jednoznacznie okreélonych stanéw przemieszczed
pierwotnych:

=-
I

R =1 _ R
(4.6) / :Jr(‘s{s.wa‘l)%s(g)’
v =+ (L + 1) BD)
lub standw obciazen pierwotnych

—1 R R
@ P = (1—?:"53")&4‘“(2’)—2’,
P’ = (1 + BB () +p'.

Jeéli przyjmiemy, Ze stany pierwotne wywolywane sa jedynie w fazie sprezajace)
4.8) v=0, p=0, ’ ~
to rozwigzania (4.6) lub (4.7) okre$laja jednoznacznie stany pierwotne na powierzchni S
fazy II

(4.9) P = 2600
lub
(4.10) W= 2 (),

ktére wzbudzajg stany wstgpne ﬁ’ hub S’.

Ze wzgledu na mozliwoé¢ wywotania (w ogdlnym przypadku) dowolnych, niezaleznych
od siebie stanéw wstepnych ﬁ’, S’, zagadnienia optymalnej regulacji stanow koficowych:
€ = g’—ké’, o = §’+é’ ze wzgledu na kryterium (4.4) mozna rozpatrywaé, przy ustalonych
stanach uzytkowych é’, é’, jako poszukiwanie optymalnych warunkéw brzegowych ﬁ’,

R, . . N . ., R, R :
P’ na powierzchni S ograniczajacej V. Po wyznaczeniu stanéw u’, p’ na S, gwarantujacych
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optymalne rozklady ¢, € w V', mozna okresli¢ ze zwiazkéw (4.6) (4.7) stany pierwotne,
wywolujace pozadang regulacje stanéw koncowych.

Zagadnienie minimalizacji globalnego wyteZenia w fazie I jest w tym przypadku réwno-
wazne minimalizacji globalnej energii wewnetrznej Jg- fazy I:

-
(4.11) Jpr = —Z—J o'e'du.

v

W celu poszukiwania optymalnych warunkdéw brzegowych na S rozwazmy mozliwo$é
rozktadu standw koncowych o', € w fazie I na dwie ortogonalne czesci skladowe, z ktérych
jedna podlega regulacji przez spr¢zanie powierzchniowe, a druga nie:

(4.12) o' =0o,+06,, € =€ +e;.

Dla skonstruowania postulowanych rozkiadéw przyjmijmy z definicji pomocnicze
stany €,, 6, = A'e, jako stany wywolane sitowym obcigzeniem zewnetrznym dzialajacym
na faze [ przy warunku peinego utwierdzenia brzegu S. Opisane sa one zaleznoSciami:
(4.13) R, X,p)=0, %(,)=0
oraz warunkiem zgodnosci pola €, ze znikajacymi przemieszczeniami na S.

Zdefiniujmy analogicznie stany €}, o, = A’e, jako stany wywolane przemieszczeniami

@i’ brzegu A,,, przy warunku swobodnego brzegu S. Opisane sa one zaleznosciami:

(4.14) R@,)=0 C,@)=0 omn=0 na .
Niech czgéci rozkladu stanéw uzytkowych e;, 6 = A’e; stzmowiqéum@ okreslonych

wyzej standw:

3 7 dr I ’ I d[‘
(4.15) € = €,t€, 06 = 0,,+o',,

Ze wzgledu na jednoznacznoéé rozwigzan zagadmien brzegowych (4.13), (4.14) teorii
sprezystosci, stany €, , ¢, okreslone sg jednoznacznie.

Mozna zatem dokona¢ w sposob jednoznaczny rozkladu standw €', ¢’ na czesci skia-
dowe (4.12), przy czym czeici €, 6, stanowig réznice p6l catkowitych i pol (4.15):

dr df
(4.16) €, = €—€, 6;=06—6,.

S3 to sktadowe wywolane oddziatywaniem fazy Il poprzez powierzchnig S na fazg I,
ktére spelniaja jednorodne réwnania wigzow w obszarze V':
(4.17) R'(cy) =0, @'(e)=0.

Mozna pokazac Ze pola o/, € oraz 65, €, s3 ortogonalne w sensie ich iloczynu ska-
larnego

(4.18) fc{e;dv = fcgel’dv = 0.

’

v v

Pozwala to przedstawi¢ funkcjonat energii wewnetrznej (4.11) w postaci
@19) I = | Giei+aiendn.

Mozna pokazaé, ze ze wzgledu na dodatnia okreslono§¢ obu sktadnikéw podcaiko-
wych oraz na fakt, Ze dowolne stany wstepne wywolane w obszarze V' spelniajg warunki

4%
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(4.17), czyli sg ortogonalne do stanéw oy, €; wynika, ze kryterium (4.11) prowadzi do
wyznaczenia standw wstepnych:

R, L, R, L,
(4.20) €=—€, o=—0
L

’

R L R
powodujgcych znikanie czgéci €; = €;+€’, 6, = 6,+06’ stanéw koficowych.
Wyrazajac wniosek (4.20) w jezyku wielkosci powierzchniowych na § otrzymujemy:

R, L, R L,
(4.21) u'=—u, Pp=-p;.

Mozna pokazaé, Ze rozwiazanie optymalne (4.21) wymuszane jest bez udziatu stanéw
pierwotnych fazy I:
(4.22) =0, p=0.

Zatem korzystajac z rozwigzan (4.9) lub (4.10) oraz ze zwigzkéw (4.21) otrzymujemy
optymalne rozklady pierwotnych przemieszczei lub obciazen na brzegu S fazy IT:

. L . L,
(4.23) W= —2%°(p;), P’ = —25;)
wywolujacych identyczne efekty. W wyniku sprezenia w fazie I pozostaja stany koncowe

¢ = l&i, € = 21, charakteryzujace sie, jak to wynika z definicji (4.13)=(4.15) tym, ze
obcigZenie brzegowe na powierzchni S: p’ = o'n’ jest takie, jakie wywolane byloby przez
zewnetrzne obcigZenia sitowe X', p’ fazy [ przy pelnym utwierdzeniu brzegu S, za$ prze-
mieszczenia u' powierzchni S s takie, jakie wywolane bylyby przez ruchy @’ powierzchni
Ay przy warunku swobodnego brzegu S.

W przypadku, gdy nie wystepuja przemieszczenia @’ na brzegu A, stany l&,’,, é,’, wy-

" znaczone przez (4.14) znikaja i sprezenie optymalne daje w fazie I efekt koricowy iden-
tyczny z przyjeciem warunku petnego utwierdzenia #' = 0 na powierzchni S.

W przypadku, gdy nie wystepuja silowe obcigzenia zewnetrzne w fazie I(X' = 0,

p’ = 0), stany é;,lélﬁ, wyznaczone przez (4.13) znikaja i sprezenie optymalne daje w fazie
I efekt koficowy identyczny z przyjeciem warunku brzegu swobodnego ¢'n’ = 0 na po-
wierzchni S.

W przypadku, gdy znikaja wszystkie obciazenia zewnetrzne fazy I (sitowe X = 0,p'= 0
oraz przemieszczeniowe @i’ = 0) to otrzymujemy w wyniku spr¢Zenia optymalnego try-

wialne rozwiazanie S’ = 0, ﬁ’ = () stowarzyszone ze znikaniem stanéw koncowych ¢’ = 0,
€’ = 0 w fazie I. Cale obciazenie zewnetrzne przenoszone jest wiedy przez faze II.

Jako szczegdlny przypadek sprezania powierzchniowego traktowaé mozna sprezanie
wywolywane przemieszczeniami pierwotnymi u wymuszanymi na cze§ci brzegu ustroju
A, (por. [10]). '

Traktujac brzeg 4, jako powierzchnie S kontaktu faz zauwazamy, ze stany é.’,, é,’,
definiowane zwiazkami (4.14) nie istnieja w tym przypadku. Wynika stad wniosek, zZe
sprezanie ze wzgledu na minimalizacje energii wewnetrznej ustroju prowadzi do uzyska-
nia efektu pelnego utwierdzenia u = 0 na brzegu A, w stanie koncowym. Jest to zbiezne
z wnioskiem o ortogonalnosei czeéci standw uzytkowych wywolanych obcigZzeniem sito-
wym oraz przemieszczeniami podpér. Optymalne sprezanie ruchami podpér redukuje
do zera druga z wymienionych czesci standw uzytkowych.
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5. Przyklad sprezania powierzchniowego

O ile rozwiazanie zagadnienia optymalnego sprezania (4.3), (4.5) dla o$rodka o dwu
przenikajacych sig fazach jest intuicyjnie oczywiste, o tyle celowe jest zilustrowanie przy-
kladem rozwiazania zagadnienia sprg¢zania powierzchniowego (4.23), (4.21).

Rozwazmy przykiad rury ci$nieniowej dwuwarstwowej poddanej ci$nieniu wewnetrz-
nemu p (rys. 3a). Rozklad napr¢zen promieniowych i obwodowych w rurze niesprezonej
[8] pokazany zostal na rys. 3b. Stosujac spr¢zanie powierzchniowe polegajace na od-
powiednim wpasowaniu rozszerzonej wzglgdem stanu naturalnego (np. przez ogrzanie)
rury zewnetrznej na nienaprezona rur¢ wewnetrzna, uzyskajmy efekt minimalizacji energii
sprezystej (wytgZenia) zmagazynowanej w fazie I.

e
q A
o
I a ) z -
& 10 076 a0
EARS] 5)
é1L® I —
P 125 o9l 025
6 |10 as7 00
PO
""" | c)
6o P 629 ®
7 Y7

Rys. 3

Stan naprezef dla rury niesprezonej opisany jest zwigzkami Lamégo:

L pa? pacc?
Gr = T r2(c*—a?)’
&R
L pa? N patc?
Oy = .
0 PERp 1'2(62—(12)

W celu wyznaczenia rozwiazania optymalnego sprezania (4.23), nalezy skonstruowaé
powierzchniowy funkcjonat konstytutywny 4°.

Wyznaczmy w tym celu, dla samej rury wewngtrznej, przemieszczenia «’ na powierzchni
rozdzielajacej fazy (r = b) wywolane obcigzeniem zewnetrznym p’ dzialajacym na te
powierzchnig, przy warunku swobodnego brzegu wewnetrznego (r = a). Dostosowujac
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rozwigzanie (5.1) do opisu stanu napre¢zen w pierScieniu wewngtrznym oraz wykorzystujac
zwigzek

’

5.2 R PP
( . ) ; = E 4 r
otrzymujemy
b (1=v)b*+(1+2)a*
F S bea
Analogicznie wyznaczy¢ mozna, dla samej rury zewngtrznej, przemieszczenia u'' na
powierzchni rozdzielajacej fazy wywotane obciazeniem zewngtrznym p’’ dziatajacym na
te powierzchnie, przy waranku swobodnego brzegu zewngtrznego (r = ¢)

b (=Bt (4

TE T e

(5.3) u =

(5.4) u’

Zwiazki (5.3) i (5.4) definiujg liniowe, powierzchniowe funkcjonaty konstytutywne
#' 1 B dla kazdej z faz. Konstruujac symetryczny konstytutywny funkcjonat powierzch-
niowy #° otrzymujemy rozwigzanie zagadnienia optymalnego sprezania (4.23), w postaci

.o (1=v)b2+ (1 +2v)a®>  (1—v")b*+(1+2")c? |1,
(55) u = —b[*——ﬂgz_az) Eu(cz__bZ) P2
gdzie ]13; jest, zgodnie z definicja (4.16),, réznicy pomigdzy oddzialywaniem rury ze-
wnetrznej na wewnetrzng w stanie uZytkowym a oddzialywaniem sztywnego podloza
na brzeg zewngtrzny (¥ = b) rury wewngtrznej obcigzonej ciénieniem p (na brzegu r = a)
L, L, L a?(c*—b? 2a%p
5. l=p —pl = — — —
(5.6) P2=p — Py b2(c?—a?) A=")b2+ (1 +v)a?
W przypadku, gdy material obu faz jest jednorodny, otrzymujemy z (5.5) i (5.6) warto$é
2pabh B 20%(c*-a®) |
EbB*—a®) | (A =bH)[(1—v)b*+ (1 +7)a? ’
o ktdra nalezy zmniejszyé promiefi wewnetrznej powierzchni brzegowej (r = b) rury ze-

wnetrznej (w jej stanie naturalnym), aby po wciSnieciu jej na rure wewnetrzna otrzymaé
efekt optymalnego sprezenia.

.7 i =

Wykorzystujac znajomo$¢ pola przemieszczen w stanie uzytkowym oraz fakt, ze punkty
powierzchni rozdzielajacej obie fazy (r = b) nie ulegaja, w stanie koncowym, przemiesz-
czeniom (por. wnioski po rozwigzaniu (4.23)), mozna wyznaczyé obciazenia brzegdw
(r = b) obu faz w stanie wstepnym
(5.8) ;, _ __;;,, _ (b;-—a?[(l——’V)b22+(1+1!)621 ’

(e —chH[(1~-»)b%+ (1 +v)a?]

Znajomo$¢ obciazen wstgpnych (5.8) pozwala wyznaczyé wstgpne stany naprezenia,

a nastegpnie, po dodaniu rozwiazania (5.1), stany koricowe. Na rys. 3¢ pokazano efekt

. , . ) 1
redystrybucji stanu napreZefi wywolanej spreZzeniem optymalnym (w przypadku » = 5
a=1,b=2, ¢c=3)izwiazanej z ok. 24%-owym odciazeniem rury wewnetrznej (mie-
rzonym globalnym wytezeniem calej fazy I).
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Peswome

TIPEABAPUTEJIBHOE HANPMAKEHHME B IBYXMDAIZOBLIX CPEIAX

B pa6oTe nposeaeH aHanu3 cOCTOAHUI NpeaBapuTeNsHOTO HaNPsSHKEHMUS H JedhOPMALHH, BbI3BAHHAIX
B yupyroii nsyx¢asosoil cpele IyTem BBefeHMs B o0eHX (hasax HE3aBHCHMBIX, IIPOM3BONBHBIX, He-
MOJUHHSIONIMXCA HH CTATHYECKHUM HH [EOMCTPHUECKMM CBsI3siM roflelt nucropeuit. CylHOCTBIO BHELL-
HEr0 CIKATHS FIBJIACTCSI BBEJEHHE TAKUX Tonel aucropcuii B obeux (asax, 4ToBBI NN NpeaBapHUTEN b-
HBbIX HanpsDieHu# u pedopmanuii, Bos0yKIeHHbIC B oqHOH K3 ¢as (B cxumaemoit dase), BHITOJHBIM
o6pasom perynupoBanyu B Heifl OKOHUATEeJILHOE pacupeleNerue HanpshKeRnid u medopmanmii. D11 co-
CTOSIHMST SIBNSAIOTCH CYMMOH COOTBETCTBYIOLX TPEABAPHTENBHBIX COCTOAHHHI M COCTOSTHMH BbI3BaHHBIX
HArpy3Koit. Bropast dasza BLIIONHMAET pONb CHXKUMaloulei hasbl.

PeuleHn! HEKOTOPLIE 3a0AaUM ONTHMANBHOLO PErYJIMPOBAHMHsI OKOHUATENIBHLIX COCTOSTHMIA Hanpsi-
JKeHHH w pedropmanuit,

Summary

ON THE PRESTRESSING IN DIPHASE MEDIA

We analyze initial states of stress and deformation produced in an elastic diphase medium by forcing
independent, arbitrary distortion fields, which do not necessarily fulfil the static or geometric constraints
in both phases. External prestressing consists mainly in introducing the both phases such distortion fields
that the fields of initial stress and deformation induced in one (prestrcssed) phase cause a desirable adjust-
ment of the distribution of the final states of stress and deformation in this phase. These states are a sum
of the corresponding initial states and states caused by external load. The other phase plays a role of the
prestressing one. Some examples of an optimal control of the final states of stresses in the prestressed
phase are discussed.
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